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Hitzaurrea

Liburu hau Informatika Ingeniaritzako Graduko Analisi Matematikoa ikasgaian oinarritu dugu. Be-
raz, hautatu ditugun adibideak, ariketa ebatziak eta ariketa proposatuak bertan azaltzen diren kon-
tzeptuekin lotuta daude.

Liburu hau ariketa ebatzien liburua da; eta, bereziki, ariketak ebazteko erabili ditugun arrazoi-
bideak zaindu ditugu. Hori da, hain zuzen ere, gaien hasieran laburpen teorikoa idazteko arrazoia.
Izan ere, ebazpenetan ematen diren urrats garrantzitsuak azpimarratzen saiatu gara; horretarako,
teoriako definizioak, propietateak eta adibideak erabili ditugu. Horrez gain, eragiketak, sinplifika-
zioak, itxura-aldaketak eta abar ere erabili ditugu eta esplizituki idatzi ditugu, ikasleak bidean gal
ez daitezen izanik helburua.

Analisi Matematikoa zientzia-ikasketa guztietako lehen mailako ikasgaia da. Hemen azaltzen
ditugun ariketak, agian, ez dira zientzia-ikasketa guztietan ikusten, edo berdin aztertzen. Dena
dela, uste dugu hemen aurkezten den materialaren zati handi bat erabilgarria izango dela zentro
bakoitzean.

Liburu honetan hogeita hamar urteren eskarmentua bildu nahi izan dugu. Ariketa ebatziak
hogeita hamar urte horietan izen desberdineko ikasgaien azterketetan agertu diren ariketak dira.

Liburuan zer ikusiko den gaiz gai laburtu nahiko genuke. Horrela ikasleak aukera izango du aldez
aurretik jakiteko interesatzen zaion edo ez.

Lehenengo gaian, zenbakien multzoak aztertuko ditugu; bereziki, indukzio-printzipioa, zenbaki
errealen multzoen gorena, beherena, maximoa eta minimoa eta zenbaki konplexuen arteko eragike-
tak landuko ditugu. Gai honetan, 17 adibide aurkituko ditu ikasleak teoriako kontzeptuen artean
tartekatuta; ondoren, 30 ariketa ebatzi doaz eta, bukatzeko, 146 ariketa proposaturen zerrenda.

Bigarren gaian, topologiaren oinarri batzuk azalduko ditugu, espazio metrikoak eta normadunak,
eta bertan barne-, kanpo- eta muga-puntuak; horiekin batera, barnealdea, kanpoaldea eta muga eta
multzo irekiak eta itxiak aztertuko ditugu. Gai honetan, 14 adibidek lagunduko dute kontzeptuak
azaltzen; ondoren, 10 ariketa ebatzi eta 21 ariketa proposatu datoz.

Hirugarren gaian, zenbaki-segidak aztertuko ditugu, dituzten propietateak eta limiteen kalkulua;
bukaeran segida errepikariak laburki aipatuko ditugu. Gai honetan, 13 adibidek osatzen dute teoria;
ondoren, 35 ariketa ebatzi eta 63 ariketa proposatu daude.

Laugarren gaian, zenbaki-serieak aztertuko ditugu; serieen izaera, serieen batura zehatza eta
batura hurbildua landuko ditugu; ez gara sartuko serie absolutuki konbergenteekin. Gai honetan,
13 adibide-ariketa aurkituko ditu ikasleak; ondoren, 35 ariketa ebatzik osatuko dute adibideetan
ikusitakoa; bukatzeko, 63 ariketa proposatu daude.

Bosgarren gaian, funtzio errealen azterketarekin hasiko gara. Kontzeptu nagusiak hasieran eman-
go ditugu erakusteko ez daudela funtzioen jarraitutasunaren eta deribagarritasunaren mende. Fun-
tzioen limitea, jarraitutasuna eta funtzio jarraituen propietateak landuko ditugu. Gai honetan, 13
adibidez hornitu dugu teoria; ondoren, 35 ariketa ebatzi ditugu, eta 101 ariketa proposatu.

Seigarren gaian, funtzio errealen deribagarritasuna aztertuko dugu. Funtzio deribagarrien pro-
pietateak landuko ditugu. Gai honetan, 12 adibide aukeratu ditugu teoriako kontzeptuak azaltzeko:
ondoren, 30 ariketa ebatzi daude, batzuk aurreko gaikoen jarraipena izanik, eta 80 ariketa proposatu
daude.
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Zazpigarren gaian, funtzio errealen adierazpen grafikoa landuko dugu. Funtzioen muturrak eta
inflexio-puntuak kalkulatuko ditugu. Horrez gain, gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak eta
ahurtasun- eta ganbiltasun-tarteak ere zehaztuko ditugu. Gai honen helburua funtzioak irudikatzea
izan da, eta horretara zuzendu dugu azken hiru gaien teoria. Gai honetan, 4 adibidek argitzen dute
teoria; ondoren, 16 ariketa ebatzi ditugu, eta 24 ariketa proposatu.

Hortaz, liburu honetan ikasleak kontzeptu teorikoak ulertzen lagunduko dioten 92 adibide aur-
kituko ditu. Batzuek ideiak era erraz batean azaltzea baino ez dute helburu. Beste batzuk, aldiz,
benetako ariketak dira, ebazpeneko kalkulu errazagoak izango dituzte agian, baina ebazpen-metodo
zorrotzez azaltzen dira. Horrez gain, eta hau da liburu honen alderdi interesgarriena, 186 ariketa eba-
tzi, teorikoak eta praktikoak, izango ditu ikasleak, xehetasunez garatuta eta urrats garrantzitsuak
teoriarekin arrazoituak. Ikasleak praktika dezan, gaien bukaeran, 512 ariketa proposatu ditugu.
Baina, bibliografian, eta bibliografiatik kanpo, milaka ariketa aurki ditzake ikasleak, liburu honetan
ikasitakoa bere kasa eraman dezan praktikara.

Liburua ilustratzen duten irudiak Wolfram Mathematica aplikazioarekin eginak daude.

Bibliografiari dagokionez, hamarnaka dira hogeita hamar urtean erabili ditugun testuak ariketak
bilatzeko; ezinezkoa da horiek guztiak hona ekartzea, horietako asko jadanik ahaztu ditugulako. Dena
dela, saiatu gara zerrenda egokia bilatzen, ikasleak beste testu batzuk irakurtzeko aukera izan dezan,
batzuek benetan merezi dute-eta. Jakina, sarean ere bila daitezke bai teoriako kontzeptuen azalpena
bai ariketa ebatziak, baita bideoetan garatua ere.

Bukatzeko, azken lerro hauek baliatu nahi ditut eskerrak emateko.

Alde batetik, urte luzeetan nire maisua izan den Fernando Ferreres Alberdi irakasle ohiari eskerrak
eman nahi dizkiot; berak utzi zidan duela hogeita hamar urte lan honen oinarria izan zen materiala,
eta beregandik ikasi nuen nik orain hemen aurkezten dudan materialaren estiloa.

Beste aldetik, lan hau Latez-en idatzita dago. Baina, idaztetik agerian geratu arte egin beharrekoa
Javier Alvez Giménez-ek egin du; liburua txukun ikusten bada, Javierren lan ezkutuari zor zaio; are
gehiago, gauzak txukun egiteko duen gogoari zor zaio, eta hori ez da ordaintzen.

Donostia, 2016ko azaroaren 30a

Patxi Angulo Martin



1. Zenbaki-multzoak

1.1. ZENBAKI ARRUNTAK ETA OSOAK

1.1. Definizioa. P multzoa, 0 € P elementua eta S: P — P, S(x) =x+1 (hurrengoa), aplikazioa
emanik, hiru axioma hauek betetzen badira:

a) Vre P S(x)#0 (Zero ez da Pren inongo elementuren hurrengoa);

b) Ve,ye P x#y=— S(z)# S(y) (Bi elementu desberdinak badira, bien hurrengoak ere des-
berdinak dira; S aplikazio injektiboa da); eta

¢) Indukzio-azxioma

AC P bada, non 0 € A eta v € A= S(z) € A betetzen baitira, A= P izango da;
P multzoa zenbaki arrunten multzoa da, eta N idatziko dugu; hau da:
N={0,1,2,3,...}.

1.2. Propietatea. N multzoa itria da + batuketarako eta - biderketarako.

Horrekin esan nahi dugu bi zenbaki arrunt batzen edo biderkatzen baditugu, emaitzak, batura
eta biderkadura, zenbaki arruntak izango direla.

1.3. Definizioa. N multzoan < (txikiago edo berdin) ordena-erlazioa honela definituko dugu:

Va,beN a<bizango do IceN/a+c=0b betetzen den.

Horren ondorioz, zenbaki arruntak lerro zuzen horizontal batean koka ditzakegu; puntu batean 0
finkatzen da eta gainerakoak, ezkerretik eskuinera ordenaren arabera.

1.4. Propietatea. N multzoa ongi ordenatua da. Horrek esan nahi du N multzoaren azpimultzo
ez-huts guztiek lehen elementua dutela.

1.5. Indukzio-printzipioa. Propietate bat n =k € N zenbakirako betetzen bada eta k <n € N zenba-
kirako betetzen dela pentsatuz (n+1) € N zenbakirako betetzen dela frogatzen bada, propietatea beteko
da k eta handiagoak diren zenbaki arrunt guztietarako.

1) P(k) egiazkoa da
Hipotesiak:
2) n>k, P(n) egiazkoa bada, P(n+1) egiazkoa da

Ondorioa: Vn>k P(n) egiazkoa da.
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1.6. Adibidea. Izan bedi a, =ar"!, VneN, a,r €R izanik. Froga dezagun lehenengo n gaien
Sy, batura hau izango dela:
a(l—r")
S, =0 1, r # 1 denean,
na, r =1 denean.
r =1 denean, honela geratzen da:
Sp=a1+ay+--+a,=a+ar+---+ar" ' =a+a+---+a=na.

1_ n
Frogatu behar dugu r # 1 denean, S, =ai1+as+---+a, = a(lr) betetzen dela. Horretarako,
—r
indukzio-printzipioa erabiliko dugu.
1—
n =1 denean, ezkerreko atalean S} =a; =ar'"! =a dugu eta, eskuinekoan, a(l ) = a,
—r
r # 1 delako; beraz, kasu horretan berdintza betetzen da.
. a(l—r") a(l—r"“)
Demagun, orain, S, = 4 betetzen dela; frogatu beharko dugu S,41 = 1
-7 —r

izango dela.
Indukzio-hipotesia erabiliko dugu eta, ondoren, eragiketak egingo ditugu:

Spy1=a1+az+--+ap+apnt1 = Sp+ant1 =, a(i::”)_i_ "= a—ar”—icﬁ":—arnﬂ =
a— ar™tl ~a(l- Pt

1—7r 1—7r
(1) berdintzan, a,4+1; =ar™ eta indukzio-hipotesia erabili ditugu, hau da, S, = a(i::”)'

Beraz, 1.5. Printzipioaren bi hipotesiak betetzen direnez, k = 1 izanik, lehenengo berdintza
Vn € N beteko da.

N multzoak gabezia asko ditu eta, horregatik, multzo berri bat definitu beharko dugu. Gabezia
bat aipatzeagatik, 3+x =2 eta bxr =4 -ekuazioek ez dute soluziorik N multzoan.

1.7. Definizioa. Zenbaki osoen Z multzoa m =n+x ekuazioen soluzioen multzoa da, VYm,n €N,
haw da, Z={x/3Im,neN m=n+zx}. Hortik multzo hau aterako da:

Z={.,-3-2,-1,01,23,.. .}

Definizio horretatik N CZ dela ondorioztatzen dugu. Bestalde, Z multzoa ez dela ongi ordenatua
ere ondoriozta daiteke.

1.8. Propietatea. Z multzoa itria da 4+ batuketarako, - biderketarako eta — kenketarako.
1.9. Definizioa. Z multzoan < (txikiago edo berdin) ordena-erlazioa honela definituko dugu:
Va,beZ a<bizango da IceN/a+c=0>b betetzen den.

Definizio horrek aukera ematen digu zenbaki osoak zuzen batean irudikatzeko. Zuzenean jatorri
bat finkatu eta gero, jatorriari 0 zenbakia esleituko diogu, zenbaki oso positiboak eskuin aldean
kokatuko ditugu zenbaki arruntak bezala, eta zenbaki oso negatiboak ezker aldean, positiboekin
irudi simetrikoa osatuz.

Zenbakien multzoa zabaldu badugu ere, oraindik gabezia asko geratzen dira ebazteke. Gabezia
bat da, esaterako, 5x =4 ekuazioak ez duela soluziorik Z multzoan.
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1.2. ZENBAKI ARRAZIONALAK

1.10. Definizioa. Zenbaki arrazionalen Q multzoa m = nx ekuazioen soluzioen multzoa da,
Vmn€Z eta n>0 izanik; errepikapenik ez egoteko, zkh{m,n} =1 baldintza jarriko dugu.
Hortik multzo hau lortuko dugu:

Q={z/3ImneZ, n>0 eta zkh{m,n}=1, m=nx}

Q= {m /mn€Z,n>0 eta ™ laburtezina den}.
n n

Definizio horrekin egiazta daiteke N CZ C Q betetzen dela.

1.11. Propietatea. Q multzoa itria da + batuketarako, - biderketarako, — kenketarako eta / zati-
ketarako, zati O izan ezik.

1.12. Definizioa. Q multzoan < (txikiago edo berdin) ordena-erlazioa honela definituko dugu:

m
vivge(@
n q

m
mcP izango da m-q<p-n betetzen bada.
n q

Horrek aukera ematen digu Q multzoaren adierazpen grafikoa egiteko:
1. Zuzen batean 0 zenbakiari O puntu bat, jatorria, egokituko diogu.

2. Distantzia finko bat, unitatea, aukeratu eta Oren eskuinean zenbaki arruntak irudikatuko di-
tugu, eta ezkerrean zenbaki oso negatiboak.

m
3. — zenbaki arrazionala irudikatzeko, unitatea n zatitan banatuko dugu eta horietako m hartuko

n
ditugu, eskuinean m > 0 bada eta ezkerrean m < 0 bada (ikus irudia).

m

\ n |

) ) 01 1 2

Horrek esan nahi du zenbaki arrazional orori zuzeneko puntu bat dagokiola.
1.13. Propietatea. Q multzoak propietate hauek ditu:
1. Q multzoa zenbakigarria da, hau da, Q multzoak N multzoak adina elementu ditu.

2. a,b € Q badira, a # b izanik, 3¢ € Q / a < ¢ <b. Ondorioz, bi zenbaki arrazionalen artean
infinitu zenbaki arrazional daude.

1.14. Definizioa. A C Q multzoa emanik,

1. A goitik bornatua da k € Q existitzen bada, non Ve € A x <k betetzen den, eta k Aren
goi-bornea da.

2. A behetik bornatua da k € Q existitzen bada, non Vx € A k < x betetzen den, eta k Aren
behe-bornea da.

3. A bornatua da goitik eta behetik bornatua bada. Bestela, multzoa bornegabea dela esango dugu.

1.15. Adibideak.

1. Har dezagun N multzoa; behetik bornatua da, —1 multzoaren behe-borne bat delako Vn € N
—1 <n baita, hots, zenbaki arrunt guztiak —1 baino handiagoak baitira.

FEz da, aldiz, goitik bornatua, ez delako existitzen zenbaki arrunt guztiak baino handiagoa den
zenbaki arrazionalik.
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1
2. Izan bedi A= {nJr, n e N*} multzoa'. Azter dezagun bornatua edo bornegabea den.
n
345 1
A= {2,2,3,4,...} da. 3 zenbakia Aren goi-borne bat da, Vn € N* ntt <3 |Dbaita;
n

1
bestalde, 0 zenbakia behe-borne bat da, Vn e N* 0< nt baita. Beraz, A multzoa
n

bornatua da.

Bestalde, goi- eta behe-borneak ez dira bakarrak. Hau da, goi-borne gehiago daude; adibidez,
2, 5, 100... ere Aren goi-borneak dira. Behe-borne gehiago daude; adibidez, —1, 1... ere Aren
behe-borneak dira. Horietatik, goi-borne bat, 2, eta behe-borne bat, 1, bereziak dira.

1.16. Definizioa. A C Q multzo bornatua emanik,
1. Aren goi-bornerik txikiena goi-muturra edo gorena da eta sup(A) idatziko dugu.
2. Aren behe-bornerik handiena behe-muturra edo beherena da eta inf(A) idatziko dugu.

1.17. Adibideak.

1. N multzoaren beherena, beraz, 0 da, behe-bornea delako Vn €N 0<n baita eta edozein
zenbaki positibok Nren 0 elementua ezkerrean utziko lukeelako. Ondorioz, inf(N)=0 da.

N multzoak ez du gorenik, ez delako goitik bornatua.

1
2. A= {n—k, n e N*} multzoak gorena eta beherena izan ditzake, bornatua delako.
n

1
sup(A) =2 da, goi-bornea delako Vn € N* ntl <2 Dbaita; eta 2 baino txikiagoa den

n
edozein zenbakik Aren 2 elementua eskuinean uzten duelako.

Froga daiteke inf(A)=1 dela.
Q multzoak ez ditu aurreko problema guztiak konpontzen. Adibide bat hiru ikuspuntutik azter-
tuko dugu.

1.18. Adibideak.

a) v2 =2 ekuazioak ez du soluziorik Q multzoan. Hau da, /2 ¢ Q.
b) Zuzeneko puntu guztiak ez dira zenbaki arrazionalak.

¢) Q multzoaren azpimultzo bornatu guztiek ez dute gorenik edo beherenik, Q multzoan:

E={recQ*t/2%<2} multzoak ez du gorenik Q multzoan. Eren gorena /2 da, baina v/2 ¢ Q.

1.3. ZENBAKI ERREALAK
1.19. Definizioa. Zenbaki errealen R multzoa propietate hauek betetzen dituen multzoa da:

a) R multzoan + batuketa, - biderketa, — kenketa eta / zatiketa, zati 0 izan ezik, definiturik
daude (gorputzaren axiomak);

b) R multzoan < (txikiago edo berdin) ordena-erlazioa dago definiturik (ordenaren axiomak);

¢) R multzoan multzo ez-huts bornatu guztiek gorena eta beherena dauzkate (osotasun-azioma).

1.N*=N—{0} da.
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Definizio horretatik N CZ C Q C R betetzen dela ondoriozta daiteke. Bestalde, zenbaki arra-
zionalak ez diren zenbaki errealei irrazional deritze eta R —Q edo I multzoa osatzen dute.

Horrez gain, R multzoaren eta zuzenaren artean bijekzio bat badago. Horregatik hitz egiten da,
batzuetan, zenbaki errealei buruz zuzeneko puntu gisa.

1.20. Propietatea. R multzoak propietate hauek ditu:

1. R multzoa zenbakiezina da, hau da, ezin da bijekzio bat definitu R eta N artean.

2. Bi zenbaki errealen artean infinitu zenbaki arrazional eta infinitu zenbaki irrazional daude.

1.21. Definizioa. A C R multzoa emanik,

1. A goitik bornatua bada eta Aren gorena Aren elementua bada, gorenari maximo deritzogu, eta
max(A) idatziko dugu.

2. A behetik bornatua bada eta Aren beherena Aren elementua bada, beherenari minimo deritzogu,
eta min(A) idatziko dugu.
1.22. Adibideak.
1. N multzoak ez du maximorik, gorenik ez duelako; eta 0 € N denez, multzoaren minimoa 0 da,
hots, min(N) = 0.

1
2. A= H,nEN*} multzoak, ordea, gorena eta beherena ditu, bornatua delako 1.17.2.
n

Adibidean ikusi dugun bezala, eta inf(A) =1 eta sup(A) = 2 dira.

Orain, 1 ¢ A denez, ez da Aren minimoa. Baina, 2 € A betetzen da; beraz, max(A) =2 da.
1.23. Teorema.

1. ACR multzo goitik bornatua emanik, « € R Aren gorena da baldin eta soilik baldin:

1.1. Vxe A z<a bada eta
1.2.¥e>0 3FzpeA/a—ec<zog<a betetzen den (ikus irudia).

) goi—borneak
| | | | N
a-¢& a=sp(A)

goi—bornerik txikiena

2. ACR multzo behetik bornatua emanik, 3 € R Aren beherena da baldin eta soilik baldin:

2.1. Vxe A <z bada eta
2.2.Ve>0 FaxoeA/B<z9<B+e betetzen den.

1.24. Definizioa. I C R multzoa tartea da Vrx,ye€l x <z <y bada, z €I betetzen bada.
a) Tarte bornatu irekia: (a,b) ={r € R /a <z <b}.
b) Tarte bornatu itxia: [a,b]={zx €R /a <z <b}.
¢) Tarte bornegabe irekia: (a,00) ={zeR/a<z<oo}={reR/a<zx};
(—o00,b)={z€eR/ —co<z<b}={zeR/z<b}.
d) Tarte bornegabe itxia: [a,00) ={zeR/a<z<oc}={recR/a<z};
(—o0,bl={r€eR/ —co<z<b} ={zreR /z<b}.
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Oharra. Tartea mugatzen duten a eta b zenbaki errealei 1.20.2 Propietatea aplikatuz, esan dezakegu
tarte bornatuetan infinitu zenbaki arrazional eta infinitu zenbaki irrazional daudela. Berdin esan
daiteke tarte bornegabeei buruz.

R multzoan beste eragiketa batzuk defini daitezke: logaritmoa, esponentziala, berreketa... Horiek
funtzio elemental gisa ere defini daitezke.

R multzoarekin ez dira problema guztiak konpontzen. Esate baterako, z?+1=0 ekuazioak ez
du soluziorik R multzoan.

1.4. ZENBAKI KONPLEXUAK

1.4.1. Sarrera

Zenbaki errealen arteko zenbait eragiketak ez du emaitza errealik; esaterako, (—2)%/4, (=5)7, log_, 5,
logig(—2), ... Emaitza horiek bilatzeko beste zenbaki batzuk behar dira, zenbaki konplexuak, hain
zuzen. 1777an Euler-ek \/—1 balioa i izendatu zuen eta 1832an Gauss-ek zenbaki konplexu izena
asmatu zuen. Azkenik, zenbaki errealekin zuzena bete bagenuen, zenbaki berriak zuzenetik kanpo
bilatu beharko ditugu, planoan hain zuzen; horregatik hitz egiten da plano konplexuaz.

1.25. Definizioa. Zenbaki konplexuen multzoa hau da:
C={a+bi/abeR eta i*=—1}.
a zati erreala eta b zati irudikaria dira eta ¢ unitate irudikaria da.

1.26. Definizioa. Bi zenbaki konplexu, z=a+bi eta w=c+di, berdinak dira, z=w, a=c
eta b=d betetzen direnean.

1.27. Definizioa. z = a+bi zenbaki konplexua emanik,

1. Va2 4+b% balioari z zenbaki konplezuaren modulu deritzo eta p edo |z| idazten da.

b
2. arctan— balioari z zenbaki konplexuaren argumentu deritzo eta 0 edo arg(z) idazten da.
a

0 € (—m,7] edo 6 € [0,27) denean argumentu nagusia lortzen da, eta Arg(z) idatzi.

1.28. Definizioa. z =a+bi zenbaki konplexua emanik, z=a—bi zenbaki konplexuari z zenba-
kiaren konjugatu deritzo.

Definizio horretatik bi ondorio hauek atera ditzakegu (ikus ezkerreko irudia):

|Z| = \/a? + (=b)2 = Va2 + b2 = |z|, hau da, modulu bera dute.

—b b
Arg(z) = arctan — = —arctan — = —Arg(z), hau da, elkarren aurkako argumentua dute.
a a

1.4.2. Adierazpideak

z € C zenbaki konplexua hartuko dugu adierazpideak azaltzeko.

Binomiala

a+0bi adierazpenari z zenbaki konplexuaren adierazpen binomial deritzo.
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Geometrikoa

Pentsa dezakegu z = a + bi zenbaki konplexua OXY planoko (a,b) puntua dela, non a zati erreala
OX ardatzean eta b zati irudikaria OY ardatzean kokatzen diren (ikus ezkerreko irudia).

(¢,0) zenbaki konplexua OX ardatzean dago eta ¢ zenbaki erreala adierazten du. Beraz, R C C
betetzen da. Horregatik deritzo OX ardatzari ardatz erreal.

(0,d) zenbaki konplexua OY ardatzean dago eta irudikari puru izena du. (0,1) zenbakia i unitate
irudikaria da. Horregatik deritzo OY ardatzari ardatz irudikari.

Y
4 -
/2

i Y
= 3

3 z

1 b ‘
0] ‘l 2 X P i

6 |

A 'z 0 z‘zX

Polarra

z = a+ bi zenbaki konplexua p eta 6 parametroen bidez ere geratzen da finkaturik OXY planoan,
non a=pcosf eta b=psinf baitira. Beraz, z adierazteko py erabil dezakegu. pg adierazpenari
z zenbaki konplexuaren adierazpen polar deritzo (ikus eskuineko irudia).

p=|z| eta 6= Arg(z) betetzen dira.

Trigonometrikoa

Adierazpen binomiala eta polarra kontuan hartuz, honela idatz dezakegu z:
z=a+bi=(pcosh)+ (psinf)i = p(cosf +isinh).
Hori da 2z zenbaki konplexuaren adierazpen trigonometrikoa.

Esponentziala

Lehendabizi, Eulerren formula gogoratuko dugu: e = cosb+isinb.

Hortaz, z = p(cosf+isinf) = pel® da; hori da z zenbaki konplexuaren adierazpen esponentziala.

1.4.3. Eragiketak

Izan bitez z=a+bi=py eta w=c+di= p;, bi zenbaki konplexu, bion arteko eragiketa batzuk
definituko ditugu.

Adibideetarako z=1+4++13i =2z eta w=—2+42i =223 zenbakiak erabiliko ditugu.
4

w|3

Batuketa / Kenketa

1.29. Definizioa. z eta w zenbaki konplexuen batuketa / kenketa honela definitzen da:
Adierazpide binomiala: z4+w = (a+bi)x(c+di) = (axc)+ (bEd)i.
Adierazpide geometrikoa: z+w = (a,b)+(c,d) = (atc,btd).
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1.30. Adibidea. Kalkula dezagun z eta w zenbaki konplexuen arteko z+w batura.

zhw=(14+3i)+(-2+2i) = -1+ (2+3)i.

Biderketa

1.31. Definizioa. z eta w zenbaki konplexuen biderketa honela definitzen da:
Adierazpide binomiala:  z-w = (a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i.
Adierazpide polarra: z-w = (pg) - (ple,) = (p-p/)(9+9/).
Adierazpide esponentziala: z-w = (pe??)- (p/eeli) =(p-p e+,

1.32. Adibidea. Kalkula dezagun zenbaki konplexuen arteko z-w biderkadura.
Adierazpide binomiala: z-w = (14++/3i)- (=2 +2i) = (=2 —2v/3) + (2 — 21/3)i.
Adierazpide polarra: z-w = 2§ -2\/5%T = 4\/5%%r = 4\/51%

Zatiketa

1.33. Definizioa. z eta w zenbaki konplexuen zatiketa honela definitzen da:

a-+bi B ac+bd+bcfad,
c+di 2+ d? cz—l—d?Z'

Adierazpide binomiala: z-+w =
Adierazpide polarra: z+w = (pg)+ (,0,9/) =(p+ p/)(g_gl).

Adierazpide esponentziala: z-+w = (pe??) + (pl e ) = (p+p')e(9—9/)i,

1.34. Adibidea. Kalkula dezagun zenbaki konplexuen arteko 2 atidura.
w

_ oz 1B (LB (—2-2i)  (—242v3)+(—2-2v3)i
Adierazpide binomiala: v ot (C2+2i)(—2—2i) = (—2)2— (20)? =
C(—2+2vB3)—(242V3)i  —1+V3 1+V3
- 144 -4 1"

2r 1

3

"2 V2
4

z
Adierazpide polarra: — =
w

Berreketa

1.35. Definizioa. z zenbaki konplexuaren berreketa honela definitzen da, n € N izanik:
Adierazpide polarra: 2™ = (pg)" = ply.
Adierazpide trigonometrikoa: 2" = [p(cosf +isinh)]" = p"(cosnh+isinnd).
Adierazpide esponentziala: 2" = (pe?)" = pen??.

1.36. Adibidea. z* kalkulatuko dugu.

4
Adierazpide polarra: 2% = <2§) =164z .

3

4
4 4
Adierazpide trigonometrikoa: 2% = {2 <COS g +2sin g)] =24 (COS g +isin ;) =
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Erroketa

1.37. Definizioa. z zenbaki konplezuaren erroketa honela definitzen da, n € N* izanik:

Adierazpide polarra:  {/z= {/pg = {/posakx, k=0,1,...,n—1.

0+ 2k 0+ 2k
Adierazpide trigonometrikoa: {/z= {/p(cosf+isind) = {/p (cos ( + W) +isin ( * 7r>>7
n n
k=0,1,....,n—1.
Adierazpide esponentziala: /z = V/pe?t = 1/pe 0+2k7ri, k=0,1,...,n—1.

Errodurek bi ezaugarri hauek dituzte: guztieck modulu bera dute, /p; beraz, /p erradioko

2
zirkunferentzia batean daude kokaturik; bestalde, ondoz ondoko bi erroduren arteko aldea ]
n

angelua da.
Erro karratuak adierazpide binomialean ere kalkula daitezke.

1.38. Adibidea. Kalkula dezagun v/—2+ 2¢ adierazpen binomiala erabiliz.

2__ .2 _ _
V2% — a4y — (:c+yi)2=—2+2i _— ($2_y2)+2xyi:—2+2i - 326:753/3/2 2 } —

24+/8
2

=1+2.

1

= y#0denez, x=1/y = —2—y2:—2 — yt—2y2—1=0 = ¢? =
Yy

1

y?>0denez, > =14+vV2 = y=+\/1+V2 — 0= ————.
+1/14+2

Hortaz, bi soluzio hauek ditugu:

1 ~1
W= ———— +\/14+V2i eta wy=-—o-——1\/14+V2i.

1+2 1+v2

FErrotzailea 2 baino handiagoa denean, adierazpide polarra, trigonometrikoa edo esponentziala
erabiliko ditugu.

1.39. Adibidea. Kalkula dezagun /= adierazpen polarraren bidez.

32: 32;:\3/571./34,2]97\-’ k:071,2
3

3

Hortaz, hiru soluzio hauek ditugu (ikus ezkerreko irudia):

z1:\3/§g7 29 =V21 eta  23=V21sx.
9

9

Y
big |
—+27
3
b
31 Balio magsia
O| 2 X

Erroketa Logaritmo nepertarra
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Logaritmo nepertarra
1.40. Definizioa. z zenbaki konplezuaren logaritmo nepertarra honela definitzen da:

Adierazpide esponentziala: 1Inz =In(pe?) =Inp+ (04 2kn)i, keZ.

Beraz, infinitu logaritmo nepertar daude. k =0 denean lortzen den Inz =Inp+60i balioari
logaritmoaren balio nagust deritzo.

Logaritmo nepertarrek bi ezaugarri hauek dituzte: guztiek zati erreal bera dute, Inp; beraz,
guztiak daude x =1Inp zuzen bertikalean; bestalde, ondoz ondoko bi logaritmo nepertarren arteko
aldea 27 da.

1.41. Adibidea. Inz kalkulatuko dugu.

Inz=In(2e5") =In2+ (g +2k:7r> i, ke

In2+ gz da logaritmo nepertarraren balio nagusia (ikus eskuineko irudia).

Logaritmo orokorra

1
1.42. Definizioa. z zenbaki konplexuaren w oinarriko logaritmoa honela definitzen da: log,, z = ln—z
nw
1.43. Adibidea. log, z kalkulatu nahi dugu.
z=2e3" eta w= Qﬁe%i dira zenbaki konplexuen adierazpen esponentzialak. Hortaz,
3
Inz=In2+ (7; —|—2k7r> i, k€Z eta Inw=In2v2+ <47r +2l7r) i, l€Z dira.
s ln2+<g—|—2/€7r>i
Ondorioz, log, z= i = 37 , k,leZ.
B 2y 4 (4 —|—2l7r> i
N2+ =i
k=1=0 direnean, logaritmoaren balio nagusia lortuko dugu: 73371_
In2v/2+ -
Berreketa orokorra

1.44. Definizioa. z zenbaki konplezuaren w berretzaileko berreketa honela definitzen da: 2% = e®*™%,

1.45. Adibidea. Orain, 2% kalkulatuko dugu.

w=—-2+2i eta lnz:ln2+(g+2lm>i, keZ, dira. Beraz,

wlnz = (—2+2i) <1n2—|— (g+2k7r> Z) = {—21112— (2; —I—4k:7r)] + [21112— (2; +4k7r>} i=

2+12 2+12
:—<ln4+( * k)7r>+<ln4—( + k)ﬂ)@ da.
3 3
Eta hortik, 2% =ew? = ef(ln“(2+§2k)”)+(1n4*(2+§2k)’T)i.

—(ln4+2?")+(ln4—2%)i.

k=0 -eginez berreketaren balio nagusia lortuko dugu: e
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1.5. ARIKETA EBATZIAK

1. Zenbaki arruntak eta osoak

1. Froga ezazu, indukzioa erabiliz, n elementuko multzoek 2™ azpimultzo dutela.
Oharra: multzo hutsa edozein multzoren azpimultzoa da.
Froga.

n =1 denean, A1 = {a;} multzoa dugu. Horren azpimultzoak () eta A; bera dira; hau da,
21 = 2 azpimultzo ditu.

n =2 denean, A = {aj,a2} multzoa dugu. Honela osatuko ditugu horren azpimultzoak:
aurreko bi azpimultzoak, () eta A, hartuko ditugu eta bakoitzarekin bi aukera izango ditugu,
elementu berria duen {as} multzoa bildu, edo ez. Lau multzo osatuko ditugu: (), 0U{as} = {a2},
Aj eta A;U{as} = As. Horiek dira Asren azpimultzoak, 22 = 4 guztira.

Demagun, orain, A, ={a1,as,...,a,} multzoak 2" azpimultzo dituela; frogatu beharko dugu
A1 =1{a1,az,...,an,a,11} multzoak 2" azpimultzo dituela.
Izan bitez By, B3, ..., Bor multzoak A, multzoaren azpimultzoak. Bakoitzarekin bi aukera

izango ditugu: elementu berria duen {a,;} multzoa bildu, edo ez.

Ez badugu biltzen, multzo berak geratuko dira eta horiek A, multzoaren azpimultzoak ere
badira, A, C A,11 delako; guztira, 2" azpimultzo dira: B, Bo, ..., Ban.

Elementu berria duen {a,+1} multzoa bilduz gero, azpimultzo hauek lortuko ditugu:
BiU{ant+1}, BaU{ant1}, ..., BanU{ap+1}. Alde batetik, aurrekoetatik desberdinak di-
ra; beste aldetik, A, 11 multzoaren azpimultzoak dira, {a,4+1} C A,41 delako; eta berriro ere
2" azpimultzo dira.

Hortaz, A,+1 multzoak, guztira, 2" +2" = 2"*1 azpimultzo ditu.

Ondorioz, 1.5. Printzipioaren bi hipotesiak betetzen direnez, propietatea n zenbaki arrunt guz-
tietarako beteko da.

2. Froga ezazu indukzioaren bidez Vn >3 n!> 2n=1  desberdintza betetzen dela.
Froga.
n=3 denean, 2371=22=4 eta 3!=6 dira, eta 4 <6 da; beraz, betetzen da.
Demagun 27! <n! betetzen dela; 20+H-1 < (n+1)! ere beteko dela frogatu beharko
dugu, hau da, 2" <(n+1)! dela.
2" =2.2""1<2.nl < (n+1)-nl=(n+1).
Ondorioz, 1.5. Printzipioaren bi hipotesiak betetzen direnez, desberdintza Vn >3 beteko da.

3.2/=1 eta (f-g))=f-9g+f ¢ deribazio-arauak jakinik, froga ezazu indukzioa erabiliz:

VneN (2") =n-2""!

Froga.
n =1 denean, (z')'=2'=1 da, deribazio-araua erabiliz.

n = 2 denean, ezkerreko atalean hau dugu: (2?) =(z-z) =2"-2+z-2'=1-2+2-1 =2z,
deribazio-arauak erabiliz. Eskuineko atalean, aldiz, n-z2""!=2.22"1 =22 dugu; beraz,
berdintza betetzen da.
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Pentsa dezagun (2") =n-2""! berdintza betetzen dela hipotesiz; frogatu behar dugu

(z"1) = (n+1)-2" ere beteko dela.
(2"t = (2" 2) = (") -2+ (2™) -2’ Lp.gnl cx+(2")-1=n-2"+2"=(n+1) 2"
Indukzio-hipotesia hirugarren 1 berdintzan erabili dugu.

Ondoriozta dezakegu, 1.5. Printzipioa erabiliz, (z") =mn-2""! beteko dela Vn € N.

. Froga ezazu, indukzio-printzipioa erabiliz, 32" 44"t! 5en multiploa dela, Vn € N.

Froga.

n=1denean, 32+42=9+16=25=5-5dugu, 5en multiploa da, 5 &€ Z.

n =2 denean, 3*443=81+64=145=29-5 dugu, 5en multiploa da, 29 € Z.

Pentsa dezagun 32" +4"t1  5en multiploa dela; frogatu beharko dugu 32(nt1) 4 gnt2 epe
5en multiploa dela.

Pentsa dezakegu 32" +4"+t!1 =5k dela, k€7 izanik; hau da, 32" =5k—4"t! dela.
32(n+1) = 32.320 — 9(5k — 4" H1) = 45k — 94" =45k — (54-4) - 4" = 45k — 5471 —4.4nHL
Beraz,

320D o gnt2 — 45k — 5. 47T = 5(9k —4"t1), (9k —4"1) € Z izanik.

Ondorioz, 1.5. Printzipioa erabiliz, 3" +4"+! 5en multiploa izango da Vn € N.

. Indukzio-printzipioa erabiliko dugu frogatzeko x =p+,/q bada, p,qeQ izanik, VneN

Ja,bcQ /2" =a+b/q.

Froga.

Tkus dezagun propietatea lehenengo kasuetan betetzen dela.

n=1denean, z'=z=p+ V4 da; hortik, a=peQ eta b=1€Q ateratzen dira.
n=2denean, = (p+./q)®=p’+2p/q+q=(p*+q)+2p,/q da, hots, propietatea betetzen
da; hortik a=p?’+q¢€eQ eta b=2pcQ ateratzen dira.

Orain, propietatea n zenbakirako betetzen dela pentsatuko dugu, hau da, a,b € Q existitzen
direla, non 2" =a+b,/q baita. Hortik ondorioztatu beharko dugu n+ 1 zenbakirako ere
beteko dela, hau da, frogatu beharko dugu A,B € Z existitzen direla, non 2"t! = A+ B\/q
baita.

"l =g.2" = (p+ V) (a+by/q) = pa+ pb\/q+a\/q+bq = (pa+qb)+ (pb+a),/q dugu.
Hor, A=pa+q¢beQ eta B=pb+aecQ lortu ditugu; beraz, kasu horretan ere propietatea
betetzen da.

Ondorioz, propietatea frogatu dugu 1.5. Printzipioa erabiliz.

. Froga dezagun ondoko berdintza betetzen dela, indukzio-printzipioa erabiliz:

VneN 1-3'43.3245-33+---+(2n—1)-3"=(n—1)-3""1 +3.
Froga.

n =1 denean, berdintzaren ezkerreko atalean 1-3' =3 dugu eta eskuinekoan 0-3%243=3;
beraz, betetzen da.

n = 2 denean, berdintzaren ezkerraldean 1-3!+3-32=3427=30 dugu eta eskuinaldean
1-334+3=27+3=3; beraz, betetzen da.
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Demagun n-rako berdintza betetzen dela, hau da,

1-3'4+3.32 4533 +...4+(2n—1)-3" = (n—1)-3"F1 +3.

Froga dezagun (n -+ 1)-erako ere berdintza beteko dela, hots, hau beteko dela:

1-30 43324533+ +(2n—1)- 3"+ (2n+1) -3t =pn .37+ 2 4 3.

Ezkerreko ataletik hasiko gara:

1-31 43324533 4.4 (2n—1)-3"+ (2n+1)- 3" L (n—1)- 37+ 4 34 (2n 4+ 1) - 37+,
indukzio-hipotesia erabilita 1 berdintzan.

Orain, azken berdintzaren eskuineko atalean eragiketak egingo ditugu:
(n—1)-3""1 43+ (2n+1)-3"" = (n—1+2n+1)-3""1 +3=3n-3""1 +3=n.3""2 +3.

Ondorioz, 1.5. Printzipioa erabiliz, berdintza zenbaki arrunt guztietarako beteko da.

2. Zenbaki arrazionalak eta errealak

7. Froga ezazu v/2 ¢ Q betetzen dela.

Froga.

J/2€Q balitz, V2= S zenbaki arrazional laburtezina izango litzateke, hots, ¢ fp. Beraz,
P’ p*

2="= litzateke, edo 2¢° =". 2¢?> €N denez, berdintza bete dadin ¢ zenbakiak p? zatitu
q q

beharko luke eta, hortaz, p ere zatituko luke. Baina, p laburtezina denez, hori ezin da gertatu.
q

. . 3 . . .
Hori da kontraesana; ondorioz, v/2 ezin da arrazionala izan.

8. Froga ezazu bi zenbaki arrazional desberdinen artean infinitu zenbaki arrazional daudela.

Froga.

: : . . at+b . .
Bi zenbaki arrazionalak a eta b badira, ¢=—— bion artean dago eta arrazionala da, Q

multzoa itxia delako batuketa eta zatiketarako (1.11. Propietatea).

3a+b
Orain, a eta ¢ artean d= Q;C = a;— dago eta arrazionala da, arrazoi beragatik.
d Ta+b
Ondoren, e= a—;— = at zenbaki arrazionala da eta a eta d artean dago; eta,
15a+b
berdintsu, a eta e artean f= a;—e = Clbg_ zenbaki arrazionala dago.

(2" —1)a+b

Horrela eginez gero, zenbaki arrazionalen { on

} segida lortuko dugu eta horren gai
guztiak a eta b artean daude.

Hortaz, a eta b artean dauden infinitu zenbaki arrazional eman ditugu.

9. Esan ezazu, arrazoituz, egiazkoa edo faltsua den ondoko inplikazioa:
ac€Q—{0} eta beR—-Q badira, ZER—Q izango da.
Erantzuna.
Egiazkoa da; S € Q balitz, ac€Q* denez, g-a € Q izango litzateke (1.11. Propietatea);
beraz, b € Q litzateke; baina, b ez da arrazionala. Hortaz, g ezin da arrazionala izan. Ondo-

b
rioz, —€R—-Q da.
a
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10.

11.

12.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:

a) R multzoaren azpimultzo bornatuek maximoa eta minimoa dituzte.

b) R multzoaren azpimultzo infinituak bornegabeak dira.

Erantzuna.

a) Faltsua da; 1.19. Definizioak ziurtatzen digu multzo bornatuek beherena eta gorena di-
tuztela; ez du ezer esaten minimoaz eta maximoaz. Esate baterako, (0,1) tarte irekia
bornatua da, sup(0,1)=1 eta inf(0,1)=0 dira, baina ez du minimorik ez maximorik.

b) Faltsua da; ez dugu nahasi behar multzoak dituen elementu kopurua eta multzoa nolakoa
den. Adibidez, 1.20. Propietateak dio (0,1) tarte irekiak infinitu elementu dituela, baina
bornatua da.

Izan bedi A = (—00,1]NR —Q multzoa. Bila itzazu inf(A), sup(A), min(A) eta max(A).
Ebazpena.

Multzoa ez dago behetik bornaturik; beraz, ez dira existitzen ez beherena ez minimoa.

Goitik bornatua da; esaterako, Vx € A x <1 betetzen da, hau da, 1 Aren goi-borne bat da.
Frogatuko dugu sup(A) =1 dela 1.23.1. Teorema erabiliz.

Har dezagun € >0; orduan, 1—e <1 da eta, 1.20.2. Propietatearen arabera, bi zenbaki
errealen artean infinitu zenbaki irrazional daudenez, Jxg € R—Q / 1 —¢e < z¢ < 1. Bestalde,

xo € (—00,1] betetzen da; beraz, zp€ A da, eta hortik ondorioztatzen dugu 1—¢ ezin dela
Aren goi-bornea izan, Ve > 0.

Ondorioz, 1 da Aren goi-bornerik txikiena, hots, sup(4)=1 da.

Azkenik, 1¢ A, ez delako irrazionala; beraz, multzoak ez du maximorik.

Aurki itzazu ondoko G multzoaren goi-muturra, behe-muturra, maximoa eta minimoa:
1
G=[0,1]—-<¢=/n=1,2,3...¢.
n

Ebazpena.
sup(G) =1 da,
VeelG@ <1 eta Ve>0 dzg=1 —% €G |/ l1l—e<x9<1 betetzen baitira, 1.23.1.

Teorema aplikatuz.
1

Bestalde, 1¢ G denez, n=1 denean, — =1 puntua G multzoari kendu diogulako, ez dago
n

max(G).

inf(G) =0 da,

VeeG 0<z eta Ve>0 FJzpe€G / 0<z9<0+e betetzen baitira, (0,0+¢) tartean
Gren infinitu zenbaki irrazional daudelako, 1.23.2. Teorema aplikatuz.

1

Azkenik, 0¢€ G, [0,1] tartean dagoelako eta ez delako — moduko zenbakia; beraz,
n

min(G) =0 da.
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13. Bila itzazu Aren goi-muturra, behe-muturra, maximoa eta minimoa, non

n

1
A:{Em+ } U{zeR/zeQ eta x| <7} Dbaita.
neN*

Ebazpena.

Bana dezagun A multzoa bi azpimultzo hauetan:

1 1 11 16 21
A1:{5”+ } :{5+} :{6,76,,...} eta
n neN* 1 ) neN= 2 3 4

As={zeR/z€Q eta |z| <7} =(—m,7m)NQ.

Bi multzoak disjuntuak dira eta Asren elementu guztiak Ajen elementu guztiak baino txikia-
goak dira (ikus irudia).

Ao Ay
_7\1-\ 1 I 1w 1 H]\T E\SHH\ \6

sup(A;) =6 da,

1 1
Vxe Ay $:5n+ =54+—<6 eta Ve>0 Jxg=6€A; |/ 6—c<z9<6 betetzen

n n,
baitira, 1.23.1. Teorema erabiliz.
Bestalde, 6 € A; denez, max(A;)=6 da.

inf(A;) =5 da,
1

Vee A z=5+—>5 eta Ve>0 Jxo€ A; /5<x9<5+e Dbetetzen baitira, nahikoa da
n

1

horretarako zg=5+— aukeratzea, non ng=min {n eN*/-< n} baita, 1.23.2. Teorema
no 3

aplikatuz.

Bestalde, 5¢ A; denez, ez dago min(A;).

sup(4z) =7 da,

Vee Ay x<m eta Ve>0 Jap€ Ay |/ m—e<zog<m betetzen baitira, (r—e,m) tartean
Ao multzoaren infinitu zenbaki arrazional daudelako, 1.23.1. Teorema aplikatuz.

Bestalde, 7 ¢ As denez, ez dago max(As).

inf(Ay) = —m da,

Vee Ay —nm<z eta Ve>0 Fxg€ Ay/—m<x0<—7+e betetzen baitira, (—m,—7+¢)
tartean As multzoaren infinitu zenbaki arrazional daudelako, 1.23.2. Teorema.

Bestalde, —m ¢ A eta, beraz, ez dago min(Asz).
on+1

Bukatzeko, VneN* 7 <
n

muturra eta minimoa eta Ay multzoak emango dizkigula goi-muturra eta maximoas:

inf(A) = —7 da eta ez dago min(A) eta max(A) =6 da.

denez, esan dezakegu Ay multzoak emango dizkigula behe-

14. Eman itzazu multzo hauek tarteen bidez:

14.1. A={zeR/|2?>-13| >5}.
14.2. B={zeR /2® -2 <0}

Ms.cz{xeR/2gx+1}
xr
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Ebazpena.

14.1.

14.2.

14.3.

A multzoa emateko multzoan ez dauden puntuak bilatuko ditugu, hau da, |22 —13| <5
baldintza betetzen duten puntuak.

|x2—13|<5§>—5<x2—13<5:>8<x2<18.

(1) inplikazioa 2. gaiko 1.1. Ariketa ebatzian frogatuko da.

Orain, kontuan izango dugu karratua kentzean zenbaki negatiboak ere lortzen direla; be-
raz, bi aukera hauek izango ditugu:

edo —v18 <z < —/8 edo V8< z<+/18 zenbakien karratueck 8 < z2 < 18 betetzen
dute.

Zenbaki horiek tarte hauek osatzen dituzte: (—v/18,—/8) eta (v/8,V/18), eta erroak
sinplifikatuz, (—3v/2,-2v2) eta (2v/2,3v2).

Hasieran esan dugun bezala, tarte horietako puntuak ez daude A multzoan; beraz, A
multzoan (—o0,—3v/2), (—2v/2,2v/2) eta (3v/2,00) tarteetako puntuak daude.

Ondorioz, A= (—00,—3v2)U(-2v/2,2v/2)U(3v/2,00) da.

B multzoa emateko z°

—x <0 baldintza betetzen duten zenbakiak lortu behar ditugu.
P—2=0= 2(2?~-1)=0=2=0 edo 2?°=1; beraz, 23— adierazpena z =0,

x=—1 eta x =1 puntuetan anulatzen da. Puntu horiek zuzena lau zatitan banatzen

dute; orain, zati horietan puntu bana aukeratuko dugu: z=-2, xr=—, x= 3 eta
x =2. Puntu horietan gertatzen dena dagokien zati osoan gertatuko da.

r=—2 denean, (—2)>—(—2)=-6<0 da;beraz, (—oo,—1) tartean z3—z<0 da.

—-1\* /-1
T= denean, (2> — <2> = % >0 da; beraz, (—1,0) tartean z®>—2>0 da.
1

1\ /1 -
z=3 denean, <2> —( >:83<O da; beraz, (0,1) tartean ere 2°—z<0 da.

r=2 denean, (2)3—(2)=6>0 da;beraz, (1,00) tartean 2®—2>0 da.
Hortaz, multzoa definitzen duen baldintza (—oo0,—1) eta (0,1) tarteetan betetzen da.
Ondorioz, B = (—o00,—1)U(0,1) da.

C multzoa definitzen duen baldintzari kasu egiten badiogu, kontura gaitezke = #0 bete
behar dela eta z-k positiboa izan behar duela.

Orain, baldintza garatuz gero honela geratuko da:

1
2<z+ - = 20<2?+1 = 0<2?+1-22 <= 0< (x —1)2
X

Azken desberdintza beti betetzen da; beraz, multzoa definitzen duen baldintza x positibo
guztiek betetzen dute.

Ondorioz, C = (0,00) da.

1
Irudian ikus daiteke x+ — adierazpenari dagokion lerro urdina beti dagoela 2ri dagokion

x
lerro gorri etenaren gainetik OX ardatzerdi positiboan.
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15. Kalkula itzazu E = ANB multzoaren maximoa eta minimoa, A= {r €R /z <5} eta
B={reR/ |2z —1| <2?} izanik.

Ebazpena.
Alde batetik, A = (—o00,5) tartea da.

Beste aldetik, B multzoa tarte moduan emateko, balio absolutua aztertuko dugu, 2. gaiko
2.14.2. Adibideko definizioaren arabera:

1) 22—1>0 = |22 —1| =2x—1 da; beraz, baldintza honela geratuko da:

2r—1<2? = 0<2?-22+1 = 0< (z—-1)? = o # 1.

Hau da, x> % denean, x =1 baztertu behar dugu: B, 1) U(1,00).

2) 2r—1<0= |2z—1|=—(2v—1)=1—-2x da; beraz, baldintza honela geratuko da:
1-2z<2? = 0<2?+2z—1.
22422 —1=0 eckuazioa ebatziz, ==

—2+/4+14
%:—11\@.

Zuzena hiru tartetan banatu da z=—-1—+v2 eta xz=—-1++2 puntuetan:

= —3 denean, (—3)?4+2(-3)—1=9-6—-1=2>0 da;

z=0denean, 0°4+0—-1=-1=-1<0 da;

x=2denean, 2°4+4—-1=7>0 da;

beraz, (—oo,—1—+/2) eta (—1++1/2,00) tarteetan beteko da 0<x?+2z—1 desberdintza.

1 1
Hortaz, z < 3 denean, (—o0,—1—+/2) eta (—1 +/2, 2> tarteak ditugu.

1 1
Ondorioz, B = (—o00,—1—+/2)U (—1 +2, 2) U {2,oo> —{1} da, edo tarteak berridatziz,
B=(-00,-1-v2)U(-14++2,1)U(1,00) da.
Azkenik, E=ANB = (—00,—1—v2)U(=1++v/2,1)U(1,5) da (ikus irudia).

B -1-+2 1+y2 pl B 5
Orain, minimoa eta maximoa bilatuko ditugu.

sup(E) =5 da,

VeeFE <5 eta Ve>0 FJzge€E |/ 5—ec<xz9<5 betetzen baitira, (5—¢,5) tartean
FEren infinitu elementu daudelako, 1.23.1. Teorema aplikatuz.

Bestalde, 5¢ E denez, ez dago max(FE).

E ez dago behetik bornaturik; beraz, ez dago beherenik, ezta minimorik ere.

3. Zenbaki konplexuak

16. Kalkula ezazu zenbaki konplexuaren modulua:

a—bi

Ebazpena.

a+bi=z bada, a—bi horren konjugatua da, hots, a—bi= 2.

a+bi
a—"bi

I B

1.

1.28. Definizioaren ondorioa da |z| = |z| dela; beraz, hauxe dugu: 2= Bl
z z
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17. z zenbaki konplexuak eV? modulua eta V2 rad-eko argumentua ditu.

18.

19.

17.1. Kalkula ezazu Inz eragiketaren w balio nagusia (k =0).

17.2. Idatz ezazu w zenbakiaren adierazpen esponentziala.

Ebazpena.

17.1. z zenbakiaren adierazpen polarra hau da: z= (e‘/i) /3, beraz, logaritmo nepertarraren
formula aplikatuz:

Inz=1In(eV2) + (V2 +2kn)i = V2+ (V2+2kr)i da, ke€Z izanik.
Balio nagusia k=0 eginez lortzen da: w = /24 /2i.

17.2. w=+/2++/2i zenbakiaren modulua eta argumentua kalkulatuko ditugu:

wl =/ (V22 + (V22 =Vi=2;
2

Arg(w) = arctan —= = arctan1 = %

V2

s
Beraz, w zenbakiaren adierazpen esponentziala hau da: w = 2e4".

Froga ezazu 1 zenbakiaren n-erroen arteko batura 0 dela.
Froga.

1=1p zenbakiaren n-erroak kalkulatu behar ditugu: 2z = /1.
Hortaz, z= %% da, £=0,1,2,...,(n—1) izanik.

Hauek dira n erroak:

=len"’, ..., etaazkenik, z,=12m-1)r =16 =»

n

3

0i 2
z1=1lg=1e", zo=12x =1len", 2z3=14

n

3|

2(n—1)m .

Horien batura hau da: b= e% +e27ﬂi +e47” +.ide n
Batura hori segida geometriko finitu baten batura da, non arrazoia r = e
formula aplikatuz honela geratuko da:

baita; baturaren

- e (1_ (enz) ) _ 1(1—e*™) 11— (cos2r+isin2m) _ 1—(140¢)
27rZ-

o, o, o %= =0
1—en’ l—en l1—en? l1—en?

Kalkula ezazu x € R zenbaki erreala (2¢%)” zenbaki konplexua irudikari purua izan dadin
eta zati irudikari positiboa izan dezan.

Ebazpena.
(2e%)* = 2% = 2%(cosz +isinz) da.

Zenbaki hori irudikari purua izan dadin, cosz =0 bete beharko da, eta zati irudikaria
positiboa izateko, sinxz >0 bete beharko da.

cosx:0:>m::i:g+2k:7r, kel
sina:>0:>9::g+2k:7r, keZ.

Ondorioz, = = g+2k7r da, k € Z izanik.
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3—2ai

20. Kalkula ezazu a € R zenbaki erreala zenbaki konplexua

—3i
a) irudikari purua izan dadin.
b) Erreala izan dadin.

c¢) Lehenengo koadrantearen erdikarian egon dadin.

Ebazpena.

Lehenago zatiduraren adierazpen binomiala kalkulatuko dugu:

3—2ai (3—2ai)(4+3i) (12+6a)+(9—8a)i (12+6a) n (9—8a) .
_ — = i
-3 (4—30)(4+30) 16+9 25 25

a) Irudikari purua izateko, zati errealak 0 izan behar du. Hau da, 124 6a =0; eta hortik
a=—2 ateratzen dugu.

b) Zenbaki erreala izan dadin, zati irudikariak izan behar du 0; beraz, 9—8a =0 bete
behar da; hortik a=9/8 ateratzen dugu.

c) Lehenengo koadrantearen erdikarian egon dadin, zati errealak eta irudikariak berdinak
izan behar dute; beraz, hau bete beharko da: 12+ 6a =9 —8a; hortik, 146 = -3 edo
a=—3/14 ateratzen dugu.

zZ41
21. Kalkula ezazu z € C zenbaki konplexua i zenbaki erreala izan dadin. Berdin egin
—1
zatidura zenbaki irudikari purua izan dadin. Eman itzazu soluzioen interpretazio geometrikoak.
Ebazpena.

z+i  (z4yi)+i w4 (y+1)i &

z—i (z+yi)—i ax+(y—1)i

Orain zatidura kalkulatuko dugu:

z+i [w+(y+Dilr—(y—1)]  2?+a(y+)i—z@y—1)i+ @ -1)  (@2+y*—1)+2zi

z—i [zt (y—Dillz—(y—1)] 22+ (y—1)2 224+ (y-12
22 +y?—1 2x )

BRI R AR T

z=x+yi bada,

Zatidura zenbaki erreala izan dadin, zati irudikariak 0 balio behar du, hau da, 2x =0; hortaz,
=0 duten z zenbaki konplexuak dira; hau da, ardatz irudikarian dauden puntuak dira.

Zatidura zenbaki irudikari puru izan dadin, zati errealak 0 balio behar du, hots, 2%+3%>—1=0
edo z?2+1y%>=1; beraz, 1 modulua duten zenbaki konplexuak dira; hau da, zentroa jatorrian
eta 1 erradioa dituen zirkunferentziako puntuak dira.

22. Froga itzazu propietate hauek:
a) VzeC e*#0; b) VxeR || =1.
Froga.

a) Izan bedi 2z =a+bi; esponentziala kalkulatuz, e* = et = e%b = e%(cosb+isinb)
dugu.

Alde batetik, badakigu e* #0 dela, a € R delako; beste aldetik, (cosb+ isinb)

adierazpena ezin da 0 izan, kosinua eta sinua ez baitira batera zero egiten.

z

Ondorioz, e* ezin da inoiz zero izan.
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23.

24.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

b) Vx €R || =1 dela frogatzeko, Eulerren formula erabiliko dugu: e = cosz +isinz.

Orain, modulua kalkulatuz gero,

€| = |cosz +isinz| = Vcos2z +sin?z =1 da.

Froga ezazu |21+ 29| <|z1|+|22|, desberdintza triangeluarra.
Froga.
Demagun kontrakoa betetzen dela; kontraesan batera iritsiko gara.

z1=x1+y1t eta zo=wx9+1yot badira, hiru zenbakien moduluak hauek izango dira:

|z1] = /2 +yP, |z2|=\/73+y3 eta

|21 + 22| = (21 4+ 22) + (11 +92)i| = /(21 +22)% + (11 +y2)2.

Eta kontrako desberdintza hau litzateke:
|21+ 22| > |21| + 22| = V(@1 +22)2+ (Y1 +y2)2 > (/23 +yi+ /23 + 3.

Orain, desberdintza horretan eragiketak egingo ditugu erroak kentzeko eta sinplifikatzeko eta,
bukaeran, kontraesana ikusiko dugu.

V@ + 22+ (Y +12)? > \Jai+yi+\/23+93 =

= (o1 +22)2+ (1 +10)? > (23 +97) +2y/23 +97 /23 + 13+ (13 +43) =

— o} 2mima +aF+yd +2ye +03 > 23 +od +2y/ad +od a3+ +af+ef =

= 22122+ 2y1y2 > 2 :c%—l—y%\/x%—i-yg = x122 +Y1Y2 > %(m%%—y%)(m%—i—y%) =
= (z122+y192)? > (2 +yi) (25 +y3) =

= 2ia3+ 2y +yTys > ated +atys +yied +yiyi =

= 2w120y1 Y2 > TIY2 +yiad = 22y3 +yPad — 21wy < 0 = (2192 —y112)? < 0.

Hori ezinezkoa denez, pentsatu dugun kontrako desberdintza ezin da bete eta, ondorioz, des-
berdintza triangeluarra bete beharko da.

Ebatz ezazu 223 —32245iz=0 ekuazioa.
Ebazpena.
Ekuazioaren ezkerreko atalean z faktore komuna aterako dugu:

223 3224+ 5iz =0 = 2(22%2 —32+5i) =0; hortik soluzio bat erraz aterako dugu: z; = 0;
_ 3+v9—40i

besteak 222 —3z+5i =0 ekuaziotik aterako ditugu: =z 1

Orain, zenbakitzaileko erro karratua kalkulatuko dugu:

V9—40i =2z +yi bada, 9—40i = (z+yi)? = (22 —y?)+22yi beteko da; hortik bi ekuazio
aterako ditugu:

-2
22 —y%2 =9 | bigarrenetik y= =20 aterako dugu (z # 0 da), eta lehenengoan ordezkatuko
x
2 —20\? 4 2 4 2
2¢y = —40 | dugu: z*— — =9 = 2"-400=92" —= 2" —92° —400=0 =

22 94 +/81+1600 _ 9i41.
2 2
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25.

26.

2 _
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Hortik 22 =25 eta 2?=—16 ditugu; bigarrena ezinezkoa denez, baztertuko dugu; hortaz,
x = =15 dira soluzioak; hortik y = F4 aterako ditugu; laburbilduz, erro karratuaren balioak

V9—40i=5—4i eta /9—40i=-5+4i dira.
zren balioan ordezkatuz, soluzio hauek lortuko ditugu:

34+ (5h—4i 3+ (—5+4i -1
zF:+&”:m¢aa%=*%4+”=2+¢
-1
Azkenik, hiru soluzio hauek ditugu: 21 =0, 20=2—1¢ eta z23= > +1.

Ebatz ezazu 26+723—8=0 ekuazioa eta irudika itzazu soluzioak.

Ebazpena.

Ekuazioaren ezkerreko atalean 23 =t eginez, t*>+7t—8 =0 ekuazioa dugu.

_ —TEyA49+432  —T+£9
- 2 2
Hortaz, 2°=1=1p eta 2°=-8=8, ekuazioak lortu ditugu.

t aterako dugu; beraz, t=1 edo t=-8 da.

Lehenengotik, z= Voioen, k= 0,1,2, aterako dugu, hau da, hiru erro hauek:
3
Z2:12l, Z3:14l.
3 3

Bigarrenetik, 2z = v/8x+21x, k=0,1,2, aterako dugu, hau da, hiru erro hauek: 2z, =2
3

25 =25, 26=25x.
3

Hortik

z1 = 1o,

™
g?

Lehenengo hirurak zentroa jatorrian duen 1 erradioko zirkunferentzian daude, eta azken hirurak

2 erradiokoan (ikus irudia).

-1

/ /) s
5, ! \ 2

Ebatz ezazu 2™ =z ekuazioa eta irudika itzazu soluzioak.

Ebazpena.

z=py bada, zZ=p_p da eta ekuazioa honela geratuko da: (pg)" =p_g, edo ply = p_o.

Hortik p"=p eta nl=—-0+2km, ke€Z, ckuazioak

lortuko ditugu. 5 2 a

pt=p=—=p=0 edo p=1 dira.
2km

nf=—-0+4+2kr = 0=—— k=0,1,---,n izanik.
n—l—l / (0]

N2

\\
121

Emaitzak elkartuz, hauek dira soluzioak: 2
p =0 emaitzak puntu bakarra ematen digu, jatorria. Gai-

nerako soluzioak p=1 emaitzatik datoz (ikus irudia). B
-z

Z():O, 2’1:10, Z2:1 2r 23:1 AT 4 ey Zn+1:12n7r.
n+1 n+1 n+1

/ Zn
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27. Irudika ezazu planoan |z—2| <2 eta |z—4| <2 betetzen duten zenbaki konplexuen multzoa.

28.

Ebazpena.
z=x+yi adierazpen binomiala erabiliko dugu eta desberdintzetan ordezkatu.

|z—2|<2 = |z+yi—2|<2 edo |(z—2)+yi| <2 dugu; orain, modulua kalkulatuko dugu:
V(@ —2)2+y2 <2; eta erro karratua kenduz, (x—2)2+y? <4 desberdintza dugu; hori
zirkulu baten ekuazioa da, non zentroa (2,0) den, eta erradioa 2.

Beste era batean, |z—4| <2 adierazpena honela uler dezakegu: 4 zenbakiaren eta z zenba-
kiaren arteko distantzia 2 baino txikiago edo berdina da; horrek zirkulu bat iradokitzen digu,
4 = 4+ 07 zentrokoa eta 2 erradiokoa.

Beraz, bi zirkulu ditugu, biak 2 erradiokoak, batak (2,0) zentroa du eta besteak (4,0) zentroa.

Bietan dauden puntuak bilatzen ditugu; beraz, irudi hau lortuko dugu:

Y
2 e T

Irudika ezazu planoan z?+72%2>8 betetzen duten zenbaki konplexuen multzoa.
Ebazpena.

z=x+yi bada, Zz=ax—yi; Dbalio horiek desberdintzaren ezkerreko atalean ordezkatuz
desberdintza honela geratuko da:

(x+yi)? + (v —yi)? = (2% — y? + 22yi) + (22 — y? — 22yi) = 222 — 2y

Beraz, 2x?—2y?>8 desberdintza irudikatu behar dugu; eta sinplifikatuz gero, x?—y? > 4.

2?2 —y? =4 hiperbola baten ekuazioa da; orain, hiperbolak planoa banatzen dituen hiru es-

kualdetan desberdintza non betetzen den ikusi behar dugu.

Esaterako, jatorrian, hots, (0,0) puntuan 02 —02 =0 <4 betetzen denez, jatorria duen
eskualdean ez da desberdintza betetzen. (—4,0) eta (4,0) puntuetan, aldiz, (—4)?2—02=16>4
eta 42—02=16>4 betetzen direnez, beste bi eskualdeetan desberdintza betetzen da. Hortaz,
eskatzen diguten multzoa irudi honetakoa da:

Y

2V2 0 22 X
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29. Adieraz itzazu bi eremu hauek planoan:

30.

1 1 1 1

— = I —.

a) Re(z_1><2, b) m(z—1)<2
Ebazpena.

Zenbaki beraren zati erreala eta zati irudikaria eskatzen dizkigute; beraz, lehenago, zenbakia
kalkulatuko dugu: z=x4y¢ bada,

1 1 1 (x—1)—yi (1) —yi

=1 (@+y)—1 @-D+yi (@a-D+yi)((z—1)—yi) (z—1)2+y2
r—1 Y

T2+ (@-1242”

1 z—1 1 Y
Hortaz, R = ta Im(—— |=——2—_ dira.
ortaz, e(z_l) (x_1)2+y2 cta m(z_1> ([L‘—l)2—|—y2 1ra
)R( ><1: vl <1:>2( )< (z—1)2412 =
Yo 2 (@142 2 ! ! Y
= 0<(z-12-2@-1)+12=[(z-1)-12+12 -1 = 1< (2 —2)2+¢>

z—1

Hori (2,0) zentroko eta 1 erradioko zirkuluaren kanpoaldea da (ikus ezkerreko irudia).

1 1 y 1
b) I = <= 2 1242 —
) m(z—1> <3 (r—12+42 2 y<(z=1)7+y

= 0<(z—1)24+92+2y=(2—- 1)+ (y+1)2 -1 = 1< (z—1)2+(y+1)2

Hori (1,—1) zentroko eta 1 erradioko zirkuluaren kanpoaldea da (ikus ezkerreko irudia).

P pS— 3 i

Adieraz ezazu eremu hau zenbaki konplexuen planoan:
A={z€C/z-Z<Re(z)}N{z € C/Im(z) <Re(z)}.

Ebazpena.

z=x+yi eta z=x—yi badira, lehen multzoko baldintzaren atalak honela geratuko dira:
z-z=(v+yi)(z—yi) =22 — (yi)? =22 +y?> daeta Re(z)=1x da.

Hortaz, x?+y% <z inekuazioa geratuko da.

Orain, berdintzarekin, adierazpena aldatuko dugu kurba ezagun bat lortzeko:

1 1 1\? 1
x2+y2:x:>x2+y2—x:0:>x2—:1:+1+y2:1 — ($—2> —l—yQZZ.

1 1
Hori (2,0) zentroa eta 3 erradioa dituen zirkunferentzia da.
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Hortaz, z?+y? <z desberdintza zirkunferentzian eta horrek mugatzen duen zirkuluan bete-

N2, 1
tzen da, 5 +0 <§ delako.

Bestalde, Im(z) <Re(z) = y <z desberdintza ere bete beharko da; hau da, y=2z zuzenak
zirkulu itxia bitan banatzen du eta eskatzen diguten eremua zirkuluaren zentroa duen zatia da,

1 1\? 1
alde batetik 0 < 5 eta, beste aldetik, <2> +0? < 3 betetzen direlako (ikus irudia).

O wl X
05
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1.6. ARIKETA PROPOSATUAK

1. Zenbaki arruntak eta osoak

1. Froga ezazu indukzio-printzipioaren bidez:

1.1. [r(cos@+isin®)]" =r"(cosnf+isinnfh), VneN;

1
1.2. 1+2+3+~-+n:(”+2)”, VneN;
1)(2n+1
13 12424 g2 = MOF 13( "D vnen;
12 2
1.4. 13+23+--.+n3:(”+4)”, VneN;
1 1 1 n
1.5, —— 4 —— - = ., VneN;
1223 "Tumrn arr "

1.6. Zenbaki errealen multzo finitu orok baditu maximoa eta minimoa;

1.7. f(n) =G(n)—G(n—1) bada, f(1)+---+ f(n) = G(n) — G(0) beteko da;
1.8. m™ —1 zenbakia (m — 1) zenbakiaz zatigarria da, m zenbaki arrunta izanik;
1.9. n? —n zenbakia beti da 3ren multiploa;

1.10. (14+96)">14nd VneN, §>0 izanik.

2. Ondoriozta ezazu lege orokorra eta froga ezazu indukzio-printzipioa erabiliz:

1_3_1
T4+6-7="172 3 2 2.3

1 1 3 1

2.1. T+6-(T+7%) =173, 2.2. l4-4-=2__—_
( ) T3t Ty
T4+6-(T+72+7%) =74 1 1 1 3 1
ot o=

2. Zenbaki arrazionalak eta errealak

3. Eman ezazu beherenik ez duen azpimultzo bornatu bat Q multzoan.

4. Trudika itzazu multzo hauek zuzenaren gainean eta idatz itzazu tarteen bidez:

41. A={zeR/|z| <5};

42. B={zeR/|x+2|>1/3};
43. C={reR/2®>—-4x—-3>0};
44. D={xeR /2" > e};

45. E={rzeR/ -1<lnzx <1}

25

5. Esan ezazu, arrazoituz, baieztapen hauek egiazkoak ala faltsuak diren Va € Q* eta Vbe R—Q:

1) VaeQ 2) $:\/36<i+2)6(@;

3) VbeR-Q; 4) YaeR-Q;

5 a+beR-Q; 6) a-beR-Q.



26 Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

6. Determina itzazu multzo hauen inf(A), sup(A4), min(A) eta max(A):

1) A={a,b,c}; 2) A=N;
3) A_{i/neN*}; N A=Q
5 A=(-1,1]NnQ; 6) A= (a,b|.

3. Zenbaki konplexuak

7. Egin itzazu ondoko eragiketak:

1 24i 24i  2—i
1 . 2 . 3 .
I ) T ) Tt T
2 241 20 \?2 (3+2i4)il7
4 (146 .5 _ S T
) ( —H+1—|—i> ’ ) <3+4i 3—4i> ’ ) 243(1 )3’

144\3 144 1041 100 .
7) <H> 8) (1—@) ; 9) z_k;z.

8. Kalkula itzazu zenbaki konplexu hauen modulua eta argumentua:
1) =8 2) —i; 3)  i(142i) (34 44);

. B450)(1+19) (3+4i)(1+4)\* a+bi\"
v gm0 (St ) 9 ()

7) cosa+tisina; 8) V3 9) 3e2t,

9. Eman itzazu zenbaki konplexu hauen adierazpen polarra eta trigonometrikoas:
1+i 5) 3v2+2i
1—1i’ V2-2i

10. Kalula ezazu x € R zenbaki erreala (26%)36 zenbaki konplexua zenbaki erreal negatiboa izateko.

1) 2 2) —2i;  3) 14  4)

11. Esan ezazu, arrazoituz, egiazkoak edo faltsuak diren ondoko berdintzak:

1) |al|? =27 2) |ziz2| = |21]]22l;
3) |a/ze|=lal/|z2l;  4) |zt 22| =2+ 2|

12. Froga ezazu berdintza hauek betetzen direla (z1,2 € C):
1) z21+22=21+2; 2) 21—z =21 2
3) 2129 = 21%2; 4) Z1/Z2:Z_1/Z_23
5) Re(z122) = Re(z122); 6) Im(z122) =—Im(z122).

13. Froga ezazu desberdintza hauek betetzen direla (21,22 € C):

13.1. Re(z1) < |21);
13.2. Re(z122) < |21|22];
13.3. |21+ 22| < |21[* + | z2|* 4 2| 21|22

(Iradokizuna: has zaitez (z1+22)(21+22) adierazpena).

14. Kalkula itzazu ondoko erroak:
1) 2=+ 2)  z=+/-8i; 3) z=+-—T-—24i;
4) z=+V1; 5) z=Y1+i; 6) z=<1-2.
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15. Froga ezazu unitatearen n-erroen biderkadura
a) —1 dela n bikoitia denean eta

b) 1 dela n bakoitia denean.

16. Irudika itzazu planoan erlazio hauek betetzen dituzten zenbaki konplexuen multzoak:

1) |z|>1]2—1]; 2) Re(z—1)=2; 3) |z=3|+|z+3|=4
1
4) 2z—-1]=4; 5) |z\:ﬁ:]1—z|; 6) Im(z+2i)=Re(z—3);
2
1
7) ;1+z}§; 8) |z—1+1=1,; 9) Re(z)+Im(z) <2;
—z
10) |z+1] <3; 11) 1<|z41| < 2; 12) |z+2|>1+|2—2;
13) z;g‘_a; 14) Re(z) <Im(:2);  15) 1< |s+i—1]<2;
P

16) {z€C/8<|z—z1|+|z+22| <12}, 21 =3i eta zo=—3i izanik;
17) {z€C/|z—2i| <2 eta Re(z)>1};
18) {z€C/ —1<Re(z)<1 eta 0<]|z|<2};

19) {#€C/|z—1] <4 eta Im(z) <Re(z)}.

17. Ebatz itzazu ekuazio hauek eta adieraz itzazu grafikoen bidez soluzioak:

1) e =-2 2) Inz= gz 3) 2i=—i

4) 2= 5) zt—22-2=0; 6) zt=-1;

7) cosz=2i; 8) sinz=2i; 9) tanz=2;
10) 2°=1; 11) 234 =1; 12) 2'41-i=0;
13) 234 =27 14) 22— (54+4)z+8+i=0; 15) e**=i.

18. Egin itzazu ondoko eragiketak:
1) /2 2)  (144)% 3) 2% 4) (2=
5 (3+4)Y%  6) InyT—i; 7)) In(—i); 8 In(—v3—1i).






2. Topologia

2.1. ESPAZIO METRIKOAK

2.1. Definizioa. Izan bedi E multzo ez-hutsa. d:E xE — R aplikazioa distantzia edo metrika
da propietate hauek betetzen baditu:

M.1: VzyeE d(z,y)=0<=z=y;
M.2: Vz,ye E d(z,y)=d(y,x);

M.3: Vz,y,z€ E d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), desberdintza triangeluarra.

(E,d) bikoteari espazio metriko deritzo.
Definizio horren ondorio gisa, Vz,y € E d(x,y) >0 aterako dugu.

2.2. Adibideak.

1. R =RxRx--- xR multzoa da. x € R™ bada, z= (z1,x9,...,2my) izango da, z; €R
izanik, i=1,...,m. x; balioak x puntuaren koordenatuak dira.

R™ multzoan distantzia euklidearra honela definitzen da:

(21, s @), (Y1, oeesYm)) = ) (1= 22)2 4+ (Y — Tm) 2.

Beraz, (R™,d) espazio metrikoa da.
Adibidez, R? multzoan (1,2,0) eta (3,1,2) puntuak hartuz,
d((1,2,0),(3,1,2) = VB-12+(1—-22+(2-02=A+1+4=3 da (ikus irudia).

m =1 denean, R multzoan distantzia euklidearra honela kalkulatuko dugu, x,y € R emanik:

d(z,y) =\/(y—2)? = |y —=|.
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2. S sare batean ondoko metrika definituko dugu:

Kalkula ditzagun sareko (1,2), (5,3) eta (3,1) korapiloen arteko distantziak (ikus irudia):

d((1,2),(5,3)) =[5—1|+|3—2| =4+1=5.

d((1,2),(3,1)) = [3—1|+[1-2|=2+1=3. g

d((3,1),(5,3)) = [5—3|+|3—1| =242 =14. !

2.3. Definizioa. (E,d) espazio metriko bat, a € E eta r >0 emanik, multzo hauek definituko ditugu:
1. Bola irekia: B(a,r)={z € E /d(a,z) <r}.
2. Bola itxia: B(a,r) ={z € E /d(a,x) <r}.
3. Esfera: S(a,r)={x € E /d(a,x)=r1}.
a bolen eta esferaren zentroa da, eta r erradioa.

2.4. Adibideak.

1. R? multzoan distantzia euklidearra erabiliz, B((3,3,3),3) bola irekia irudikatuko dugu.

d((z1,m2,3), (41,92.93)) = / (1 —21)2 + (g2 — 22)2 + (ys — 73)2.

BB33),3

B((3,3,3),3) = {(z,y,2) € R3 / d((3,3,3), (2,y,2)) <3} =

={(z,y,2) R’ / V(@ =3)*+(y—3)>+(:—3)* <3} =

={(z,y,2) eR’ / (z=3)*+(y—3)*+ (2 —3)* <9}

zentroa (3,3,3) puntuan eta 3 erradioa dituen esfera da.

2. R? multzoan distantzia euklidearra erabiliko dugu B((2,1),2) bola irekia irudikatzeko.

d((z1,22), (Y1,92)) = \/(yl —x1)* + (Y2 — 22)*.

Y
3 e BE@DD

B((2,1),2) = {(z,y) € R? / d((2,1), (z,y)) <2} =
={(@y eR?/ V{z-22+{y—1)? <2} =

={(@y eR?/ (x-2)*+(y—1)* <4}

zentroa (2,1) puntuan eta 2 erradioa dituen zirkulua da.
-1 i S -
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3. R multzoan balio absolutua erabiliko dugu bolak irudikatzeko. Horrez gain, R multzoan bolak
E(a,r) idatziko ditugu eta ingurune deritzegu.

Elar)={z€R /d(a,z) <r}={zeR/|jz—a <} L{zeR/ —r<z—a<r}=
={zeR/a-r<z<a+r}=(a—r,a+r).

(1) berdintza 1.1. Ariketa ebatzian frogatuko da.

Ingurune irekia: £(3,1) = (2,4).

Ingurune itxia: £(3,1) = [2,4].
Esfera: S(3,1)={zxe€R/d3,x)=1}={zeR/|z-3|=1}=
={reR/(z—-3)=1ledo —(z—3)=1}={xreR/x=4edo x =2} ={2,4}.

2.5. Definizioa. (E,d) espazio metrikoa bada, eta A C E azpimultzo bat,
1. x € E Arenbarne-puntua da 37 >0/z € B(x,r) C A edo B(x,r)NA°=0 betetzen den’.
2. x€ E Aren kanpo-puntua da 3r>0/xz € B(x,r) C A° edo B(x,r)NA=1{0 Dbetetzen den.
3. x € E Aren muga-puntua da Vr >0 B(x,r)NA#0D eta B(x,r)NA°#£() betetzen bada.
2.6. Definizioa. (E,d) espazio metrikoa bada, eta A C E azpimultzo bat,
1. A multzoaren barne-puntuen multzoa barnealdea da, eta ;1 idatziko dugu.
2. A multzoaren kanpo-puntuen multzoa kanpoaldea da, eta ext(A) idatziko dugu.

3. A multzoaren muga-puntuen multzoa muga da, eta O(A) idatziko dugu.

Definiziotik bertatik ondorioztatzen dira bi propietate hauek: }ig A eta ext(A) C A
E
A A
A 0(A)

( ext(A)

2.7. Adibideak.
1. R multzoan A = (a,b] tartea hartuko dugu (ikus irudia).

A= (a,b) da,

x € (a,b) bada, Jeo= %min{d(m,a),d(m,b)} >0 / &E(z,e0) CA; beraz, x €A eta, ondorioz,
(a,b) CA da.

x=>b bada, Ve>0 &(be)NA°#£( da, berez (b,b+e)C A° da; beraz, b gé;l

A° / A —| A°
\ \

X—& A x+& a\,r— & X X+& b—e& J b b+e

1. A® multzoa A multzoaren osagarria da, hots, A multzoan ez dauden elementuen multzoa da.
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0(A) ={a,b} da,

b ¢;1:> bed(A), Ve>0 E(b,e)NA#D delako, gutxienez b dago ebakiduran, eta, ikusi
dugunez, E(b,e)NA°#£( delako.
rz=a bada, Ve>0 &(a,e)NA°#( delako, berez (a—e,a) C A° da, eta E(a,e)NA#D
delako, berez (a,a+e¢) C A° da.

ext(A) =R —a,b] = (—o0,a) U (b,00) da,

1
x € A° bada, z#a izanik, Jeg= imin{d(a:,a),d(x,b)} >0 / &(x,e0) C A° baita; beraz,
x € ext(A).

1
. R multzoan B = {, ne N*} multzoa hartuko dugu (ikus irudia).
n

103: 0 da:
1 1 1 P .. .
x=— bada, Ve>0 E(—,e)NB°#0 da, £|—,c) tartean infinitu zenbaki irrazional
n n n

1 o
daudelako; beraz, — ¢B.
n

a(B) = {Tllo} da:

1 ,0 1 1
—¢B=— — €0(B), — Brenelementua delako, eta Bren elementuak ez badira barne-puntuak,
n n

muga-puntuak dira.
x=0 bada, Ve>0 £(0,e)NB°#0 da, berez (—¢,0) C B¢ da, eta £(0,e)NB#0 da,

1 1
Ve>0 dnpeN/0< —<¢g, eta — € B delako.
no no

—+e&

&
o
Wi~
|
[\

o= b

X—&p X+ & X—& X+ &)

N = Ud
=
=

(S
W =

=
o
N

ext(B)=R— {;,0} da:

1 .
<x < — baita;
nog+1 ng

1
z€(0,1) bada, x# — izanik, InyeN/
n

1 1 1
beraz, &= min{d <a:, > ,d (az, >} >0 aukera dezakegu; orduan, &(z,e9) C B¢
2 ng+1 no

beteko da; beraz, x € ext(B).

1
x ¢ (0,1) bada, Jeg= imin{d(fc,()),d(:v,l)} >0/ E(x,e0) C B beraz, x € ext(B).

2.8. Definizioa. (E,d) espazio metrikoa bada, eta A C E azpimultzo bat,

1. A multzo irekia da A :;1 bada.

2. A multzo itxia da A=A UI(A) bada.
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/N SN
/ /N N\ \
4 (A

A 0(A) ext(A) ) ext(A)

Multzo irekia Multzo itxia

2.9. Adibideak.

1
1. Aurreko adibideetan ez A= (a,b] ez B= {, n e N*} ez dira ez irekiak, ezta itxiak ere.
n

A ez da irekia, A= (a,b] eta A= (a,b) direlako.

A ez da itxia, A= (a,b] eta A UO(A) = [a,b] direlako.

B ez da irekia, B = {1, ne N*} eta B=0 direlako.
n

1 o 1
B ez da itxia, B = {, ne N*} eta BUJ(B)= {,0} direlako.
n n

2. Har dezagun C = {:L, n e N*} U{0} multzoa.
2.7.2. Adibidean bezala, froga dezakegu C= 0, o(C)= {?12,0} eta ext(C)=R—C dela.
Hortaz, C ez da irekia, C = {rlz’ ne N*} eta CO’: (0 direlako.
Eta C itxia da, C = {717,’ ne N*} U{0} eta C uo(C) = {:L,O} direlako.
2.10. Definizioa. Izan bedi (FE,d) espazio metrikoa. A C E multzo bornatua da 3k € R, non

Ve,ye A d(z,y) <k betetzen den.

2.11. Teorema. Baldintza nahikoa maximoa eta minimoa existitzeko R multzoan
A C R multzo bornatu eta itxi orok mazximoa eta minimoa dauzka.

2.12. Adibideak.
1. A=NCR multzoa hartuko dugu.
Froga daiteke N= 0, O(N)=N eta ext(N)=R-N direla.

N ez da goitik bornatua; beraz, ezin dugu teorema aplikatu.
N behetik bornatua da, Vn €N 0<n delako.

Bestalde, itxia den ikusteko aztertu behar dugu N =N UO(N) betetzen den, edo ez.
N UI(N) =UN =N denez, N itxia da.

Ondorioz, N multzoak minimoa dauka; froga daiteke min(N) =0 dela.

1
2. R multzoan B = {, ne N*} multzoa hartuko dugu.
n

B bornatua da, VneN* 0< l <1 delako.
n

Jadanik ikusi dugu 2.9. Adibidean ez dela itxia; beraz, ezin dugu teorema aplikatu.

Hala ere, badakigu B multzoak ez duela minimorik eta maximoa duela, max(B) = 1.
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2.2. ESPAZIO NORMADUNAK

2.13. Definizioa. Izan bedi (E,+,-) bektore-espazioa R gainean. | -|: E — R aplikazioa
norma da propietate hauek betetzen baditu:

N.1: Ve e E |z|=0 < x =0, E espazioaren elementu neutroa;
N.2: Ve e E, VAR | Az| =|\||lz]|;
N.3: Ve,ye B ety <zl +]yl-

(E,|| - ||) bikoteari espazio normadun deritzo.

Definizio horren ondorio gisa, Yz € E |z| >0 aterako dugu.
2.14. Adibideak.
1. R™ multzoan hiru norma desberdin definituko ditugu (ikus irudia):

1. ||z || = max{|x1|, |x2|,...,|xm|}, gorenaren norma da.

I1(3,1)]| = max{|3|,|1|} = max{3,1} = 3.

2. lz|| = |x1|+ |z2|+ -+ |zm|, baturaren norma da.
1BV =Bl+[1]=3+1=4

O ————

3. x| = \/:C%+x%+-~+m$n, norma euklidearra da. 0]
1(3,1)]| =v32+12=9+1 = /10.

Irudian, segmentu berdearen luzera da gorenaren normaren balioa, segmentu urdinarena norma
euklidearrarena eta segmentu eten gorrien luzeren batura baturaren normarena.

2. R multzoan aurreko hiru normak bat datoz, eta balio absolutuaren berdinak dira. Beraz,
||| = |z| aplikazioa norma da, hau da, R multzoan definitzen den balio absolutu funtzioa
norma da.

Ikus dezagun balio absolutu funtzioak norma izateko baldintzak betetzen dituela.

|-]: R — R balio absolutu funtzioa hau da:

]x\:{ -z, x<0,

z, 0<Zux.
N.1: |z| =0 bada, |z| = —z edo |z| =z denez, edo —x =0 edo x =0 da; bi kasuetan, x =0
da.
Alderantziz, x = 0 bada, definizioaren bigarren kasuan gaude, eta |z| =z da; beraz, |x| =0
da.

N.2: Har ditzagun A € R eta x € R, eta horien arteko Az biderkadura.

e \xr =0 bada, A =0 edo x =0 izango dira.
Ezkerrean: A=0= Az =0 = |\z|=0.
Eskuinean: A=0= |A|=0 = |A||z|=0-]z| =0;
Antzera egingo genuke x = 0 kasuan.
e \z >0 bada, \,x >0 edo A,z <0 izango dira.
A>0= A=\ eta x>0= |z|=u2; beraz,
|Al|z| = Az eta |Ax| = Az, bi atalak berdinak.
A<0= [A|=—-\ eta <0 = |z|=—2x; beraz,
IAl|z] = (=A)(—x) = Az eta |[Ax| = Az, bi atalak berdinak.
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e Mz <0bada, A>0,z<0edo A <0, x>0 izango dira.

A>0= A=) eta <0 = |z|=—x; beraz,
IAl|z] = A(—x) = =Xz eta |Ax| = —Az, bi atalak berdinak.
A<0= |A|=—-\ eta z>0= |z|=u1; beraz,

|IAl|z| = (=A)z = —Az eta |Az|=—Az, bi atalak berdinak.
N.3: Har ditzagun x,y € R, eta horien arteko x + y batura.

e r+y =0 bada, x = —y izango da;
beraz, x| =|—y| =|—1||y| = |y|, aurreko propietatea erabiliz.
Ezkerrean, |r+y|=0 da, lehenengo propietatea erabiliz, eta eskuinean
|z| + |y| = |z| + |=| = 2|z| > 0, balio absolutua ez delako negatiboa.
Hortaz, |x+4y|=0<2|z|=]|z|+|y| betetzen da.
e x+y>0 bada, z,y>0 edo y<0<zx izango dira (berdin <0<y balitz).
z,y>0= |z| =z eta |y|=y = |z|+|y[ =z +y;
bestalde, |r+y|=x+y da definizioz; bi atalak berdinak dira beraz.
y<0<z = |z[=z eta |y|=—y = z+y=|z|-|y| <|2|+]|y];
beraz, |r+y|=x+y <|z|+|y| betetzen da.
e x+y<0 bada, z,y<0 edo y<0<zx izango dira (berdin x <0<y balitz).

2,y <0 = |z|= -z eta |y| = -y = ||+ |y[ = -z —y;
bestalde, |r+y|=—(x+4+y)=—r—y da definizioz; bi atalak berdinak dira beraz.
y<0<z = |z|== eta |y| = —y — -z —y=—|z|+[y| < |z|+]yl;

beraz, |r+y|=—(x+y)<|z|+|y| betetzen da.

2.15. Propietatea. Izan bedi (E,|| - ||) espazio normaduna. Har dezagun d: E x E — R aplikazioa,
non d(z,y) = ||y — x| den. Aplikazio hori metrika da.

Propietate horrek esaten digu espazio normadunak espazio metrikoak direla.

2.16. Adibidea. R multzoan, d(z,y) = |y — x| distantzia da. Zuzenean ondorioztatzen da 2.15.
Propietatetik eta 2.14.2. Adibidetik.

2.17. Definizioa. Izan bedi (E,|| - ||) espazio normaduna; A C E multzo bornatua da 3k € R, non
Vee A |x|| <k betetzen den.
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2.3. ARIKETA EBATZIAK

1. Froga dezagun |-| balio absolutuak propietate hauek dituela:

1.1. m >0 bada, |z|]<m <= —m <z <m;
L2, |z| =yl < |z —yl.

Froga.

1.1. Demagun |z|<m dela, m >0 izanik. Hortik, —m <0<m dela aterako dugu.

x>0 bada, |z|=2x da; beraz, z <m beteko da. Eta hortik ateratzen dugu
—-m<0<zxz<m beteko da.

Bestalde, x <0 bada, |z|=-z daeta —x <m beteko da; hortik —m <z dugu.
Hortaz, —m <z <0<m beteko da.

Ondorioz, beti beteko da —m <x <m.

Alderantziz, pentsa dezagun —m <z <m betetzen dela.

x>0 bada, |r|==z da;beraz, —m <|z| <m ere beteko da. Hortaz, |z|<m da.
Bestalde, = <0 bada, |z|]=—x da eta, hipotesian bider —1 eginez, —m < —z <m
ere beteko da; hortik —m < |z| <m dugu. Hortaz, |z|<m beteko da.

Ondorioz, beti beteko da  |z| < m.

1
L2, |zl =lz—y+yl < |z —yl+|y| = 2| - y[ < |z —yl.
1 desberdintza 2.13. Definizioaren IN.3 propietatea da.

. Izan bedi d : F x E — R aplikazioa

Va,yeE a%w:{évifi

Froga dezagun aplikazio horrek metrika izateko baldintzak betetzen dituela. Aplikazioak me-
trika diskretu izena du.

M.1: d(z,y) =0 bada, definizioaren bigarren kasuan gaude, eta x =y betetzen da.
Alderantziz, x =y denean, definizioz = eta yren arteko d(z,y) distantzia 0 da, hots,
d(z,y) =0 da.

M.2: Har ditzagun distantziaren bi balioak, d(z,y) =0 eta d(x,y)=1; ikus dezagun
zenbat balio duen, kasu bakoitzean, d(y,x).

d(z,y) =0 = x =y = y=x = d(y,z) = 0; beraz, kasu horretan, d(z,y) =0=d(y,x).
d(z,y) =1 = z#y = y#x = d(y,x) = 1; beraz, kasu horretan, d(z,y) =1=d(y, ).

M.3: Har ditzagun x,y,z € E, eta horien arteko d(z,y), d(z,z), d(z,y) distantziak.

Distantzia bakoitzak bi balio har ditzakeenez, zortzi kasu gerta daitezke:

z,y, T, 2, z,y d(z,y) d(z,z)+d(z,y)
r=y, T=z, 2=y = 0 < 0 + 0
r=y, T=2, 2FY hori ezinezkoa da;
r=y, xTFz, z=Y hori ezinezkoa da;

0o < 1 + 1
hori ezinezkoa da;

=y, v#2, zF£Y
T#Y, T=2, 2=Y

N

TFy, T=z, 2ZFY I < 0 + L
r#y, THz, 2=y I < 1 + 0
r#y, TFzZ, 2FY 1 < 1 + 1
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Hortaz, kasu posible guztietan betetzen da desberdintza triangeluarra.

Ondorioz, aplikazioak distantzia izateko hiru propietateak betetzen ditu.

3. Izan bedi d: EF x F — R aplikazioa

17 x )
d(m,w:{ ) Y

metrika diskretua.

Izan bedi (F,d) espazio metrikoa, non d metrika diskretua baita. a € E' emanik, kalkula itzazu
a zentroa eta r erradioa dituzten bola irekia, bola itxia eta esfera, kasu hauetan:

1) r=005; 2) r=1,; 3) r=15.
Ebazpena.

1) B(a,0'5) ={x € E /d(a,z) <05} ={z € E / d(a,z) =0}, metrika diskretuak hartzen
dituen bi balioen artean 0 baita d(a,z) =0 < 0’5 betetzen duen bakarra. Hortaz,
bilatzen ditugun = € E elementuetatik x = a elementuak baino ez du baldintza betetzen.
Ondorioz, bola irekia B(a,0'5) = {a} da.

B(a,0'5) = {zx € E / d(a,z) <05} = {x € E / d(a,z) =0}, aurreko arrazoi bera erabiliz.
Hortaz, bola itxia B(a,0'5) = {a} da.

S(a,0'5) ={x € E /d(a,x) =0'5} da; baina, baldintza hori ez da inoiz beteko, metrika
diskretuak 0 eta 1 balioak hartzen dituelako. Ondorioz, esfera S(a,0'5) =0 da.

2) B(a,l)={x € F/d(a,x) <1} ={x € E /d(a,z) =0}, metrika diskretuak hartzen dituen
bi balioen artean 0 baita d(a,z) =0<1 betetzen duen bakarra. Berriro ere, bola irekia
B(a,1) ={a} da.

B(a,1)={z € E/d(a,z)<1}={x € E /d(a,z) =0 edo d(a,z) =1}, metrika diskretuaren
bi balioek betetzen dutelako desberdintza. Hortaz, orain, Fren puntu guztiak sartuko dira
eta bola itxia B(a,1)={z=a}U{z#a}=F da.

S(a,1) ={x € E /d(a,x) =1} da; baldintza x # a elementuek betetzen dute, hots,
Eren elementu guztiek a berak izan ezik. Ondorioz, esfera S(a,1) = E—{a} da.

3) B(a,1'5) ={z € E /d(a,z) <15} ={x € E/d(a,x) =0 edo d(a,x) =1}, metrika dis-
kretuak hartzen dituen bi balioek desberdintza betetzen dutelako. Hortaz, bola irekia
B(a,1'5) = E da.

B(a,1'5) ={x € E /d(a,z) <15} ={z € E /d(a,r) =0 edo d(a,z) =1}, aurreko arrazoi
bera erabiliz. Hortaz, bola itxia B(a,1’5) =FE da.

S(a,1'5) ={x € E /d(a,x) =1'5} da; baina, baldintza hori ez da inoiz beteko, metrika
diskretuak 0 eta 1 balioak hartzen dituelako. Ondorioz, esfera S(a,1’5) =0 da.

E multzoaren a puntu bat finkatuz, metrika diskretuak a puntua bolen zentroan kokatuko
du eta gainerako puntuak 1 erradioko zirkunferentzia batean utziko ditu (ikus irudia).
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4. Trudika ezazu planoan B((0,0),1) bola baturaren norma erabiliz, hau da, |[|(z,y)| = || +]y|-

Ebazpena.

Lehendabizi, bola baturaren normaren bidez idatziko dugu:

B((0,0),1) = {(z,y) e R? / d((0,0), (z,y)) <1} =

={(z,y) €R? /[|(2,y) = (0,0)[| < 1} = {(2,y) € R? / (2, y)[| < 1} = {(2,y) € R? / || + |y| < 1}.

Beraz, |z|+]y| <1 ineckuazioa bete behar dute bilatzen ditugun puntuek. Lau kasu bereiziko
ditugu: <0, 0<z eta y<0, 0<y balioen arabera.

<0, y<0 denean, inekuazio hau da: Y
—x+(—y)<1l edo x+y>-—1.

v Y L BOO, D
x <0, 0<y denean, inekuazioa hau da: —x+y<1. s—y=-1 sey=1
0<z, y<O0 denean, ineckuazioa hau da: _1’ P,
z+(-y) <1l edo z—y<1. . 9 X

N 4
z+y=-1 \ ,/ z—y=1
\ 4

0<z, 0<y denean, inekuazioa hau da: x+y <1. W
1%

Inekuazio horiek eskuineko karratua ematen dute.

. Trudika ezazu planoan B((1,—2),2) bola itxia ||(x,y)| = max{|z|,|y|} gorenaren norma

erabiliz.

Ebazpena.

Lehendabizi, bola gorenaren normaren bidez idatziko dugu:

B((1,-2),2) = {(z,y) e R* / d((z,y),(1,~2)) <2} = {(z,y) € R?* / [|(z,9) — (1, -2)|| < 2} =
={(z,y) eR?*/ [[(z - Ly+2)| <2} = {(z,y) € R / max{|a— 1|, |y +2|} < 2}.

Beraz, max{|r—1|,|y+2|} <2 inekuazioa bete behar dute puntuek. Bi balioen artean
handienak 2 baino txikiagoa edo berdina izan behar badu, bi balioek 2 baino txikiagoak edo
berdinak izan behar dute; eta alderantziz ere betetzen da, bi balio 2 baino txikiagoak edo

berdinak badira, bietako handiena ere 2 baino txikiagoa edo berdina da. Hortaz, baliokidetza
hau betetzen da: max{|x—1|,|y+2|} <2 <= |z—1|<2 eta |y+2|<2 bada.

lt—1]<2<«= —2<2x—-1<2 <= —1<x<3dugu, 1.1 Ariketa erabiliz.
ly+2| <2 <= —2<y+2<2 <= —4 <y <0 dugu, 1.1 Ariketa erabiliz.

Ondorioz, bilatzen ditugun puntuek x lehenengo koordenatua —1 eta 3 artean dute, biak barne,
eta y bigarren koordenatua —4 eta 0 artean, biak barne.

Puntu horiek karratu hau ematen dute:

Y
B(1,-2,2
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6. Izan bedi A= (—00,1]]NR—Q multzoa. Bila itzazu ;1, 0(A) eta ext(A); baalda A
multzoa irekia? eta itxia?

Ebazpena.
;1: 0 da,

Vae A Ve>0 E(a,e)ZA eta E(a,e) € A°, E(a,e) ingurunean zenbaki arrazionalak eta
irrazionalak daudelako; beraz, a € 9(A) da eta, ondorioz, (—o0,1]NR—Q C I(A).

0(A) = (—o0,1] da;

jadanik esan dugu (—oo0,1]NR—Q C 9(A) dela; bestalde, VreQ/z<1 eta Ve>0
E(x,e) L A eta E(x,e) L A°, E(a,e) ingurunean zenbaki arrazionalak eta irrazionalak
daudelako; beraz, x € Jd(A).

Azkenik, ext(A)=R—(—o00,1] =(1,00) da, ext(4)=R— A —0(A) delako.
A multzoa ez da irekia, barnealdea hutsa delako eta, beraz, A # ;1

Ez da itxia ere, A 75;1 UI(A) = (—o0,1] delako.

7. Bila itzazu ;1, J(A) eta ext(A), non

1
A:{5n+ } U{zeR/ze€Q eta |z| <7} baita.
n neN

Ebazpena.

Bana dezagun A multzoa bi azpimultzo hauetan (ikus irudia):

5 1 1 11 16 21
Alz{ n+ } :{5+} :{6,,,,---} eta
n neN* n ) neN* 2 3 4

As={reR/z€Q eta |z| <7} =(—m,7m)NQ.

Ao Ay

-t TT =

5 6

/il: 0 da;
a€ Ay bada, Ve>0 &E(a,e) L A da, E(a,e) ingurunean infinitu zenbaki irrazional
daudelako; beraz, a ¢A;. Hortaz, a€ d(A1) da; eta ondorioz, A; C 9(A1).

o) = {T2) Uty

badakigu A; C 9(A41) dela.
x=5€Af bada, Ve >0 &(5,e)Z A1 eta E(5,e) L A betetzen dira, ng€ N badagoelako,

1 1 1
non 5<5+n7<5+6 baita; hau da, 5+ — € E(5,e) eta 5+ — € Ay; beraz, 5€ d(A;).
0 no no

1
Vo g Ay eta x#5, Jeg= §min {d(z,y),y € A1} >0, non E(x,e9)NA1 =0 baita; beraz,
x ¢ O(Ay).

fiQZ @ da;
Vac Ay Ye>0 E(a,e)L Az, E(a,e) ingurunean As multzoan ez dauden zenbaki irrazionalak
daudelako; beraz, a ¢As eta, halabeharrez, a € 9(Az); ondorioz, As C 0(A2).
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O(Az) = [-m,7] da;

badakigu Ay C 9(Az) dela.

Gainerako puntuekin, Vz € [-m,7|NI, Ve >0 &E(x,e) L Ay eta E(x,e) € A5, E(z,¢e)
ingurunean zenbaki arrazionalak eta irrazionalak daudelako; beraz, z € 9(As).

Vo ¢ [—mm NI, x¢ Ay izanik, Jeo = %min {d(z,y),y € A2} >0 / E(x,e0) C AS; ondorioz,
x ¢ 0(As).

Ap eta Ao multzoen barnealdeak eta mugak bilduz lortuko ditugu Aren barnealdea eta muga,
disjuntuak direlako:

A=A U A= 0 ota 8(A):8(A1)U8(A2):{5n+1

}nEN U5} U=, 7],

o

Orain, Aren kanpoaldea lortuko dugu ext(A) =R— A —0(A) eginez:

on+1 > /5n+6 5n+1
ext(A):R—{ s }HGNU{E’)}U[—W,W]:(—oo,—W)U(ﬂ,5)Uanjl(n+1,n)U(G,oo).

. Aurki itzazu G multzoaren barnealdea, muga eta kanpoaldea:

G = [0,1]—{;/71:1,2,3...}.

Ebazpena.

1 11
G=1[0,1] - {n /n= 1,2,3...} = {o}unLGJN (n—|—1n> da (ikus irudia).
G G G G
) a—& a+é& l-¢ 1+ x—& x+e

—— |

0

o 1 1
-y (i) o
neN n+1ln

a€G bada,edo a=0 edo dng €N, non

| =
o] =
= =
Wl =
DN =

1
<a < — baita.
ng+1 no

1 1 1 1
<a < — dugu; beraz, Jeg = - min {d (a, ) .d (a, )} >0,
n0+1 no 2 no n0+1

non €&(a,e0) C G baita. Hortaz, a€eg.

Yae G, a#0,

1 o

a=0 bada, Ve>0 dnoeN/—€&(0,e); beraz, £(0,e) Z G eta 0¢G. Halabeharrez,
no

0 € 9(G) izango da.

1
2(G) = {0} U {n Jn= 1,2,3...} da;
1 1 1 1
z=_ bada, Ve>0 & (n,s) NG¢#0 da, - € G¢ delako, eta & (n,5> NG #0 da,
1 1
& (n,e) ingurunean Gren infinitu zenbaki irrazional daudelako. Ondorioz, - € 0(G).

ext(G) =R—1[0,1] da,

1 1

x € G bada, x# — izanik, hots, <0 edo x>1 denean, Jegg= B min{d(x,1),d(z,0)} >0,
n

non &(z,e9) C G baita; ondorioz, z € ext(G).



Topologia

9. Irudika ezazu A C R? multzoa eta esan ezazu bornatua, irekia, itxia den:

A={(r,y) eR? /1 <x<3etal<y<4}.
Ebazpena.
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Distantzia eta norma euklidearrak erabiliko ditugu; beraz, bola irekiak zirkuluak izango dira.

Bornatua dela egiaztatzeko nahikoa da ikustea A multzoko puntu guztien norma 51 bai-
no txikiagoa dela, 2.17. Definizioaren arabera; bestela esanda, A multzoko puntu guztiak

B((0,0),5'1) bolan daudela.

Aren barnealdea eta muga aztertzeko, planoko lau
puntu mota bereiziko ditugu (ikus irudia):

a)l<xr<3 eta 0<y<4 koordenatuak dituztenak,
laukizuzenaren barrukoak dira;

b)x=1 eta 0<y<4, edo y=0 eta 1<x<3,
edo y=4 eta 1<z <3 koordenatuak dituztenak,
laukizuzenaren hiru ertzetakoak dira;

c)z=3 eta 0<y<4 koordenatuak dituztenak,
laukizuzenaren laugarren ertzekoak dira;

d) horiek betetzen ez dituztenak.

[ S S S SR

a) <z <3 eta 0<y<4 badira, 3eg >0/ B((x,y),e0) C A, horretarako nahikoa da

1
g0 = —min{|z — 1|,|z — 3|, |y|,|ly — 4|} aukeratzea. Hortaz, puntu horiek guztiak Aren

barne-puntuak dira.

b) x=1 eta 0<y<4, edo y=0 eta 1<x<3, edo y=4 eta 1<x<3 badira,
Ve>0 B((z,y),e) L A eta B((z,y),e) L A°, bolaren puntu batzuetan = <1, edo
y<0 edo y>4 beteko delako eta beste batzuetan 1<z <3 eta 0<y<4 beteko

direlako; beraz, puntu horiek Aren muga-puntuak dira.

c) r=3 eta 0<y<4 badira, Ve>0 B((z,y),e) L A da, bai eta B((x,y),e) £ A°
ere, bolaren puntu batzuetan x >3 beteko delako eta beste batzuetan 1<z <3 eta

0 <y <4 Dbeteko direlako; beraz, puntu horiek ere Aren muga-puntuak dira.

d) aurreko baldintzak ez badira betetzen, z <1, edo z>3, edo y<0 edo y>4 beteko
dira; beraz, Jeg >0/ B((x,y),e0) C A°, horretarako nahikoa da bolaren erradiotzat

1
gg = §min{d((x,y),(a,b)) / (a,b) € A edo (a,b) =(3,y),0 <y <4} aukeratzea. Hortaz,

puntu horiek guztiak Aren kanpo-puntuak dira.

Ondorioz, esan dezakegu

A= {(z,y) eER? /1 <z <3 eta 0<y<4} dela, hots, irudiko laukizuzenaren barnealdea da;

A ={(1,y) eR? /0<y<4}U{B,y) €eR? /0<y <4}U{(z,0)eR? /1 <z <3}U

U{(z,4) € R? /1 <2 <3} dela, hots, irudiko laukizuzenaren ertzak dira;

ext(A) ={(z,y) €ER? /x <1, edox >3, edoy<0 edoy >4} dela, hots, gainerako guztia.

,(2175 A denez, barnealdean ez baitaude Aren hiru ertzak, A ez da multzo irekia.

Bestalde, A= ;1 UJ(A) ere ez da betetzen, Ari mugan dagoen ertz bat falta zaiolako; beraz,

A ez da multzo itxia.
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10. Irudika ezazu R?-ren A azpimultzoa eta esan ezazu bornatua, irekia, itxia den:

A={(z,y) €ER?* /1< x<3etay=2}

Ebazpena.
Distantzia eta norma euklidearrak erabiliko ditugu; beraz, bola irekiak zirkuluak izango dira.

Bornatua dela egiaztatzeko nahikoa da ikustea A multzoko puntu guztien norma 4 baino txi-
kiagoa dela, 2.17. Definizioaren arabera; bestela esanda, A multzoko puntu guztiak B((0,0),4)
bolan daudela.

Aren barnealdea eta muga aztertzeko, planoko hiru puntu mota bereiziko ditugu (ikus irudia):
a) l<xz<3 eta y=2 koordenatuak dituztenak, muturrik gabeko segmentukoak dira;
b) (z,y) =(1,2) eta (x,y)=(3,2) puntuak, segmentuaren muturrak dira;

c)x<l1l, edo >3, edo y#2 koordenatuak dituztenak, segmentua ez gainerako guztia.

a) 1<z <3 eta y=2 badira, Ve>0 B((z,y),e) Z A, baieta B((z,y),e) £ A® ere,
bolaren puntu batzuetan y <2 edo y>2 beteko delako eta beste batzuetan 1 <x <3
eta y =2 beteko direlako; beraz, puntu horiek Aren muga-puntuak dira.

b) (z,y)=(1,2) eta (z,y)=(3,2) badira, Ve>0 B((z,y),e)ZA eta B((z,y)e)Z A",
lehen bezala, bolaren puntu batzuetan y#2 beteko delako eta beste batzuetan 1 <x <3
eta y =2 beteko direlako; beraz, puntu horiek ere Aren muga-puntuak dira.

c) <1, edo >3, edo y#2 badira, Je9>0/B((x,y),c0) C A° horretarako nahikoa
1
da g = imin{d((x,y), (a,b)) / (a,b) € A edo (a,b) =(1,2),(3,2)} aukeratzea. Hortaz,
puntu horiek guztiak Aren kanpo-puntuak dira.
Ondorioz, esan dezakegu

;12 () dela, hots, ez dago barnealderik;
O(A)={(r,y) €R? /1 <wx<3etay=2} dela, hots, segmentu osoa, muturrak barne;

ext(A) = {(z,y) €ER? /Jz <ledox >3etay =2, edoy#2} dela, hau da, segmentu osoa
kenduta gainerako plano guztia.

;1% A denez, barnealdea hutsa delako, A ez da multzo irekia.

Bestalde, A = A UO(A) ere ez da betetzen, Ari mugan dauden segmentuaren muturrak falta
zaizkiolako; beraz, A ez da multzo itxia.



Topologia 43

2.4.

. Determina itzazu multzo hauen barnealdea, muga eta kanpoaldea:

10.

ARIKETA PROPOSATUAK

1) A={a,b,c}; 2) A=N;
3) A=Q; 4) A=R-Q.
5) A=(-1,11NnQ; 6) A= ([-1,1]NnR-Q)U{2}.

Froga ezazu R multzoaren azpimultzo ireki ez-huts guztiek zenbaki arrazionalak eta irrazionalak
badauzkatela.

Froga ezazu A multzoa itxia bada eta bere baitan [0,1] tarteko zenbaki arrazional guztiak
baditu, [0,1] C A betetzen dela.

Froga ezazu a € R A CR multzoaren goi-bornea bada eta, bestalde, Ve >0 &(a,e)NA#(
bada, a =sup(A) izango dela.

Izan bedi A CR multzo irekia, ez-hutsa eta bornatua. a =inf(A) eta b=sup(A) badira,
egiazta ezazu a ¢ A eta b¢ A Dbeteko direla.

Esan ezazu baieztapen hauek egiazkoak ala faltsuak diren R multzoan, eta zergatik:
a) multzo finitu oro itxia da.
b) Multzo batek maximoa badu, itxia da.

¢) Multzo itxi orok baditu maximoa eta minimoa.

Izan bitez R? multzoa eta |[|-||: R? — R aplikazioa, non

V(z,y) €R? |[(z,y)ll = /22 +y?

baita. Froga ezazu aplikazio hori norma dela (norma euklidearra).

(E,||-|l) espazio normaduna emanik, froga ezazu d(x,y)=|x—y| aplikazioa distantzia dela
(distantzia induzitua).

Kalkula ezazu (1,3,0) eta (—1,4,5) puntuen arteko distantzia, 2.14.1. Adibideko hiru normek
induzitutako distantzien bidez.

Irudika itzazu R? espazioaren azpimultzo hauek, eta esan ezazu irekiak, itxiak edo bornatuak
diren:

1) A={(z,y) e R?/z? —y? < 1};

2) B={(z,y) eR?/2>+y* > 1};

3) C={(z,y) eR*/a? +y* =1}

4) D={(z,y) eR?/x=5 eta 1 <y <3};
5) E={(z,y) €R? / d((0,3),(x,y)) > 1}.






3. Segidak R multzoan

3.1. SEGIDAK. SEGIDEN LIMITEAK

3.1. Definizioa. R multzoko segida bat N multzotik R multzora doan aplikazio bat da, non n € N
zenbaki arruntari a, € R elementua esleitzen zaion.

f*N—R, f(n)=a,cR.

f(N) = {an} segida R-ren elementuen multzoa da; beraz, segida {a,} C R azpimultzo gisa har
dezakegu.
Segidaren elementuei gai deritzegu eta a, € R elementuari segidaren gai orokor deritzogu.

Segida batek bi ezaugarri ditu: alde batetik, segidak infinitu gai ditu eta, beste aldetik, “ordena”
batean daude ordenaturik, {lehenengoa, bigarrena, hirugarrena, ...}.

3.2. Adibidea. R multzoan segida hauek definituko ditugu:
{an} = {sinn} = {sin1,sin2,sin3,...,sinn,...}.

{bp} ={(-D)"}={-1,1,—-1,....(—1)",...}.
{en} ={1}={1,1,1,...,1,...}, segida konstantea da.

3.3. Definizioa. {b,} segida {a,} segidaren azpisegida da {b,} segidaren gai guztiak {a,} segidaren
gaiak badira.
Beste era batean, {b,} segida {a,} segidaren azpisegida da {b,} C {an} betez gero.

3.4. Adibidea. {a,} = {sinn} segidaren bi azpisegida:
{d,} ={sinn / sinn > 1/2} = {sin1,sin2,sin7,sin8,sin 14,sin 15, ... };
{en} ={sinn / sinn < —1/2} = {sin4,sin5,sin10,sin11,sin12,sin17,...}.

3.5. Definizioa. {a,} segida konbergentea da R multzoan [ €R badago, non l-ren edozein ingurune
irekitan {a,} segidaren gai batetik aurrera segidaren gai guztiak dauden.
Kasu horretan l-ri segidaren limite deritzogu eta

lim a, =1
n—oo

idatziko dugu. Batzuetan, {an} — 1 ere adieraziko dugu.

Definiziotik zuzenean adierazpen hau atera dezakegu':

lim a, =1 <= Ve>0 dng(e) eN/Vn>ng(e) an,€&(le).

n—oo

Bestalde, a, € &(l,e) <= d(l,a,) <e dugu. Beraz,
nlLHgoan =l < Ve>0 dngle) eN/Vn>np(e) d(l,ay,) <e.

Azkenik, R multzoan d(z,y)=|y—z| distantzia induzitua dugunez, honela idatz dezakegu:

Jgngoan:l < Ve>0 dng(e) eN/Vn>npe) |an—I|<e.

1. ng(e) adierazpenak esan nahi du existitzen den ng hori € balioaren mende dagoela.
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. 2n+1 . -

3.6. Adibidea. Froga dezagun { ——— ; segidaren limitea 2 dela.

n

R multzoan distantzia balio absolutuaren bidez kalkulatzen denez, aurreko adierazpena honela
geratuko da:

2n+1 2n+1
lim =7 =2<=Ve>0 dnole) eN/Vn>ng(e) nt —2‘<6.
2n+1
no(e) aurkitu behar dugu ntl_ 2’ <e izan dadin, Vn > ng(e).
o +1 oMm+1-2 1] 1 1
Sinplifika dezagun adierazpena: ntl_ 2‘ = M‘ =|—|=—, —>0 delako.
n nl n n

Orain, — <e¢ izan dadin, nahikoa da — <n izatea eta, orduan, ng(c) = min{n eEN/-< n}
n 5 €

1
aukera dezakegu — <e bete dadin, Vn > ng(e).
n
2n+1

Ve >0 minimo hori existitzen denez 1.4. Propietateagatik, esan dezakegu le =2 dela.
n oo
3.7. Definizioa. {a,} C R segida dibergentea da jatorriaren, O-ren, ingurune ireki guztietarako,
{an} segidaren gai batetik aurrera segidaren gai guztiak kanpoaldean badaude. Hori honela adieraziko
dugu:
lim a, = .

n—oo
Jim ap =00 <= VK>0 Ing(K) eN/Vn>ng(K) a,€ext(E(0,K)).
Jgngoan:m <~ VK>0 dnyg(K)eN/Vn>no(K) dO,a,)> K.
Jim a, =00 < VK>0 Ang(K)eN/Vn>no(K) |a,| > K.

3.8. Definizioa. {a,} C R segida oszilatzailea da ez bada konbergentea, ezta dibergentea ere.

3.2. SEGIDA KONBERGENTEAK

3.9. Propietatea. {a,} C R segida konbergentea bada, limite bakarra du.

3.10. Propietatea. {a,} C R segida konbergentea bada, horren azpisegida guztiak konbergenteak dira
eta segidaren limite bera dute.

3.11. Propietatea. {a,} C R segida konbergentea bada, {ay,} segida bornatua da.

3.12. Propietatea. {a,} segidaren limitea ez bada zero, segidaren gai batetik aurrera gai guztiek
limitearen zeinu bera dute.

3.13. Propietatea. {a,} eta {b,} segiden limitea |l bada eta Yn>ng a, <c, <b, betetzen bada,
{cn} segida ere konbergentea da eta horren limitea | da.

3.14. Adibidea. {sinn} segida oszilatzailea da.

Har dezagun 3.4. Adibideko {d,} ={sinn / sinn >1/2} azpisegida; azpisegida horren /; limiteak
l1 >1/2 bete beharko luke, existitzekotan.

Orain, 3.4. Adibideko {e,} = {sinn / sinn < —1/2} azpisegida hartuko dugu; antzeko eran,
azpisegida horren I limiteak, existitzen bada, ls < —1/2 beteko luke.

Beraz, bi azpisegidek ezin dute limite bera izan. Hortaz, {sinn} segidak ezin du limiterik izan
3.10. Propietaearen arabera, hots, ez da konbergentea.

Ez da dibergentea, segidaren gai guztiak £(0,2) = (—2,2) ingurunean daudelako.

Ondorioz, {sinn} segida oszilatzailea da.
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3.2.1. Segida monotonoak

R multzoan < (txikiago edo berdin) ordena-erlazioa dago definiturik. Atal honetan ordena-erlazioak
segiden jokaeran duen eragina aztertuko dugu.

3.15. Definizioa. Izan bedi {a,} CR segida bat,
1. {a,} segida monotono gorakorra da VYn>ng a, <ant1 betetzen badu.
2. {a,} segida hertsiki monotono gorakorra da Yn >mng a, <an,t+1 betetzen badu.
3. {ay} segida monotono beherakorra da VYn >ng an, > ant1  betetzen badu.
4. {ay} segida hertsiki monotono beherakorra da Vn >ny a, > any1  betetzen badu.

3.16. Adibideak.
{1} segida konstante

n—1
SR U )
4

1
{n—i-} = {2, s ,} segida hertsiki monotono beherakorra da.
n 2°3°4°5

onotono gorakorra eta beherakorra da, definizioen arabera.

Q

m
4

g } segida hertsiki monotono gorakorra da.
6

| wonN| —
| Ot | o

3.17. Teorema. Segida monotono bornatu guztiak konbergenteak dira.
1 n

3.18. Adibidea. {(1 + ) } segida konbergentea da.
n

Froga daiteke, alde batetik, segida hori hertsiki monotono gorakorra dela eta, beste aldetik,
n

1 1\"
VneN 2<(14—] <3 betetzen dela. Hortaz, 3.17. Teorema aplikatuz, { (1 + ) } segida
n n

konbergentea da. Horren limitea hau da:

1 n
lim <1+> =e=2,71828182...
n

n—oo

3.3. SEGIDEN ARTEKO ERAGIKETAK ETA LIMITEAK. INDETERMINA-
ZIOAK

3.19. Definizioa. {a,} eta {b,} segidak emanik, eragiketa hauek definituko ditugu:

~

. Batuketa/Kenketa:  {an}=£{bn}:={a, by}
. Biderketa:  {an} x{bn}:={an -bn}.
. Zatiketa:  {an}+{bn}:={an+bn}, bn#0 izanik.

2
3
4. Logaritmoa:  logy{an} :={logga,}, K >0, K#1 eta a,>0 izanik.
5. Esponentziala: K1} :={K%} K >0 izanik.

6

. Berreketa:  {a,}tr}:={ab"}, a, >0 izanik.

Oro har, “segiden arteko eragiketen limitea = segiden limiteen arteko eragiketa” betetzen da.
Baina, salbuespenak daude, eta eragiketa bakoitzak bere berezitasunak ditu. Bestalde, eragiketan
limite infinitua duen segida sartzen badugu, limitearen kalkulua zaildu egin daiteke. Limite finituen
kasuan, {a,} —a eta {b,} — b direla pentsatuko dugu; eta limite infinituen kasuan, limiteak
—oo eta +oo direla.

Tauletan agertzen diren balioak segiden arteko eragiketen limiteak dira. Galdera-markekin adie-
razi nahi da kasu horietan limite indeterminatuak direla, hots, ezin dela “lege orokorra” aplikatu.
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Batuketa: {a, + by}, Kenketa: {a, —by},
|+ [—oof b [+o0] | — [ —oof b [+o0]
—o0 || —oo | —00 ? —00 ? —00 | —00
a —0 | a+b | 400 a 400 | a—b | —00
+00 ? | 400 | +00 +oo || 400 | 400 | ?

[ x [[-oo] b<0 [b=0] 0<b [ +o0]
—00 || +o0 | 400 ? —00 | —00
a<0| 400 | O0<ab 0 ab< 0| —x
a=0 ? 0 0 0 ?
0<a | —o0 | ab<0 0 0<ab | 400
400 || —o0 | —o0 ? 400 | 400

Zatiketa: {a, +bn}, b, #0 izanik,

|+ [[—oo] b<0 [b=0] 0<b [ +o0]

—00 ? +00 +oo —00 ?
a<0| 0 |0<a/b| oo |a/b<0| O
a=0 0 0 ? 0 0
O0<a| O |a/b<0]| oo |0<a/b| O
400 ? —00 +o00 ~+00 ?
Logaritmoa: {logxa,}, K >0, K#1 eta a, >0 izanik,
’ logy an, Ha:()\ 0<a ‘—I—oo‘
0<K<1| +oo |logga | —o0
1<K —oo | logga | +oo
Esponentziala: {K}, K >0 izanik,
F =] =]
O<K<1l| 400 | K*| 0
K=1 1 1 1
1<K 0 K% | +o00
Berreketa: {a’"}, a, >0 izanik,
& [ o b6<0]6=0]0<b] too |
a=0 +00 | +00 ? 0 0
0<a<l]| +oo| @ 1 a® 0
a=1 ? 1 1 1 ?
1<a 0 a? 1 a? +o00
~+00 0 0 ? 400 | 400

Tauletan ikusten denez, kasu batzuetan ezin da lege orokorra aplikatu. Kasu horiek ? galdera-
markarekin adierazi ditugu eta indeterminazio deritze. Hauek dira:

0 00
batuketan, oo—oco; biderketan, 0-o00; zatiketan, 0 eta — eta Dberreketan, 0°0, 1%
o0
eta o0®. Beraz, zazpi indeterminazio mota ditugu.
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3.4. INDETERMINAZIOAK EBAZTEKO METODOAK

Atal honetan indeterminazioak ebazteko zenbait metodo aztertuko ditugu.

3.4.1. Baliokidetasuna

3.20. Definizioa. {a,} eta {b,} segidak baliokideak dira lim Z—n =1 denean.

n—oo n
Honela adieraziko dugu:

. an
{an} ~{bn} <= nh—%oa =1
Baliokidetasunak limitera hurbiltzeko “abiadura” edo neurtzen du. Bi segida baliokide “abiadura
berean” hurbiltzen dira limite berera.

3.21. Propietatea. {a,} eta {b,} segida baliokideak badira, limite berdina dute.

Horrek ez du esan nahi limite bera duten bi segida baliokideak direnik, hurrengo adibidean ikusiko

den bezala.
. 1 1 1 . o .
3.22. Adibidea. Ikus dezagun {}, {2} eta {sm} segidak baliokideak diren, edo ez.
n n n
Hirurek dute 0 limitea. Goazen ikustera ea baliokideak diren.
. 1/n o n? . 1 1 ) . .
lim —— = lim — = lim n=o00. Beraz, {— ¢ eta {— segidak ez dira baliokideak.

n—00 1/n n—oo0 n, n—00 n n2

Irudian ikus daiteke sin— < — <tan— Dbetetzen dela.
n

n 1 n )

n
—71 < T aterako dugu;
blng COSE

1
Hortik, zati sin— eginez, 1<
n

1
1 sini N\
eta hortik, alderantzizkoak kalkulatuz, cos— < 1 o< 1. Pl ’
n n n
1]
1 1 sin
lim cos— = lim 1 =1 direnez, 3.13. Propietatea erabiliz, - "
n—00 n n—00
i %5~ 1 aterako d 1
Jim Tn aterako dugu.

1 1
Orduan, esan dezakegu {} eta {sin } segida baliokideak direla.
n n
3.23. Definizioa.
1. {an} segida infinitesimala da lim a,, =0 bada.
n—oo

2. {an} segida infinitua da lim a, = oo bada.
n—oo

Hona hemen zenbait segida baliokide. Azpimarratzekoa da bi kasu bereizten ditugula eta ezin
direla kasu horietako segidak nahasi.

1. Infinitesimalak: lim a, =0 betetzen da.
n—oo

{an} ~{sina,} ~ {tana, } ~ {arcsina, } ~ {arctana, };

o2
{1—cosa,} { 5

{an} ~{In(1+ay,)}.

Aurreko baliokidetzan, b, =14a, aldaketa eginez, honela idatz dezakegu baliokidetza:
{bn, —1} ~{lnb, }, lim b, =1 izanik.
n o



50 Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

2. Infinituak: lim a, = oo betetzen da.
n—oo

{agn* +ap_1n* 14+ +an+ag} ~ {apn*};
{In(apn® +ap_1nF '+ +ain+ag)} ~ {lnagn*}, ar >0 izanik;
Stirling-en baliokidetza: {n!} ~ {n"e™"v/2mn}.

3.24. Ordezkapen-printzipioa. Segida baten gai orokorraren adierazpenean, biderkagai edo zati-
tzaile bat bere baliokide batez ordezka daiteke segidaren limitea aldatu gabe.

vV10—1
v100—-1
1

Yio-1 @ . Wy . 0 mip 1

3.25. Adibidea. Kalkula dezagun { } segidaren limitea.

lim —— = — = = =c.
ot Y100 —1 oo In /100 oo 1 10100 2In10 2
n

(1) berdintzan, {b,—1} ~ {lnb,} baliokidetza erabili dugu, zenbakitzailean b, = ¥/10 eta
izendatzailean b, = v/100 hartuz, bi kasuetan {/10} — 1 eta {V/100} — 1 betetzen direlako.

3.26. Adibidea. Adibide gisa azter dezakegu polinomioen arteko zatiduraren limitearen kasua.
oo, k>1 bada,

k k—1 k
oagn®tap_n 4 dantag 1) .. agn . ap g Ak —
1 =] = lim — =< —, k=1 Dbada,
nl_)l{.lo bml + bl_lnl_l 4+ bin+ bo nl—%o bml nl—{go bl " bl
0, k<!l bada.
(1) berdintzan, zenbakitzailean {azn®+ap_1n '+ +an+ag} ~ {apn*} eta izendatzailean
{bn! +by_n! =t bin+bo} ~ {bn!} baliokidetzak erabili ditugu.

3.4.2. Infinituen ordenak

Infinituen kasuan ere esan daiteke ez direla “abiadura” berdinean hurbiltzen infinitura; “hurbiltze
abiadura” horri infinituaren ordena deritzogu. Lau ordena hauek bereiziko ditugu, ¢,p,r >0 eta
b,k >1 direnean eta h_)m an, =00 betetzen denean:

n (o]

{(logpan)?} <<< {(an)?} <<< {k} <<< A{(an)"*}
logaritmikoa polinomikoa esponentziala berreketa

Infinituen ordena erabiltzeko, limitea zatiketa moduan idatziko dugu.

3.27. Adibidea. Kalkula dezagun { {/n} segidaren limitea.
Erroketa berreketa moduan idatziz, </n = nl/"  eta limitea zuzenean kalkulatzen saiatzen
bagara, lim /n = lim n'/" = 5?  indeterminazioa dugu.
n—oo n—oo
Indeterminazioa ebazteko, logaritmo nepertarra erabil dezakegu, eragiketen atalean ikusi dugunez,

logaritmoek ez dutelako indeterminaziorik sortzen.

1
lim {/n=1 bada, Inl=1In lim ¥n= lim In {/n= lim 27 da, izendatzaileko infinitua-
n—00 n—00 n—00 n—oo n

ren ordena goragokoa delako. Hortik, Inl=0 = I[=¢"=1 aterako dugu.
Beraz, lim Yn=1 da.
n o

3.4.3. Stolz-en irizpideak

3.28. Teorema. {ay,} eta {b,} segidak emanik, baldintza hauek betetzen badira:

1. {bn} hertsiki monotonoa bada,
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3.4.3. Stolz-en irizpideak
3.28. Teorema. {a,} eta {b,} segidak emanik, baldintza hauek betetzen badira:
1. {bn} hertsiki monotonoa bada,

. An+1 — an
llm —_—

n—00 bn+1 —b,

2.

existitzen bada eta

3. hauetako bat ere betetzen bada,

3.1. lim a, = lim b, =0,
n—oo n—oo

3.2. lim b, = +o0;
n—oo

3.8. lim b, = —o0.
n—o0

Stolzen irizpideak dio berdintza hau beteko dela:

3.29. Adibidea. Kalkula dezagun { } segidaren limitea.

{bn} ={lnn} segida monotono gorakorra da eta nhﬁngo Inn =400 da. Beraz, hiru hipotesietatik
bi betetzen dira, 1. eta 3.3. Kalkula dezagun 2. hipotesiko limitea:

1 1, 1 1 1
R O A R ) I A R I s
lim ————— = lim = lim = lim == =1
n—00 by —b, n—oo In(n+1)—1Inn n—00 |, (nT-i-l noo L
I+4++1

2. hipotesiko limitea existitzen denez, Stolzen irizpideak esaten digu li_>m
n (0.@)
dela.

3.4.4. e zenbakiaren erabilera

n

1
e zenbakia {(1 + ) } segidaren bidez definitu dugu 3.18. Adibidean. Segida horretan aldaketa
n

batzuk eginez limitea ez da aldatuko edo gutxi aldatuko da. Beste aldetik, segida horretan ematen
diren egoerak orokor daitezke e limite bera lortuz. Hona hemen emaitza nagusiak:

1 n k‘ n+m
e= lim <1+> : ef = lim <1+> . Ym,leR;
n—00 n n—00 n+1
a 1\ %
lim a, =0=e= lim (1+ay,)e; lim a, =00 = e= lim <1+> )
n—oo n—oo n—oo n—oo an
n4 1 n—+5
3.30. Adibidea. <+3> segidaren limitea kalkulatuko dugu.
n
1 n+5 9 n+5
lim (n—l—) = lim (1— ) =e2.

3.5. CAUCHY-REN SEGIDAK

3.31. Definizioa. {a,} segida Cauchyren segida dela esango dugu baldintza hau betetzen badu:
Ve>0 dng(e) eN/Vp,g>nole) d(ap,aq) <e.

3.32. Teorema. Cauchyren irizpidea segidetarako
R multzoan, {a,} segida konbergentea da baldin eta soilik baldin {a,} Cauchyren segida bada.
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3.6. SEGIDA FRREPIKARIAK

3.33. Definizioa. {a,} segida errepikaria da ekuazio errepikari baten bidez definiturik badago, non
segidaren gai bat aurreko gai batzuen funtzioan ematen baita.

Segida errepikariek duten arazoa da gai bat ezagutzeko aurreko guztiak ezagutu behar izatea.
Hala ere, gai orokorra ezagutu gabe, batzuetan, segida konbergentea den ala ez jakin daiteke, eta
konbergentea denean horren limitea kalkulatu.

3.34. Adibidea. Fibonacci-ren segida
a1 =1 eta ag =1 emanik, apy9 =an+1+a, defini dezakegu.

Definiziotik aterako ditugu Fibonacciren segidaren lehenengo gaiak:
{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...}

Segida hori dibergentea da.

Baina, har dezagun, orain, {b,} segida, non VneN b, = Intl paita. Lehenengo gaiak hauek
a
dira: = 2 3 5 ' 8 13
bi==-=1, by==-=2, bg==-=1 by=-=1 e, bs==-=1 bg = — =1,62
121 1 ’ 2 1 347 3 2 757 4 3 7666 ) 5 5 767 6 R 76 5)
by = =1,615..., bs —1,619...

13 21
Ba al da {b,} segida konbergentea? Eta, horrela bada, zein izango da horren limitea?
Alde batetik, {b,} segida bornatua da; hori 1.5. Indukzio-Printzipioz froga daiteke:
Goiko zerrendan ikus daiteke n =1,2,3... kasuetan 1 <by,bs,b3... <2 betetzen dela.
Pentsatuz 1<0b, <2 betetzen dela, ikusiko dugu 1 <b,+1 <2 ere beteko dela:

Int2 _ Ont1t On =1+ In__ 1+ 4 ! = 1—i—i betetzen da.
anp+1 an+1 An+1 Zntl by,
Qn

bn+1 -

1
Hipotesiz, 1<b, <2 dugu; beraz, < 0 <1 dugu. Aurreko desberdintza erabiliz,
n

N | =

1
bpr1=1+ . <14+1=2 lortuko dugu.

n
Ondorioz, 1.5. Indukzio-Printzipioaren arabera, {b,} segida bornatua da; berez, 1 <b, <2
betetzen da Vn € N.

{bn} segidaren gaiak bi azpisegidatan bana ditzakegu, posizio bakoitietan daudenak batean eta
posizio bikoitietan daudenak bestean:

3 8 21
{bon_1} = { 2n } - {1, —1,5,°=1,6,"— = 1,615...} gorakorra da; eta

a92n—1 2 5 13
5 13 34
{ban} = {a%ﬂ} = {2, - =1,666...,— = 1,625, — = 1,619...} beherakorra da.
a2n 3 8 21

Bi azpisegiden gaiek b,41 =1+ 0 betetzen dute. Berdintzaren bi ataletan limitea kalkulatuz,
n

1
b=1+ 3 beteko da; eta hortik, b>=0b+1 edo b>—b—1=0 ekuazioa lortuko dugu; ekuazioaren

1++5
2

soluzioak hauek dira: b=

; soluzio negatiboa baztertu behar dugu VneN b, >0 delako.

1
V5 da. Hortik froga daiteke {b,} segidaren limitea ere
b dela. Zenbaki hori ¢ izendatzen da, eta horren zenbakizko balioa hau da:

1++/5

2

Hortaz, bi azpisegiden limitea b=

b= = 1,618033988...
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3.35. Adibidea. {a,} segida honela definituko dugu: a1 =5/2, 5a,+1 = a2 +6. Segida konber-
gentea dela frogatuko dugu eta, geroago, horren limitea kalkulatuko dugu.

5 49 4801 47049601
a =g = 2,5, as= 20 = 2,45, as= 2000 2,4005, a4 = 20000000
Konbergentea dela frogatzeko segida monotonoa eta bornatua dela frogatuko dugu.
n =1 denean, 2 <aj; <3 betetzen da.
2 <anp <3 betetzen dela pentsatuz, 2 <a,11 <3 beteko dela frogatuko dugu.

22+6 a2+6 32+6
< <

=2,3524...

2 <a, <3 bada,

Erdiko atalean a1 dugu; beraz, sinplifikatu eta gero, 2 < an+1 <3 izango dugu.
Ondorioz, 1.5. Indukzio-Printzipioa erabiliz, {a,} segida bornatua da.

ere beteko da, hiru ataletan eragiketa berak eginez.

Orain, segida monotono beherakorra dela ikusiko dugu: Vn €N

1 1 1
an+1—an:5(&%4—6)—@”:g(a%—5an—|—6):g(an—S)(an—2)<0 da, 2<a,<3 delako.

Hortaz, {a,} segida monotono beherakorra eta bornatua da eta, 3.17. Teorema erabiliz, kon-
bergentea. Hau da, {a,} segidaren limitea existitzen da. Demagun nl;ngo an, =a dela. Ekuazio

errepikariaren bi ataletan limitea kalkulatzen badugu:
. . 2
nh_)ngo Sp+1 = nlgngo(an +6).
Eta limitea ordezkatuz,
5a = a* +6.

Hortik, a?—5a+6=0. Biaukera ditugu, a=2 edo a=3 izatea. a=3 ezin da izan,
{an} segida beherakorra delako. Orduan, aukera bakarra nh_}ngo an =2 da.
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3.7. ARIKETA EBATZIAK

1. Froga ezazu segida monotono beherakor eta bornatu guztiak konbergenteak direla.

Froga.
Frogatuko dugu segidaren beherena dela segidaren limitea.

Segida behetik bornatua denez, 35 =inf(a,) segidaren behe-muturra eta hau betetzen du:
(1.23.2.1) VneN fg<a, eta
(1.232.2) Ve>0 3Ini(e)eN/B<an <B+e.
Bestalde, {a,} segida monotono beherakorra denez, hau ere beteko da:

(3.15.3) Vn>na ap, > an.

no(e) = max{ni(e),n2} aukeratuz, hirurak elkar ditzakegu eta hau idatzi:

Ve>0 dno(e) eN/Vn>np(e) B—e<pf<ap<apn, <f+e

e Ve>0 dngle) eN/Vn>no(e) an€(f—e,0+¢€)
edo
Ve>0 dngle) eN/Vn>ng(e) ane<&(B,¢)
edo
g tn =
. Froga ezazu nh_)ngo an =0 bada, nh_)néo Ina, = —oco dela, a, >0 izanik.
Froga.

lim a, =0 bada,
n—oo
Ve>0 dnole) eN/Vn>ngle) |an| <e.
an >0 denez, |ay|=a, da; beraz, Vn >ng(e) a, <e; hortik, bi ataletan logaritmo
nepertarra hartuz, Vn >ng(e) Ina, <Ine.
Baina, € oso txikia hartuz, e <1 denean, Ine <0 =zenbaki negatiboa eta oso txikia egingo da.

K =1Ine eginez, € edozein denez, K ere edozein da, eta honela geratuko da:

VK <0 3dng(K)eN/Vn>no(K) Ina,<K.

Existitzen den no(K) hori ng(e) berada, a,<e eta lna, <K desberdintzak gai beretik
aurrera betetzen direlako.

Ondorioz, lim Ina, =-o0c da.
n—o0

. Izan bedi {b,} segida bat, non VneN b, #0 eta nlgngobn =b#0 baita. Froga ezazu

lim i = 1 dela.
n

Froga.
Pentsatuko dugu b >0 dela. Orduan, lim b, =56 bada,
n—oo

Ve' >0 Fno(e)eN/Vn>ng(e) |by—0bl<é.
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Hortik, b—¢&' <b, <b+¢&' izango da. ¢ txikia dela pentsatzen dugunez, & <b aukera

1 1
dezakegu eta, orduan, 0<b—¢&' <b, <b+¢&’' izango dugu. Hortik, 0< -— < ——: bestalde,

. . b, b—¢
0<b—¢' <b ere betetzen denez, 0< 3 < o dugu.
—€
1
lim — = — izango da, baldin eta soilik baldin,
1
Ve>0 Tno(e) €N/ Vn > noe) —b‘ <e
n
1 b—b b, —0b !
Desberdintzaren ezkerreko atala garatuz, o b‘ = ’ b-bnn = ||; bn| (b—ee’)2 dugu.
/
Hortaz, nahikoa da &= (1767/)2 > (0 aukeratzea; eta hori edozein zenbaki positibo da, &
—€

edozein zenbaki positibo delako.

Existitzen den ng(e) hori ng(e’) bera da, |b,—b| <& eta

1 1
b b‘ < & desberdintzak
gai beretik aurrera betetzen direlako. "

Ondorioz, lim 1 :1 da.

4. Kalkula dezagun polinomioen erroketen limitea: nh_}rgo ’\L/aknk +ag_1nF~1 4. 4+ ain+ag,
ar >0 izanik.
Froga.
Limitea zuzenean kalkulatzen badugu, erroketa berreketa moduan idatziz, oo® indeterminazioa

agertuko zaigu. Indeterminazioa ebazteko, logaritmo nepertarra erabiliko dugu, ez duelako
indeterminaziorik sortzen.

lim Vaknk—i—ak,lnk_l+---+a1n+a0:l bada,
n—o0

1
In/ =1n lim Vaknk-l—ak_lnk_l +---+an+ap= lim In Vaknk +ap_nkF 14+ 4an+ag @

. In(agn* +ap_n* 14 Fantag) @ . Inagnt . Ilnagp+1nnF
= lim = lim = lim ——— =
n—00 n n—00 n n— 00 n
1 kl
— lim 2% i P00
n—oo n n—00

(1) berdintzan, logaritmoen propietatea erabili dugu errotzailea logaritmotik atera eta zatitzaile
moduan jarriz.

(2) berdintzan, {In(agn”* +ar_1n 1 4+---+ain+ag)} ~ {Inagn*} baliokidetza erabili dugu.
(3) berdintzan, {lnn} eta {n} infinituen ordenak konparatu ditugu bigarren limitea 0 dela

esateko.

Hortaz, Inl=0 = [=¢e"=1 dugu, hots,

v Y aunk k=1 ... -
nh_)rrgo\/akn +ap_1n"t+---4an+ag=1 da.

Kasu partikular gisa, polinomioaren maila 0 denean, hau da, polinomioa konstante positibo
bat denean, apn® 4+ ap_1n 1+ +antag=a> 0,

lim {/a=1 dugu.

n—00
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5. Kalkula dezagun {a"} segidaren limitea, a € R izanik.

Ebazpena.

Hiru kasu nabarmenak dira: a=0, a=1 eta a=—1.

a =0 denean, segidaren gai guztiak 0 dira: a; =0'=0, ay;=0%2=0, a3=0°=0... Beraz,
{0} segida konstantea dugu, eta horren limitea 0 da.

a =1 denean, segidaren gai guztiak 1 dira: a; =1'=1, ay=1?2=1, a3=1%=1... Beraz,
{1} segida konstantea dugu, eta horren limitea 1 da.

a = —1 denean, segidaren gaiak —1 edo 1 dira, txandaka: a; = (—1)'=—1, ay=(-1)?=1,
az = (—1)3= -1, ags=(-1)*=1, ... Beraz, {(—1)"} segidak bi azpisegida konstante ditu,
eta bataren limitea —1 da eta bestearen limitea 1 da. Hortaz, ezin da konbergentea izan 3.10.
Propietatearen arabera. Bestalde, bornatua denez, dibergentea ere ezin da izan. Ondorioz,
oszilatzailea da.

Gainerako kasuak hiru multzotan banatuko ditugu: a< -1, —1<a<1 eta 1<a.

1<a denean, a=1+¢ idatz dezakegu, 0 >0 izanik. Beraz, a"™=(140)" dugu. Lehenengo
gaiko 1.10 Ariketan frogatzen da a™ = (1+0)" >1+4+nd dela. Orain, bi muturretan limitea
kalkulatuz, lim o > lim (14+nd) =00 dugu.

n—oo n—oo

Ondorioz, lim a" =00 da.
n—o0

a < —1 denean, segidaren gaiak positiboak eta negatiboak dira, txandaka. Beraz, {a"} segidak
bi azpisegida hauek ditu:

4" —la|™, n bakoitia bada,
| |a|®, n bikoitia bada.

bi kasuetan |a|>1 denez, lim —la|" = —o0 eta lim la|® = 0o dira; beraz, {a"} segidak
n—oo n—oo

ez du limiterik, ez finitua ez infinitua.

Azkenik, —1<a<1 denean, 0<|a|<1 da,eta —l|a|™ <a™ <|a|® betetzen da. Orduan,

1
la| = 3 idatz dezakegu, b>1 izanik. Hortaz, limitea kalkulatuz,
1
lim |a|" = lim — =0 da, lim b" =00 delako.
n—o00 n—o00 hn n—o0

—la|™ <a™ <la|™ desberdintzen hiru ataletan limitea kalkulatuz eta 3.13. Propietatea erabiliz,
esan dezakegu nh—>nc;lo a” =0 dela.

Laburbilduz, beraz, emaitza hau dugu:

A, a< -1 bada,

0, Ja|] <1 bada,

n—00 1, a=1 bada,
400, 1<a bada.

. Kalkula ezazu 1Lm var+b*, a,b>0 izanik.
n o]

Ebazpena.
a <b dela pentsatuz gero, Vb" < Vam+b" < /b*+b" = /20" betetzen da. Hortik atera-

tzen da b < ¥a"+b" < {/2b dela eta, orain, desberdintzen hiru ataletan limitea aplikatuz
gero, b< li_)m Var+bn < li_>m Y/2b =10, 4. Ariketa ebatziaren azken emaitza erabiliz.
n [o.¢] n oo
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3.13. Propietatearen arabera, nll_{rolo Var+br=b da.
b < a dela pentsatuz gero, li_>m Vam+b" =a aterako dugu.
n—oo
Beraz, orokorrean, li_>m Va™+b" = max{a,b} izango da.
n—oo

b
. Kalkula ezazu lim =, Va,beR.
n—oo qn

Ebazpena.

57

Hasteko, a # 0 dela pentsatu behar dugu. Limitea a-ren eta b-ren balioen araberakoa da eta,

kasu honetan, balio horiek aurretik banatu behar ditugu. Emaitzak irudian laburtu ditugu.

0, O<a<l,

a>0 denean, le a” = 1, a=1, dira, 5. Ariketaren arabera.
n (o]
400, 1<a,
nb 400, 0<a<l,
b>0 denean, lim n®=+oo da. Hortaz, lim — ={ 400, a=1,
n—00 n—oo qm (1)
0\, 1<a,

b 400, 0O0<a<l,

n . 1

b=0 denean, lim — = lim — = 1, a=1, ditugu.

n—oo g n—oo qm

0, 1 <a,
b +00®, 0<a<l,

b<0 denean, lim n®=0 da. Hortaz, lim — = 0, a=1,

n—00 n—oo qn

0, 1<a,
b
0 A | +oo 0
h -1 0 1 a
0 A | +oo 0
0, —-1<a<,
a <0 denean, 7}1—{20 a"=¢ A, a=-1, dira, 5. Ariketaren arabera.
E? a< _17
n ABG) _1<a<0,
b>0 denean, lim n®=+oo da. Hortaz, lim — = A®) g =-1,
0( ), a<—1,
nb 1 £(3)7 —-1<a<0, )

b=0 denean, lim — = lim — =¢{ A®) 4¢=-1 ditugu.

n—oo qm n—oo qm ’ ’

0, a< -1,
b AD _1<a<0,

b<0 denean, lim n®=0 da. Hortaz, lim — = 0, a=-—1,

n—00 n—oo qn

0, a<—1,
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Hamazortzi emaitzetatik gehienak zuzenak dira eta lau kasu baino ez ditugu azaldu behar:

(1) kasuan, 1<a eta 0<b direnean, infinituen ordena erabili dugu.

0
(2) kasuetan, —1<a<1 eta b<O0 direnean, 0 indeterminazioa dugu.
b<0 denez, b= —c idatz dezakegu, c¢>0 izanik.
1
0<a<l1l bada, a= p idatz dezakegu, d>1 izanik.
nb n=¢ ar
Orduan, — = T o Orain, {d"} infinituaren ordena {n°} infinituarena baino
a (8) n
n
goragokoa denez, lim — = +o0 da.
n—oo Nt

-1
—1l<a<0 bada, a= 7 idatz dezakegu, d>1 izanik.
b —c dm

Orduan, n—n = % = (=1)"—. Orain, {d"} infinituaren ordena {n°} infinituarena
a (7) n

ar ar

baino goragokoa denez, lim — = oo da; baina, aurretik (—1)" dagoenez, lim (—1)"—

n—oo Nt n—00 nt

ez da existituko.
(3) kasuetan, a <0 denez, {a"} segidaren gaiak positiboak eta negatiboak dira eta, beraz,
b
n
{} segidarenak ere bai.
an
—1<a<0 eta 0<b direnean, zatiduraren gaiak +o0o eta —oo balioetara hurbiltzen
dira eta, beraz, limitea ez da existitzen.

a=—1 eta 0<b direnean, zatiduraren gaiak 400 eta —oo balioetara hurbiltzen dira
eta, beraz, limitea ez da existitzen.

a=—-1 eta b=0 direnean, zatiduraren gaiak +1 eta —1 dira eta, beraz, limitea ez da
existitzen.

(4) kasuan, a<—1 eta b>0 direnean, % kasua dugu.

a<—1 bada, a=—d idatz dezakegu, d>1 izanik.
b b b

Orduan, —Zn = (_nd)n = (—1)”%1. Orain, {d"} infinituaren ordena {n’} infinituarena
b b
n
. . _ . N
baino goragokoa denez, nhm e 0 da, baita nhm (—1) e 0 ere.

n—o0

8. Kalkula ezazu lim (W) , a,b>0 izanik.

Ebazpena.

Ya+ Vb\" (141
2 (2

o
Limitea zuzenean kalkulatuz gero, li_)rn ( ) =1 indeterminazio du-
n—oo

gu, lim Va = Jim Vb=1 direlako.

Indeterminazioa ebazteko, logaritmoa erabiliko dugu, ez duelako indeterminaziorik sortzen.

lim (‘/M) —1 bada,
n—00 2
Ya+ Vo\"
2
_ Wa+ b

baliokidetza erabiliz, b, = 5

lnl:nli_{goln :nli_{gonl :r}Lngon , {bn—1} ~{Inb,}

L Yat b (M_1>
2 2

W =1 delako.

hartuz, m

li
n—oo



Segidak R multzoan 59

Azkeneko emaitzarekin segituz gero,

<%+%1>
2

= lim n
n—oo

Inl= lim n
n—oo

2

. Va—1 Vb—1 . a—1 . Vb—1
() () ) ()

Orain, bi limite horiek berdintsuak direnez, bat kalkulatuko dugu:

({lf—l)(l) In {/a Ina . Ina Ina
=

<Q/E+%—2>: 1imn<<f_1+%_1):
2

lim n = lim n— = lim — = —.
n—00 2 n—oo  2n n—oo 2 2

lim n
n—oo

(1) berdintzan, {{/a—1} ~{ln {/a} Dbaliokidetza erabili dugu.

Antzeko eran, lim n ( \@2— 1) = Inb da.

n—00 2
1 1 | | 1
Hortaz, lnl:% nTb: na—2|— nb: n;b:ln\/% dugu.

Ondorioz, | =+ab da.

2n+1 3n+1
9. Kalkula ezazu lim é
n—oo 2N 4 3N
Ebazpena.
Bai zenbakitzailea bai izendatzailea zati 3"*T! egingo dugu; beraz, limitea honela geratuko
zaigu:
2 n+1
gn+1 | gn+l <3> 1 041
lim ———— = lim - = =3.
3\3 3 3

10. Kalkula ezazu lim v

ir :
e 2n+y/n++/n

Zenbakitzailea eta izendatzailea zati /n  egingo dugu eta, ondoren, adierazpenaren itxura
aldatuko dugu:

Ebazpena.

N4 _ 1 _ 1 _ 1 .
\/Qn—i-\/n—l—\/ﬁ J2n+\/n+\/ﬁ \l2+ n++/n \l2+ l—i— n
_ 5 1

n n n n

1
Orain, limitea zuzenean kalkulatuz gero, — aterako da.

V2

11. Kalkula ezazu lim + - todn , k€N denean.
n—o0 nk+tl 41

Ebazpena.
Limitea Stolzen irizpidea erabiliz kalkulatuko dugu.

{a,y ={1F 428 4. 4 nF} eta {b,}={n*T14+1} dira. {nFT'41} segida hertsiki monotono
gorakorra da eta horren limitea infinitua da; 1 eta 3.2 hipotesiak betetzen dira beraz.
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12.

13.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

Orain, bigarren hipotesian agertzen den limitea kalkulatuko dugu:
i @ = (1" +2" 4t nf + (n+ D)) - (AP + 2P+ )
n—oo by —b, n—ooo ((n—+—1)k+1—|—1)—(nk+1—|—1)
: (n+1)F

= lim =1

e ((n+ D 1) — (15 1)
Zenbakitzaileko polinomioaren maila k£ da. Izendatzaileko polinomioaren maila ere k da:
(n+ DML 1) — (1 1) = (n+ P =kl = (A p (B + 1)nF 4 4+ 1) —nftl =

=(k+1)n"+---+1.

B I (n+1)F , nF 41 1

eraz, = lim = l1im = .
n=oo (n+ 1)kl —pktl  n=oo (k+1)nkF+-- 41 k+1

I R A

Ondorioz, nh_}rrgo Tl =1 da.
420+ 4n!
Kalkula ezazu lim R L .

Ebazpena.

Stolzen irizpidea erabiliko dugu. Izendatzaileko {n!} segida hertsiki gorakorra da eta horren
limitea 400 da, irizpidearen 1 eta 3.2 hipotesiak. Bigarren hipotesiko limitea kalkulatuko dugu:

. Qpil—an (4204l (n+ 1)) — (14204 +nl) . (n+1)!
lim ————— = lim = lim ——— "2
n—00 b1 —b, n—oo (n+1)!—n! n—oo [(n+1) —1]n!
1
= lim 2 =1
n—oo n
| ... |
Ondorioz, lim L2 —|—n.:1 da.

1249224 ... 2 1
Kalkula ezazu lim tetetn tan —.
n—oo 1424---+n n

Ebazpena.

Stolzen irizpidea erabili baino lehen tangentearen baliokide bat ordezkatuko dugu, limitea al-
datu gabe.

124224 4n% 1 124224...4n%1 1 1
im tan — = lim — da, Jtan—p ~<— 5 delako.
n—oo 14+24---4n n na0o 1424---4n n n n

Orain, Stolzen irizpidea erabiliko dugu bigarren limitea kalkulatzeko. Alde batetik, izendatzai-
leko {(1+2+---+n)n} segida hertsiki gorakorra da eta, bestetik, horren limitea +oc da,
irizpidearen 1 eta 3.2 hipotesiak. Bigarren hipotesiko limitea kalkulatuko dugu.

Limitearekin hasi baino lehen, zenbakitzailea eta izendatzailea sinplifikatuko ditugu:

ang1—an=(12+22 4402+ (n+1)?) — (12+22+---4+n?) = (n+1)%

+1)(n+2 +1
bt~y = (L -+ nt (n4 1))+ 1) = (14 4m)n = D) )2(” )(n+1)—n(n2 ) =
n+1 +1
=+ )+ - n?) = 1 0 +2)
- 1)? 2 1) 2
Hortaz, hau dugu limitea: lim Gnt1 =% _ im (?L): im M:,_
n=% byy1 —by  n—ooe BEL(3n42)  nooe 3n+2 3
124224402 1 1242244021 2
Ondorioz, lim terdn tan— = lim Tt +n7:7 da.
n—oo 1424---4+n n mnooo 1424.---4n n 3
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14.

15.

i)

Kalkula ezazu nhrn

Ebazpena.

&
Sl
3;

Segidaren gai orokorra honela ere idatz daiteke:

1
+---4+— eta b,=+/n eginez.
\f V2 vn

Irizpidearen 1 eta 3.2 hipotesiak egiaztatuko ditugu: {/n} segida hertsiki monotono gora-
korra da eta nh_{réo\f =00 daj; eta, bestalde, b,—b,—1 =y/n—+vn—1 da.

1 1 1
ﬁ+ﬁ++% bada, QAp — Ap—1 =

limitea honela geratuko da:

Orain, Stolzen irizpidea erabil dezakegu a, =

Orain, a,= da. Beraz, bigarren hipotesiko

L
NG

Gp — Qnp—1 . NG . 1 lim 1

Gn = 0n-1 _ __Vn = - -
n—oo b, —b,_1 n%oo\/ﬁ_ n—1 ngrolo\/ﬁ(f_,/n_l) n—0on —+/n2—n

Orain, {n—+vn?—n} segidaren limitea kalkulatuko dugu:

{2 A D)
EEOn e ey Bl

Hortaz, li_>m (n— \/E) ==
n

1 1 1 1 1 1
Ondori lim —|—=4+—%=++—)=lim ———=—=2 da.
ndorioz,  lim n<f \/§+ + > im a

Kalkula ezazu nh_)ngo (\d/n2 +1— Van2+ 7), Ya>0.

Ebazpena.

247
Vn2+1—van2+7=vn2+1 (1_13,an2—1—)'
n +1

Orain, bi kasu bereiziko ditugu:

a =1 bada, hau dugu:

4[n2+7 4n2+7 1. n247 1 (n2+7 1 6 -2
1— ~ —In =1 1] =—= =

n2+1 241 3 m2e1 T T3\ n2e 32+1 ni4+l
2
. 3 2 _3n+7 T 3 2 _72 . _72_
beraz, lim_ n+1(1 n2+1)—nlinolo s anéo(n2+1)2/3_0‘
a # 1 bada,

2 2
. slan”+7) 3 ) .3/ 5 slan“+7) | oo, a<l,
nh_)nolo (1 — TL2_|_1) = ].— \/(;7é 07 beraz, n;ll_)nolo n< -+ 1 1 — T—{—l = — o0, 1 <a.
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16.

17.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

2n%+3

2 _
Kalkula ezazu lim (1 +1In W) n+l .
n—00 n*+9n

Ebazpena.

Limitea zuzenean kalkulatzen saiatuz gero, 1°° indeterminazioa lortuko genuke. Beraz, limiteari
[ izena eman eta limitearen logaritmo nepertarra kalkulatuko dugu:

2n?+3 2—3n+5
Inl = lim nt In 1+lnw ; orain, co-0 indeterminazioa dugu.
n—oco p 41 n?+9n
{In(1+apn)} ~{a,} baliokidetza erabiliz, eskuineko logaritmoaren ordez horren baliokidea jar
dezake | n’ —3n+5 egine
Z u, ap,=In————— eginez.
& " n?+9n &
2n?+3 . n*—3n+5
Hortaz, Inl= lim nt n” nt ; berriro 0o -0 indeterminazioa dugu.
n—oo n 41 n?+9n

Orain, logaritmoaren baliokidea hau da:

1n2—3n+5 n?®—3n+5 ) n?—3n+5—-n*—9n —12n+5
n — 1 = _

n2+9n  n2+49n n2+9n  n249n
Hortaz,
2?43 /—12n+5 —24n3 +10n% — 26n+ 15
Inl = lim = lim = —24.
n—oo 141 n2+9n n—o0 n3+10n2+9n

Hortik, Inl=—-24 = [ =e %4

Kalkula itzazu p-ren eta ¢-ren balioak ondoko berdintza bete dadin:

2-1
lim 3n2—2)" = lim ntq "
n—oo \ 3n2 +1 T nSco\n— q )

Ebazpena.
Ezkerreko ataleko limitea kalkulatuko dugu lehendabizi.

p=0 denean,

2_ —_
o322\t 32—\ 3p241
lim | ——— = lim | ———— = lim —— =1 da.
n—oo \ 3n2+1 n—oo \ 3n?+1 n—o0 3n2 — 2

p#0 denean, adierazpena moldatuko dugu:

/3
3 pn2 3 3n27P
<3n2—2>””2 b (1 3 )W—l C(-s2e)" [(1—3n2+1) ] B
2 —\TT 2.2 - 3 - 3 -

i [(1_3713“)3734-1 p/3 (1_ﬁ>—10/3
- L= 5oy |

Zati desberdinen limiteak hauek dira:

3 3n2+1 p/3 3
lim [(1— ) ] = (e3P =P eta lim (1 ) =1

n—so0 3n2+1 n—oo " 3n24+1

1
3n2—2\"? -p.1-p/3
Hortaz, 7}1—{2@ <322+1> = % =e¢? da, p#0 bada.
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18.

19.

Bigarrenik, eskuineko ataleko limitea kalkulatuko dugu.

2n 2n
q=0 denean, lim <n—|—q> = lim <n> =1 da.

n—co \n —q n—oo \ N

q #0 denean, adierazpena moldatuko dugu:

(20)" - 1r22)" [ 2) -

Zati desberdinen limiteak hauek dira:
2 n—q 2 q
lim (l—i—q) =¢e%1 eta  lim <1+q) =1.

2n 2
Hortaz, hm <n—|—q> :[62‘7-1] =¢' da, g#0 bada.
n—q

Ondorioz, bi limiteak berdinak dira kasu hauetan:
a 4q
b

denean; beraz, 4q = —p bete beharko da;

d) 1=1 denean; beraz, p=¢g=0 dira.

Aukera guztiak batean biltzen dira: 4g = —p bete beharko da.

n 3—n
Kalkula ezazu lim ( ) .

n— 00 n2 -2
Ebazpena.
Alde batetik, lim # =0 da; bestetik, lim (3 —n2) =—00 da.

n—o0o n, 2 n—00
3—n?
. n _ 1 1
Beraz, HIE& <n2—2) =0 OOO _6_00'
1 kn—2
3n

Kalkula ezazu lim <> , VkeR.

n—oo \ n+1
Ebazpena.

1
im —— =0 da.

n—oon 4+ 1

. kn—-2 &k . .. .
k#0 bada, nh_)nglo e~ 3 dugu. Bi kasu bereiziko ditugu:

n
1 kn—2 1
k<0 denean, T}Lngo(n+1> =0 =okB = da.
1 kn—2
3n
k>0 denean, lim (> =03 =0 da.
n—oo \ n+ 1

kn—2

n—oo \ n+ 1 n—oo \ n+ 1 n—00

1\ 5 1\ 2
k=0 bada, lim () = lim <> = lim (n+1)3 =

{In(n+1)} segida infinituaren ordena {3n} segidarena baina beheragokoa delako.

1\ kz=2 400, k<O,
Ondorioz, hm <1> = 1, k=0, da.
n 0, 0<Fk,

(reaa)

)

) e P=1 denean; beraz, ¢=0 daeta p=0 bete beharko da;
c) 1 =e¢% denean; beraz, p=0 daeta ¢=0 bete beharko da;

)
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20. Kalkula ezazu lim
n—oo

21.

22.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

a1 +2a2+3az3+---+nay . . .
5 , lim a, =a izanik.
n n—00

Ebazpena.

Stolzen irizpidearen 1 eta 3.2 hipotesiak egiaztatuko ditugu: {b,} = {n?} segida hertsiki
monotono gorakorra da eta 11_>ngo n?=o00 da.
n

boi1—bn=(Mn+1)2—n?>=2n+1 da.

Orain, a, =ai+2as+3a3+---+na, eginez gero, a,+1—ay, = (n+1)a,+1 da. Beraz, bigarren
hipotesiko limitea honela geratuko da:

. Qptl—an . (n+1Dapt1 .oon+1 a
lim —— = ~—————— = lim < lim oapy1 ==
n—o00 bn+1 — bn n—o00 2n+1 n—oo 2n 4+ 1 n—oo 2

9 3
Ondorioz, lim 1t 20zt a§+ + Midin _¢ da.
n—00 n 2
kn+1\"
Kalkula ezazu lim <1 + n—; ) , VkeR.
n—00 n

Ebazpena.

2

1 n
k =0 bada, lim (1 + 2) =e dugu.
n—00 n

k #0 bada, lim (1 +
n— oo

moek ez dutelako indeterminaziorik sortzen:

n
) =1 izendatuz eta logaritmo nepertarra hartuz gero, logarit-

1\" 1\ 1
Inl =1In lim <1+/€n—2i— ) = lim ln(l—i—kn—; ) = lim n21n<1+kn—2i_ )
n—o0 n n—00 n n—r00 n
. o . kn+1 .
Orain, {an}~{In(1+ay,)} baliokidetza erabiliko dugu a,=—-5— eginez. Beraz,
n
1
ml= lim 22T i (kg 1) da.
n—00 n n—00
Hortik,
k<0 bada, Inl=—occ da; beraz, [ =0 da.
k>0 bada, Inl=+o00 da; beraz, =400 da.
Ondorioz,
0, k<O
k 1 n2 9 )
lim <1+ nt ) —! ¢ k=0, da
n—oo n
400, 0<Kk,

Kalkula ezazu  lim 3n(n®+7n—1) (1—e"/"").
n—oo
Ebazpena.

T}LIgOBn(nZ +7n—1) (1 - 61/5”3) = lim —3n(n®+7n—1) <61/5”3 - 1) W

n—oo
—3n(n?+Tm—-1) -3

e 2 B 1/5m3 _ i 2 — L: i = =
= lim_ 3n(n“+7m—1)lne nh_{glo 3n(n“+Tn 1)5713 nh_{%o 513 5

(1) berdintzan, {e'/"* —1} ~ {Ine!/>"’} baliokidetza erabili dugu, nhﬁngo /7" =1 delako.
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23.

24.

25.

12 22 . 2
Kalkula ezazu lim ta A .

n—500 n3+1Inn
Ebazpena.
Hasteko, izendatzaileko segida baliokide batez ordezkatuko dugu, kalkuluak errazteko.
341 1
lim n—i—# = lim (1+ ng) =1 da, {n®} infinitua goragoko ordenakoa delako. Hor-
n—o00 n n—00 n

taz, {n3} ~{n®>+Inn} da; eta ondorioz, bigarrenaren ordez lehenengoa jar dezakegu limitea
kalkulatzeko:
124224+ 4n? i 124224 4 n?

lim 3 = lim 3
n—co n3+1Inn n—00 n

Orain, Stolzen irizpidea aplikatzeko, 1 eta 3.2 hipotesiak betetzen direla egiaztatuko dugu.

{n3} segida hertsiki monotono gorakorra da eta oo limitea du. Beraz, Stolzen irizpidea aplikatu
ahal izateko, bigarren hipotesia egiaztatzea baino ez da geratzen.
app1—an o (P04 (n+1)?) - (124402 (n+41)> 1
lim ———— = lim = lim ———— = —-.
n—=00 by —b,  n—oo (n4+1)3—n3 n—oo3n?+3n+1 3

12 22 . 2 12 22 . 2 1
Ondorioz, lim reTt N = da eta lim rehetn =—.
n—00 n3 n—o0 n3+1Inn 3

W =

Kalkula ezazu lim n(1— {/a), a >0 izanik.

n—o0

Ebazpena.
@

. W s " (1) . w1 1 - 1
nh_)rrgon(l— Va) —nh_{glo—n(f—l) = lim —nln \/a—nh_{go—nﬁlna——lna—lna.

(1) berdintzan, { /a—1} ~ {Iln /a} baliokidetza erabili dugu, Jim. Ya=1 delako.

1 1 1
Kalkula ezazu lim + .
n%°°<\/n(n+1) Vn(n+2) M)

Ebazpena.

1 1 1
+ +-- >
<\/n+1 vVn+2 V2n
vn '
Orduan, Stolzen irizpidea erabil dezakegu. Irizpidearen 1 eta 3.2 hipotesiak egiaztatuko ditugu:
{bn} ={\/n} segida hertsiki monotono gorakorra da eta ILm Vn=o0c da. Beraz, bigarren
n—oo

Segidaren gai orokorra honela ere idatz daiteke:

hipotesia egiaztatzea baino ez da geratzen.

bus1— by =vnt1—yn da.
1

1 1
Orain, a, = + +--4+ —= denegz,
rain, anp \/m \/m \/% enez
1 n 1 1 1 n 1 1 da B
a —ap = — = — a. Beraz,
i V2n+2  V2n+l Vntl V2Vntl V2n+l i+l
1 1 1

+ _
. an+1—0an .. \@\/n—i-l \/271—1—1 \/n+1 .
lim —— = lim =
n—00 b1 — by, n—00 vn+1— \/rﬁ

Ven+1+v2yn+1-v2y2n+1

~ lim V2y/n+1v2n+1 . (1-v2)V2n+1+v2V/n+1 _
o0 vn+l=yn n=00 \/2\/n+1v/2n+1(vn+1—+/n)




66

26.

27.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

. (1= V2)VenFT+V2Vn+1| (VnF1+/n) -

n—+00 V2yn+12n+1((n+1) —n)

VRV {(1 —V2) ;Zi; +1] (VRt1+n)
i NN TS WorEs -

= Jim, [“@\/ Zii““ e

1 1 1

( + +---+>

Ondorioz, lim ~¥""*1 V”\J/l? V2 _ (9 \2)V2 da.
n—oo n

— [1-v2)+1] [+12}:(2¢§)ﬁ.

Kalkula ezazu nli_)rgo(f/(n+b1)(n+b2)(n+b3)—”>-

Ebazpena.
Hasteko, adierazpenaren itxura aldatuko dugu:

(VTG BT bs) - n) =n (s/(n+b1)(n+bz)(n+b3) _1)_

n3

n—i—bg)(n—f— bg)
n3

b
Ondoren, {b, —1} ~ {Inb,} baliokidetza erabiliko dugu, b, = \3/(714— 1)(

hartuz, nli_)rgloi/(n+bl)(n+b2)(n+b3) =1 delako.

n3
b b b
Beraz, bilatzen dugun limitea [ bada, [= nli_}rglonln Q/(TH_ ) :3 2)(n+bs) =
~ tim " (n+0b1)(n+b2)(n+0b3) ~ lim " ((n+bl)(n+b2)(n+b3) _1) _
n—oo 3 n3 n—o0 3 n3

— lim nnd+ (b1 + b2+ b3)ﬂ2 + (b1bg + b1b3 + babs)n + bybobs — n? B
o n%oog n3 -

i (b1 + ba + b3)n® 4 (b1ba + bibs + babs)n? 4+ bibabsn by + by +bs

n
21

Kalkula ezazu lim (COS n5> .
n—00 n

Ebazpena.

Limitea zuzenean kalkulatuz gero, 1°° indeterminazioa lortuko dugu. Indeterminazio hori ebaz-
teko, logaritmoa erabiliko dugu, ez duelako indeterminazio gehiagorik sortzen.

o5 [21
lim (cos n5> =[] bada, Inl= lim nlncos 2In5 izango da.
n—o00 n n—oo n

2Inb /[2Inb 2Inb5
Orain, {cos 2 1} ~ {ln oS n} baliokidetza erabiliko dugu, lim cos 20
n n n—o00 n
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28.

29.

n—00 n

Beraz, Inl= lim n (cos 2In5 —1) da.

; 2In5
Kasu honetan, {1 —cosa,} ~ {az"} baliokidetza erabiliko dugu a, = 2o eginez,
n
. 2Inb5 . .
lim {/ —— =0 delako. Kontuan izan zeinua aldatu behar dugula.
n—00 n

2
21n5>
- 2Inb
<V =2 2nl
Beraz, Inl= lim nin:— lim n( g > — — lim 2 no =—Inb da.

n—00 n—00 n—oo  2n

Hortaz, Inl=—Inb= lné da; ondorioz, [ = % da.

2 2+12nn
Kalkula ezazu lim () .
n—oo \ n+1

Ebazpena.

Zuzenean kalkulatuz gero, 0° indeterminazioa dugu. Indeterminazio hori ebazteko, logaritmoa
erabiliko dugu, ez duelako indeterminazio gehiagorik sortzen.

_2 _2
lim (2> s =! bada, Inl= lim In (2) P tim 2 lni =
n—oo \ n+ 1 n—o00 n-+1 n—oo24+Inn n+1
— lim 2(In2—In(n+1)) — lim 2ln2 o 2In(n+1) — 0 lim 2In(n+1) — 9 da
n—00 2+1Inn n—oo 24+1Inn n—oo 24 1Inn n—oo 2+Inn

{24+ Inn} ~{Ilnn} ~{In(n+1)} direlako.

Hortaz, Inl=—2 da. Hortik, [=¢"2 da.

n _ n+1
Kalkula ezazu lim u
n—00 arctanﬁ

Ebazpena.

0
Zuzenean kalkulatuz gero, — indeterminazioa dugu. Indeterminazio hori ebazteko, zenbaki-

tzaileko eta izendatzeileko infinitesimoak beren baliokidez ordezkatuko ditugu; zenbakitzailea
itxuraz aldatuko dugu hori egin baino lehen.

n 3 1
V3— "3 = n*%/??( n{\/g - 1) = "3 <3n<n1+1> - 1).

Orain, {3”(”1“) -1}~ {ln3"<"1+1)} baliokidetza erabiliko dugu, le 3700 =1 delako.
n—oo

Beraz, /3— "W/3~ "+\V§ln3"("1+1) = "+\1/§h173 da.
n(n+1)
1 1
Bestalde, arctan— ~ —  dugu.
n n
Bi baliokidetzak limitean ordezkatuz, honela geratuko zaigu:
/3 _ n+13 n+13 In3 2
lim u: lim —— D gy "+\l/§n71n3:1n3.

n—o0  grcetan n712 n—o0 1

o n—00 n(n+1)
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22n(n!>2

30. Kalkula ezazu lim ———

31.

32.

n—o0 \/n(2n)!’
Ebazpena.

2
y 221 (1) y 22n (n”e_”\/ﬂ) 22nn2ne=21(27n) . 2mn
im ——5 = lim

noo \/n(2n)!  nne () Pe 2 /aman | nose \/R2ne 22/ oo 2ny/r

Stirlingen baliokidetza erabili dugu bi aldiz, zenbakitzailean eta izendatzailean. Izendatzailea-
ren kasuan honela da:  {(2n)!} ~ {(2n)?"e~2"/212n} = {22"n?"e~2"2,/mn}.

1
Kalkula ezazu lim — T\/(n—i— (n+2)---(n+n).

n—oon,

Ebazpena.

00
Zuzenean kalkulatuz gero, — indeterminazioa dugu. Indeterminazio hori ebazteko, gai oroko-

00
rraren adierazpenaren itxura aldatuko dugu eta baliokidetzak erabiliko ditugu:

1 1. /nl(n+1)(n+2)---(n+n) 1 .,./2n)! @)
2n,—2
N l d(?n) ne=2n., /90mon _ l n/22nnn6*”\/§: l22n€_1 2/5 — é 2/5.
n nte "\/21mn n n e

(1) urratsean, Stirlingen baliokidetza erabili dugu bi aldiz: batetik, {n!} ~{n"e™"v2mn}
eta, bestetik, {(2n)!} ~ {(2n)?"e=2"/2m2n} = {22"n?"e2"2/7n}.

lV(n—kl)(n—i&)-'-(TH—n): lim érz%:é

lim .
n—oon, n—oo e e

Hortaz,

Inn

Kalkula ezazu lim ———.
n—00 (ln n)"

Ebazpena.

00
Zuzenean kalkulatuz gero, — indeterminazioa dugu. Indeterminazio hori ebazteko, logaritmoa
00

erabiliko dugu, ez duelako indeterminazio gehiagorik sortzen.

7,Llnn
lim =1[ bada,
n—00 (lnn)n
Inn
Inl= lim In —— = lim [lnnlnn—ln(lnn)”} = lim [Innlnn—nln(lnn)] =
n—00 (]nn)" n—00 n—00
2
= lim n [(lnn) —ln(lnn)].
n—00 n

Orain, atalez atal kalkulatuko dugu limitea:

lim n =400 da;
n—oo

2
lim (Inn)
n—oo

=0 da, {n} infinituaren ordena {(Inn)?} infinituarena baino goragokoa delako,

3.4.2. atalean ikusi den bezala;

lim In(lnn) =400 da.
n—00

Hortaz, Inl=+o0o(0—o00)= —oo da. Hortik, [=e"*° =0 da.
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33.

34.

35.

1

Kalkula ezazu lim <3n2 —2n+ 1) i
n—oo
Ebazpena.

69

Zuzenean kalkulatuz gero, oo® indeterminazioa dugu. Indeterminazio hori ebazteko, logaritmoa

erabiliko dugu, ez duelako indeterminazio gehiagorik sortzen.

lim (3n2 —2n+ 1) e =1 bada,

n—00
1

n 1
Ini = lim In (3712 —2n+ 1) " = Jim —1In(3n% —2n+1).

n—oo Inn

Orain, {In(3n?—2n+1)} ~ {In3n?} baliokidetza erabiliko dugu. Hortaz,

_ In3n? . In3+2lnn . In3 . 2lnn
Inl = lim = lim ————— —
n—oo Inn n—00 Inn n—oo lnn  n—oo Inn

Ondorioz, Inl=2 da. Hortik, [=¢e? da.

1
FEgiazta ezazu ondoko segida monotonoa dela: an4+1 = an + i, a1 =1 izanik.
n

Ba al du limiterik?
Erantzuna.

2 3 9 9 4 35
ai y a2 +1 , a3 +2 % a4 2+3 6

n+1 s
VneN ap41—a,=——>0 da; beraz, {a,} hertsiki monotono gorakorra da.
n

Bornatua balitz, segidak goi-muturra izango luke, 1.19. Definizioaren ¢ propietatearen arabera;
eta 1. Ariketan egin dugun 3.17. Propietatearen frogak diosku goi-mutur hori izango litzatekeela

segidaren limitea.
n+1

Bestalde, segidak [ limitea balu, lim a,+1 = lim (an +—— ) = l=1[0+1 bete beharko
n—oo n—oo

n
litzateke. Baina, ez dago baldintza hori betetzen duen zenbaki errealik. Hortaz, segidak ez du
limiterik eta, beraz, ezin du goi-muturrik izan; beste hitzetan, segida ez dago goitik bornaturik

eta, ondorioz, horren limitea +oo da.

Ondoko segida errepikaria emanik, a; =1, apt+1 =6+ ay:

35.1. froga ezazu monotonoa eta bornatua dela (VneN 0<a, <10).

35.2. Kalkula ezazu horren limitea, existitzen bada.
Ebazpena.

35.1. Tkus dezagun, lehenbizi, gorakorra dela 1.5. Indukzio-Printzipioa erabiliz:

a1 =1, as=+6+a1 =vV7=2,645, az=1/6-++7=2,9403,

ay = \/64+1/6+ /7 =2,9904.

Lehenengo gaiek betetzen dute: a1 < as < az < aq.

Demagun a,_1 < a, dela; frogatu behar dugu a, < a,y; dela.

)
Eta horrela da an+1 =+6+a, > /6+a,—1 =a, Dbetetzen delako.
(1) desberdintzan, indukzio-hipotesia erabili dugu, hots, a,—1 <a, dela.

1.5. Indukzio-Printzipioaren ondorioz, frogatuta geratzen da segida gorakorra dela.
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Tkus dezagun, orain, bornatua dela 1.5. Indukzio-Printzipioa erabiliz:

a1 =1, a,=2,645, agz=2,9403, a4 =2,9904...

Beraz, lehenengo gaiek honako hau betetzen dute: 0<a; <as <az <aq < 10.
Demagun 0 < a, <10 dela; frogatu behar dugu 0 < a,+1 <10 dela.
0<ap<apy1=+v6+a, <V6+10=+16=4<10.

Ondorioz, 1.5. Indukzio-Printzipioaren arabera, frogatuta geratzen da segida bornatua
dela.

Aurreko atalean frogatu dugu {a, } segida monotono eta gorakorra dela, 3.17. Propietateak
dio konbergentea dela, hots, limitea duela.

li_)m an, =1 bada, limitea segidaren definizioaren bi ataletan kalkulatuz gero, berdintza
n—oo
hau beteko da:

Jlngoan+1=nlgn;o\/6+an:>l=\/6+zz>z2=6+l:>12—1—6=0:>
= [|=-2 edo [=3; baina, VneN 0<a, <10 denez, [ =3 baino ezin da izan.
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3.8. ARIKETA PROPOSATUAK

1. Froga itzazu limitearen definizioa erabiliz:

)

lim — = —; 2)  lim — =0;
n—oo  3n 3 n—oo e
2n° +1
lim 2 00; 4) ez dela existitzen lim (—1)".
n—»00 n n—00

2. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak ala faltsuak diren:

2.1.
2.2.
2.3.
24.
2.5.

segida monotono oro konbergentea da.

Segida bornatu oro konbergentea da.

Segida konbergente guztiak ez dira monotonoak.
Segida konbergente oro bornatua da.

Infinitesimal guztiak ez dira baliokideak.

3. Froga itzazu ondoko inplikazioak:

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.

3.6.
3.7.
3.8.

3.9.
3.10.

3.11.

3.12.

3.13.
3.14.
3.15.
3.16.

3.17.

3.18.

lim |a,|=0= lim a,=0.
n—0o0 n—oo

lim a, =0 = lim |a,|=0.
lim a, =1 = lim |a,|=1.
n—oo n—o0

lim |a,|=1 betetzeak ez du esan nahi lim a, =1 beteko denik.

n—oo n—oo

lim a, =4+ococ badaeta VneN a, <b, betetzen bada, lim b, =400 beteko da.
n—oo n—oo

{a,} eta {b,} segida baliokideak badira, limite berdina dute.
{an} segida konbergentea bada, limite bakarra du.

{a,} segida konbergentea bada, horren azpisegida guztiak konbergenteak dira eta segida-
ren limite bera dute.

{a,} segida konbergentea bada, {a,} segida bornatua da.

{a,} segidaren limitea ez bada zero, segidaren gai batetik aurrera gai guztiek limitearen

zeinu bera dute.

{an} eta {b,} segiden limitea [ bada eta Vn >mng a, <c, <b, betetzen bada, {c,}

segida ere konbergentea da eta horren limitea [ da.

{an} bornatua bada eta Jim b, = oo bada, nh_)lgoa—n =0 beteko da.

{a,} bornatua bada eta nh_)ngo b, =0 bada, (anbn) =0 beteko da.

lim
n—oo
lim (a,b,) existitzeak ez du esan nahi lim a, existituko denik.
n—oo n—oo

lim a,, ez existitzeak ez du esan nahi (anby) existituko ez denik.

lim
n—00 n—00
lim a, =0 eta lim b, =00 badira, {a,b,} segida konbergente, dibergente edo
n—oo n—oo
oszilatzailea izan daiteke.
1

1
m — =400, edo lim — = —o00, edo ez da existitzen.

lim a, =0 bada, li
n—00 n—oo q,, n—00 q,,

{an} eta {b,} bornatuak izateak ez du esan nahi {Z”} segida bornatua denik.
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4. Kalkula itzazu gai orokor hauek dituzten segiden limiteak:

l/n n Inn
1) —— : 9 v .
) eazimy @0 ) <3n2+2> ’ 3) lnnzsm
12422 4...4n? 1 &7 o«
4) ; 5) —Z—cos—' 6) n~'/"Iny/n;
3 ) ) b)
n lnnkzlk‘ k
net 9 n32+2n +2
n-+1 3 3+2n n<=5 n—1\"
1—— keR _—
7 ( n+2) » REX 8) <3n+n2> ’ 9) (n+3) ’
n?—5n+3 2n n+1
1 1+In——7—— : 11 : 12 —Inn;
0) <+nn2—|—5n—5 ’ ) Inn’ ) n-lom;
Inn\ 555 3
nn\ sn2+2 n°+4n+2
13) Vn24+1-+4 1; 14 — : 15) ————;
) \/n + \/n+ 3 ) ( n ) ) ) 37’L2+7 )
__n? Inn n+1
1 In(n? —1)) sn2+an—1; 1 _ 1 — 1]
6) (In(n°+3n-1)) + : 7) cot(1/m)’ 8) n( - >,
T s 3241
—n 3n+1 . n )
19)  {f(n+b)(ntbo)(ntb)—m  20) ( 1_2n> o) s
nLan 1\’ +! =
12 +9224in L 4 ... 2gin L
25) * Sm2;; n Sln"; 26) nZe V7, 27) n(vVn?+1-—n);
n(\/a+\/5€/a+%--~§/a+%>
28) ; a,b>0;

sinl—&—sin%—l—---—l—sin%

1 (2 32 43 n+1)"
29) <+ +—+--+( )>.

n2\1 32 nn—1

30) (1—In(n2—5)+In(n2+6n—3))"*.

5. Froga ezazu hurrengo segida errepikariak konbergenteak direla eta kalkula itzazu horien limi-
teak:

n 4—a
man; 2) ay = ]_, (In+1 = n

1) a1 =a>0, apy1 =
an
3) bi=vb, b>0; bp=1\b+Vb; bpy1=vb+b,; 4) a1=1, tns1 = +2

5) a1 =+a, a>0; ay=/a\/a; ani1=+/a-ap; 6) a1=1, apy1=+2ay,.
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4.1. SERIFAK. SERIEEN I1ZAERAK

Izan bedi {a,} zenbaki errealen segida bat. Horren gaiak batzeko, segida hauek osatuko ditugu:

S1=a Ri=az+az+as+---
Sy =a1+as Ry =az+as+---

S3=ai+az+a3 Ry3=as+--

Sp=a1+az+---+ay Rn:an+1+an+2+"'

Hau da, S, {a,} segidaren lehenengo n gaien batura da, eta R,, segidaren gainerako gaien batura.

Kontura gaitezen Vn € N beti betetzen dela hau:
o
Sn+Rn = (a1+a2+"'+an)+(an+1+an+2+"') = Zan-
n=1
Lehenengo segidari limitea kalkulatzen badiogu,
o0
lim S, = lim (a1 +az+--+an) =a1+ag+-+an+--=> an
n—oo n—oo n—1

infinitu batugai dituen batuketa lortuko dugu.
4.1. Definizioa. {a,} CR segida emanik, segidaren gai guztien batuketari,
ai+ag+-+an+---,

serie deritzogu eta honela adieraziko dugu: Zan.
n

an seriearen gai orokorra da.
Sy seriearen n. batura partziala da, eta {S,} batura partzialen segida.
R,, seriearen n. hondarra da, eta {R,} hondarren segida.

(o]
Z an adierazpenarekin seriearen batura adieraziko dugu, eta honela kalkulatzen da:
n=1
(o)
g, Sn =D an:

n=1

4.2. Adibideak.

LY 1=141+14+1+14+1+...
n

1 1 1 1 1 1
ZE:E:1+§+§+Z+5+6+W
n
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1 1
=1
; 3 +9+16+25+36+

—1+1+1+1+1+1+
24816 32

(—1)n-t 1 1 1 1 1

n

6. Y (-D)" ' =1-141-1+1-1+..

n

4.3. Definizioa. Zan seriea konbergentea, dibergentea edo oszilatzailea dela esango dugu batura

n
partzialen {S,} segida konbergentea, dibergentea edo oszilatzailea denean, hurrenez hurren.

Definizioak esaten digu seriea konbergentea denean, batura finitua duela; dibergentea denean,
batura infinitua duela, eta oszilatzailea denean, ez duela baturarik.

Serieen azterketak bi arazo azaleratzen ditu:
- Seriearen gaien joeraren arabera seriearen izaera ezagutzea.

o0
- Seriea konbergentea denean, Z an, batura kalkulatzea.
n=1
4.4. Adibidea. Serie geometrikoa
a, = ar™ ' gai orokorra duen serieari serie geometriko deritzo, a#0 eta r €R izanik, eta r

balioari serie geometrikoaren arrazoi deritzo:

Zmﬂfl =a+ar+ar’+ard+--

Seriearen lehenengo n gaien batura, hots, n. batura partziala, hau da (1. gaiko 1.6. Adibidea):

a(l—r™)

, r#1 denean,
1—7r

Sp =

na, r=1 denean.

Azter dezagun, orain, seriearen izaera ILm S, kalkulatuz. Horretarako, 3. gaiko 5. Ariketa
n (o]
ebatziaren emaitza hartuko dugu kontuan.
1. r < —1 bada, lim r" ez da existitzen, ez eta lim S, ere; beraz, Zarn_l seriea
n—oo n—oo

oszilatzailea da.

2. r=—1bada, {S,}=1{a,0,a,0,a...} da, hots, oszilatzailea da; beraz, Za(—l)"f1 serie
oszilatzailea da. !

a
3. |r| <1 denean, lim r"=0 da,eta lim S, =-——; beraz, E ar™ ! seriea konbergentea
n—00 n—00 1—
> a
da, eta horren batura E ar™ ! = da.
o 1—r

4. r =1 bada, hm Sp = 11_>m na =00 da eta, beraz, Za serie dibergentea da.
n o

5. r>1Dbada, lim r"=o00 da,eta lim S, =o00; beraz, Zar”fl seriea dibergentea da.
n—oo n—oo oy
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Laburbilduz, emaitza hau lortu dugu:

1. r < —1 denean, Zar”fl serie geometrikoa oszilatzailea da.
n

2. |r] <1 denean, Zar"il serie geometrikoa konbergentea da eta batura du.
n

—r
3. 1 <r denean, Zar"il serie geometrikoa dibergentea da.
n

4.5. Adibideak.
4.2. Adibideko serietatik 1., 4. eta 6. serieak serie geometrikoak dira.

1. E 1 seriearen kasuan, a =1 eta » = 1 dira. Aurreko adibidearen emaitzen arabera, r =1

n
denez, seriea dibergentea da.

1 1
2. ZF seriearen kasuan, a =1 eta r = = dira. Aurreko adibidearen emaitzen arabera,

1
r = — < 1 denez, seriea konbergentea da; eta horren batura hau da:

i ! —1+1+1+1+ _ ! =2
—on—1 "o lyglg 1T
n=1 2
3. z:(—l)"_]L seriearen kasuan, a =1 eta r = —1 dira. Aurreko adibidearen emaitzen arabera,
n
r = —1 denez, seriea oszilatzailea da.

Batura partzialen limitea kalkulatu baino lehen, seriearen batura existituko denetz esango digun
irizpidea interesatzen zaigu.

4.6. Teorema. Cauchyren irizpidea serieetarako
Zan seriea konbergentea da baldin eta soilik baldin hau betetzen badu.:

n
Ve>0 dng(e) eN/Vp,g>nole) [Sq—Spl =lapt1+apra+---+aq <e.
Aurreko teoremaren ondorio hauek dira praktikan erabilgarriak:

4.7. Korolarioa. Zan seriea konbergentea bada, lim a, =0 beteko da.
oy n—00

Oharra. lim a, =0 izateak ez du esan nahi E a, seriea konbergentea denik.
n—o0
n

4.8. Adibideak.
4.2. Adibideko serietatik 1., 2. eta 6. serieak aztertuko ditugu.

1. Z 1 seriearen kasuan, a, =1 eta li_)rn 1=1+#0 da. Hortaz, ezin da konbergentea izan.
n—oo

n
2. z:(—l)"_1 seriearen kasuan, a, = (—1)" ! eta lim (—1)""! ez da existitzen; beraz, seriea
n— o0

n
ezin da konbergentea izan.

1
3. Z— serieari serie harmoniko deritzo. Serie horrek ez du Cauchyren irizpidearen baldintza

—n
betetzen.
|Sq—Spl = + ++agl : + ! -t g
— = |a a a | —_— - — ueu.
q P p+1 p+2 q Pl pt2 q g
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1
Har ditzagun € < 3 eta g =2p. Orduan,

1Sy — S = | —— 4+ —— +1>‘1+1+ b |opt =t
T g1 T p2 2| 12p " 2p ol Pop 2

1
beteko da. Beraz, |S;—S,| balioa ezin da egin nahi bezain txikia beti. Hortaz, Z — seriea

n

1
ezin da konbergentea izan. Eta, hala ere, lim — =0 da.
n—oon,

4.9. Korolarioa.
Zan seriea konbergentea da baldin eta soilik baldin li_)rn R, =0 bada.
n (o)
n

4.2. GAI POSITIBOKO SERIEAK

4.2.1. Definizioa eta propietateak
4.10. Definizioa. Zan gai positiboko seriea da Vn>ng a, >0 bada’.

4.11. Propietateak.
1. {S,} segida hertsiki monotono gorakorra da.

2. E an seriea konbergentea edo dibergentea da, baina inoiz ez oszilatzailea.

n
3. Elkartze-legea: Zan seriearen izaera eta batura ez dira aldatzen ondoz ondoko gaien taldeen
n
ordez beren baturak jartzen badira.

4. Banatze-legea: Zan seriearen izaera ez da aldatzen bere gai guztiak \ # 0 konstante batez
n

oo oo
biderkatzen badira. Horrez gain, Zan =s bada, Z)\an = \s izango da.

n=1 n=1
5. Trukatze-legea: Zan serieak bere gaien edozein berrordenazio onartzen du, izaera eta
batura aldatu gabe.n

4.12. Adibidea. z:(—l)T“1 seriearen s batura kalkulatzen saiatuko gara.

1—1+1—1+121+1—1+... =1-(1-141-14+1-1+1—...) da, bigarren gaitik aurrera —1
faktore komuna aterata, banatze-legea beteko balitz.

Ezkerreko atalaren batura s da, eta eskuinekoarena 1 —s. Beraz, s =1 — s da; eta hortik, s = %
dugu.

Orain, elkartze-legea beteko balitz, seriearen gaiak binaka elkar genitzake seriearen batura lor-
tzeko:
s=1-1+1-141-141-14---=(1-1)+(1-D)+(1-1D)+(1-1)+---=0+04+0+0+---=0.

Edo, seriearen gaiak beste era honetan elkartuz gero, seriearen batura hau lortuko dugu:
s=1-141-141-141-14---=1—-(1-1)-(1-1)-(1-1)—---=1-0-0-0—-0—---=1.

Adibide honekin ikusi dugu elkartze-legea eta banatze-legea ez direla serie oszilatzaileekin bete-
tzen.

1. Gai positiboko seriea izateko, nahikoa da gai batetik aurrera gai guztiak positiboak izatea; nahiko genuke posi-
tiboak ez diren gaiak bere aldetik batzea. Atal honetan serie guztiak gai positiboko serieak direla pentsatuko dugu.
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4.2.2. Konparaziozko irizpide orokorra

4.13. Definizioa.

1. E b, seriea E a, seriearen serie maiorantea da VYn>ng b, >a, bada.

2. E b, seriea E an Seriearen serie minorantea da VYn>ng b, <a, bada.
n

4.14. Teorema. Konparaziozko irizpide orokorra

1. E an serieak serie maiorante konbergentea onartzen badu, E an seriea ere konbergentea
n n
izango da.

2. E an serieak serie minorante dibergentea onartzen badu, E an Seriea ere dibergentea izango
n

n
da.
4.15. Adibidea. Serie harmoniko orokorra

1 1
an=—, Q€ R*  denean, E —  serie harmoniko orokorra dugu.
n n
n

1
1. a =1 kasuan, Z — serie harmonikoa dugu. 4.8.3. Adibidean ikusi dugu ezin dela konber-
n

n
gentea izan. Beraz, gai positiboko seriea denez, dibergentea da.

Seriea harmoniko deritzo gai bakoitza aurreko eta hurrengoaren arteko batezbesteko harmonikoa

2an_10a
delako, a, = Son 10l
Ap—1+ant1
1 1 1 1 . .
2. <1 denean, n“<n  daeta — >— da, Vné&N. Beraz, Z— serie harmonikoa
n® n n

n

1 . L . . . e 1 .
E — seriearen serie minorante dibergentea da. Bigarren irizpidea erabiliz, E — seriea
n n oy n
ere dibergentea da.

3. a > 1 kasuan, elkartze-legea erabiliko dugu.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 (1

E:1+2a+37a+4a+5a+ +7a+87a+ + S
n

11 11 1 1 11 @, 2 4 8
St {ptoe )@t tete) ettt )t S ltmtateat

1 1 1 1 1 \? 1\? 1\
=1+ 50—1 " 92a=3 T p3a—3 T T 1+ go-1) T\ga1) T\a1) T 7 > ga—1
n

1
<
no

(1) desberdintzan, serie maiorante bat erabili dugu, delako o >1 denean,

1
(n+k)>
k>0 izanik.

(2) berdintzan, elkartze-legea erabili dugu, bi aldeetako serieen izaera eta batura aldatu gabe;
hortik aurrera batugaien sinplifikazioak egin ditugu.

Azkena r = arrazoidun serie geometrikoa da. Gainera, r <1 da a > 1 delako. Be-

1
2&—1
1

n—1
raz, Z ( ) serie maiorante konbergentea da. Ondorioz, lehenengo irizpidea erabiliz,
9a—1

1
Z — seriea ere konbergentea da.
n

n
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Laburbilduz, emaitza hau lortu dugu:

1
1. a <1 denean, g —  serie harmoniko orokorra dibergentea da.
n
n

1
2. a > 1 denean, E —  serie harmoniko orokorra konbergentea da.
n
n

1
Emaitza hori ikusita, esan dezakegu 4.2. Adibideko Z — serie harmonikoa dibergentea dela,
n

n

1
a=1<1 delako, eta Z — seriea konbergentea dela, a=2>1 delako.
n

n

4.16. Korolarioa. Izan bitez Zan eta an serieak.
n n

1. lim dn _ c#0 bada, Zan eta an serieek izaera bera dute.
n n

n—o0 b,

¢ =1 kasuan, {a,} eta {b,} segidak baliokideak dira. Hortaz, bi segida baliokideak direnean,
dagozkien serieak izaera berekoak dira.

a

2. lim — =0 denean, bi inplikazio hauek betetzen dira:
n—oo n

Zan dibergentea bada, an ere dibergentea da.

n
an konbergentea bada, Zan ere konbergentea da.
n n

3. lim In — 5o denean, bi inplikazio hauek betetzen dira:

Zan konbergentea bada, an ere konbergentea da.
n

n
an dibergentea bada, Zan ere dibergentea da.
n n

1
4.17. Adibidea. Determina dezagun E sin — seriearen izaera.
n
n

1 1 1
Aurreko gaian (3.22. Adibidea), {n} ~ {sinn} baliokidetza ikusi genuen; beraz, Zsinﬁ

1 . . . . . 1 .
eta E — serieek izaera bera dute; serie harmonikoa dibergentea denez, E sin— seriea ere
n n
n

n
dibergentea da.

4.2.3. Konparaziozko irizpide orokorraren aplikazioak
4.18. Teorema. Cauchyren edo erroaren irizpidea

r existitzen bada, non VYn>ng Ya, <r<1 den, Zan konbergentea izango da.

n
Bestela, Yn>ng ®a,>1 bada, Zan dibergentea izango da.
n

Erregela praktikoa

g a, seriea emanik, Ya, =1 bada,
n

[ <1 denean, Zan konbergentea izango da;

lim
n—oo

n
[ > 1 denean, Zan dibergentea izango da;

n
[ =1 denean, zalantzazko kasua dugu.
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4.19. Teorema. D’Alembert-en edo zatiduraren irizpidea

a

r existitzen bada, non Yn > ng ntl <r<1 den, Zan konbergentea izango da.

an -
a
Bestela, ¥Yn >ng ntl >1 bada, Zan dibergentea izango da.
an —~
Erregela praktikoa
. . . Gn+1
Zan seriea emanik, lim =1[ bada,

- n—o0 @,

[ <1 denean, Zan konbergentea izango da;
n

[ > 1 denean, Zan dibergentea izango da;

n
[ =1 denean, zalantzazko kasua dugu.

4.20. Teorema. Raabe-ren irizpidea

Gn41
an

r existitzen bada, non ¥Yn>ng n (1 — ) >r>1 den, Zan konbergentea izango da.

n
An+1

an

Bestela, Yn>ng n (1 — ) <1 bada, Zan dibergentea izango da.
n

.. . An+1
Irizpide hau lim nt
n—oo an

=1 denean erabiliko dugu.
Erregela praktikoa

Zan seriea emanik, lim n <1 — a"“) =1[ bada,

n—00 an,

n

[ > 1 denean, Zan konbergentea izango da;

n
[ <1 denean, Zan dibergentea izango da;

n
[ =1 denean, zalantzazko kasua dugu.

Inn

4.21. Adibidea. Azter dezagun Z abn seriearen izaera a eta b balioen arabera, a,b > 0 izanik.
n
FErroaren irizpidea erabiliko dugu:
o amm alnn/n aglnn/n
Yan = T da eta, beraz, nh—>Holo Yay = nh_)ngo = 1/b da.

Inn

1/b< 1, hau da, b > 1 bada, Z abn konbergentea da.
" Inn

1/b>1, hau da, b< 1 bada, 3. ”bn

dibergentea da.
1/b=1, hau da, b =1 bada, zalantzazko kasua dugu.

b =1 denean, Zaln” seriea dugu.

n
Horren izaera determinatzeko, zatiduraren irizpidea erabiliko dugu orain.

Ant1 aln(nJrl)

_ ntl .. | . ntl
: = gD =Inn — =50 gas eta limitea,  lim "l — Jim ™% =1 da. Hor-
Qnp, anmn n—oo @, N—00

taz, berriro ere zalantzazko kasua dugu.

Azkenik, Raaberen irizpidea erabiliko dugu.

n (1 - a"“) =n (1 —a HTH) da, eta limitea kalkulatuz, honela geratuko da:
Gn

ntl Ina (i) lim —nllna =—Ina=In-.
n—oo n a

—+1
lim n (1 e

Jim ) W lim —n (hmln n#) = lim —nln

n—o0 n—oo
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n n 1 1
(1) eta (2) berdintzetan, { (1 —a $> } ~ {— Ina™ %1} eta {ln nt } ~ {} baliokidetzak
n

n
erabili ditugu.

1 1 1
In—>1, edko —>e, edo a<— bada, Zaln" konbergentea da.
a a e —
1 1 1 nn 1.
In—-<1, edo —<e, edo a>— bada, Za dibergentea da.
a a e —
=1 edo - d L pad > (1/e)n Zl ie h ikoa d ta hori
n—=1, edo —=e, edo a=- bada, e =) — serie harmonikoa dugu, eta hori
a a e n &

n n

dibergentea da, 4.15.1. Adibidearen arabera.
4.22. Teorema. Pringsheim-en edo biderkaduraren irizpidea

Izan bedi Zan gai positiboko seriea. nl;ngo n%a, =1€[0,00) existitzen bada « €R baterako,
n

1. a>1 eta l<oo direnean, Zan konbergentea izango da;
n

2.a<1l eta 1>0 (=00 barne) direnean, Zan dibergentea izango da;

n

1 1
4.23. Adibidea. Azter dezagun Z —1In (1 + 3> seriearen izaera.
—n n
Pringsheimen irizpidea erabiltzeko, n® biderkatu behar dugu gai orokorrarekin; ondoren, limitea

kalkulatuko dugu, a egokia aukeratuz.
1 1 1 1 1
lim n%a, = lim n®“—In {1+ — @ lim n® ' = = lim n®* da, {In(14+— )~ = de
n—o0o n—oo n n3 n—co n3 nooo n3 n3

lako.
1 1
(1) berdintzan, {ln (1 + 3>} ~ {3} baliokidetza erabili dugu.
n n

Limite finitua lortu nahi badugu, «a—4 <0 bete beharko da, hau da, « <4. Hortaz,
a=4>1 aukeratuz gero, lim n%, = lim n’ = lim 1=1<oo da eta Pringsheimen irizpideak
n—oo n—oo n—oo
dio seriea konbergentea dela.

4.2.4. Serieen batura zehatza
Gai positiboko serieak konbergenteak edo dibergenteak izan daitezke. Bigarren kasuan, serieen batura

o0
infinitu da, hots, Z ap, =00 da.
n=1
Serie konbergenteen kasuan, batura finitua da eta hori kalkulatu nahi dugu. Serie berezi batzuen

batura zehatza kalkulatuko dugu.

1) Serie geometrikoak
Zar”_l, a#0 eta reR izanik.

n

(0.9}
Batura: Z ar =2 da, |r|<1 denean (ikus 4.4. Adibidea).
n=1

1—r
2) Serie hipergeometrikoak

a an+ .
Z ap, NON ntl b baita.
n an, an—+-y

D’Alemberten irizpidea erabiliz, lim Il _ i on+p =1 da.

n—oo n—oo N + Y

an+1) :n(l— an—i—ﬁ) - =8 _ (y=B)n da
an an+-y an+ 7y an+y

I

Orain, Raaberen irizpidea aplikatuz, n (1 —

eta limitea kalkulatuz, honela geratuko da:
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lim n(l—anﬂ> = lim (y=B)n = 7_5.
n—00 A, n—o00 an—|—fy o
M >1 edo y>a+ S denean, seriea konbergentea izango da.
e
Kasu horretan, batura hau izango da: Oy = ————
g Z n @ + 5
n!
4.24. Adibidea. Kalkula dezagun seriearen batura zehatza, a ¢ 7Z~.
a8 ;(a+1)(a+2)---(a+n) zehatza, a ¢
Lehendabizi, serie konbergentea dela egiaztatuko dugu:
n!
ap = bada,
" (a+1)(a+2)---(a+n)
(n+1)!
Ant1 _ @@ttty _ _ (n+Da+1)(a+2)---(a+n)  n+tl izango da
an e CEIECE) nl(a+1)(a+2)---(a+n)(a+n+1) nt+a+l

Badakigu serie hipergeometrikoa konbergentea dela v > a4+ denean; kasu honetan, a =1,
B8=1 eta y=a+1 dira eta, beraz, baldintza beteko da a+1>1+1 bada, hots, a>1 bada.
Kasu horretan, batura hau izango dugu

n! _ al(a+1) 1
Z a+1)(a+2)-- (a+n)_(a++1) (1+1) a-—1

, a>1 izanik.

3) Serie aritmetiko-geometrikoak
ZP(n)r", non P(n) polinomio bat baita.

n
D’Alemberten irizpidea erabiliko dugu izaera determinatzeko.
anr1  Pn+1)r"tt  P(n+1)
— P(n)r" bad — —
i (n)r e P(n)rm P(n)
. An+1 . P(’I’L + 1)
lim = lim —————=
n—oo  q, n—00 P(n
handieneko koefizienteak berdinak. Ondorioz, seriea konbergentea da r <1 bada.
Kasu hauetan, honela kalkulatuko dugu batura zehatza: seriearen s batura hartuko dugu, eta r
arrazoiaz biderkatuko dugu.

s=>» P(n P(0)+ P(1)r+ P(2)r? 4 ---+ P(n)r"
Z

da, eta zatiduraren limitea kalkula-

tuz, r=r ateratzen da, bi polinomioek maila bera dutelako, eta maila

s=r- ZP PO)r+P(1)r?+P2)r3+-- 4+ P(n—1)r"+---
Bion arteko kendura kalkulatuz gero,
oo

s—r's:(1—7’)8:P(O)-i-Z(P(n)—P(n_l))rn
n=1

(0.9}
Z (P(n)—P(n—1))r" serie aritmetiko-geometriko berri bat da, non Q(n)= P(n)—P(n—1)
n=1
polinomioak maila bat gutxiago baitu eta, beraz, prozedura bera erabil dezakegu.

1
4.25. Adibidea. Ikus dezagun zein den Z n 2: seriearen batura zehatza.
n=0

1
Lehendabizi, konbergentzia egiaztatuko dugu: r = - <1 denez, seriea konbergentea da.

X n?+1 2 5 10 n?+1
— =14+ — ...
5 nzo o +2+22+23+ +
1 > 1 2+5+10+ +(n 1)2 +1
2 2 tTetEty on

n=0
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Bion arteko kendura kalkulatuz gero,
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1 (1 1) Lo, 2=, 5-2 10-5 (n2+1)—((n—1)2+1)+
s—=s=|1l—=]s==s=
2 2 2 2 22 23 2n
1 3 5 2n—1 > 2n—1
p— 1 _— —_— —_— .« o 1
ottt Tt +nz_:1 o
<, 2 —
Orain, prozedura errepikatuko dugu Z 5 seriearekin, hori ere serie aritmetiko-geometrikoa
n=1
delako. -
2n—1 1 3 5 2n—1
r_ — a2
s_ngl o stEtmt T
1, 1i2n—1 1+3+5+ +2n—3+
2 2 = 2 22 23 24 2n

Bion arteko kendura kalkulatuz gero,

S,_1S,_(1 1)3/—13’1 3-1,5-3  (2n-1)-(n-3)

2 T2 2¥ Ta T T T on
1 2 2 2 1 &1
S e E S S ) I N

AR R TR P T

n=2
[eS)

1
Azkena, Z on’ serie geometriko konbergentea da, 7 = 3 <1 delako, eta horren batura

n=2
1 5 1
ezagutzen dugu: —=-2r=4==
e
1 1 1 1 3
Hortaz, 53’ =5 —1—25 =3 +1= 3 da; hortik, s’ = 3 da.

1
Azkenik, 35= 1+s'=1+3=4 da; eta, beraz, s =8 da.

4) Serie teleskopikoak

Zan, non ap=b,—bpy1 eta lim b, =0 baitira.
oy n—oo

o
Kasu hauetan, batura hau dugu: Z an =0b1—b.
n=1

(e}
1
4.26. Adibidea. Ikus dezagun zein den nz::l @n+1)2n+3) seriearen batura zehatza.
Lehendabizi, seriearen gai orokorra deskonposatuko dugu:
1/2 1/2
ap = = — da.
2n+1)(2n+3) 2n+1 2n+3
1/2
Beraz, esan dezakegu serie teleskopikoa dela, b, = 5 /-i- 1 izanik.
n
1 1/2
Ondorioz, b; =- eta lim b, = lim / =0 direnez, batura hau izango du:
6 n—00 n—oo 2n + 1

1 1

> 1
> ;0=
= (2n+1)(2n+3) 6 6

5) Serie harmonikotik eratorriak

1
Z — serie harmonikoa da, eta serie dibergentea da. Horren n. batura partziala H,, idazten da:
n

11 1
Hy=14>4>4+-.
n=ld gt
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Froga daiteke H, =Ilnn+~vy+¢, dela, non ~=0,57721566... Eulerren konstantea baita eta

lim £, =0 baita.
n—oo

Bestalde, posizio bikoitiko eta bakoitiko batugaien n. batura partzialak honela izendatzen dira:
1 1 1 1 1

P,=- — eta Ip=14+—-+—-+-- .
2+4+ +2n eta I, +3—|—5+ +2n—1

P, +1, = Hy, betetzen denez, bi batura partzial horiek H,, batura partzialaren funtzioan idatz
ditzakegu:

1 11 1 1 1
P, == (1+++---+> =_-H, eta I,=Hy,—P,=Hy,—-H, ditugu.
2 2 3 n 2 2
> (—1)n-]
4.27. Adibidea. Kalkula dezagun zein den Z ——— serie harmoniko alternatuaren batura
n
n=1
zehatza?.
Seriearen 2n. batura partziala hartuko dugu eta deskonposatuko dugu:
S 1-— 1—1-1 1-1-1 ot ! ! <1+1+1+ e ! ) (1—|—1+ +1>d
p— —_— — —_ —_— —_— DAY —_— a“
T T3 45 n—1 2n 35 on—1 24 2n
Hortaz, So, =1,— P, da. Orain, I,, eta P, beren balioz ordezkatuko ditugu:
1 1
S2n = In - Pn = (HQn - 2Hn> - §Hn = H2n _Hn‘

Orain, Hs, eta H, beren balioz ordezkatuko ditugu:
Son = Hop— Hp = (In2n++y+¢e9,)—(Inn+~y+¢,), non lim €3, =0 eta lim £, =0 baitira.
n—oo n—oo
Hortaz, So, = (In2+Ilnn+~vy+e9,)— (Inn+v+e,) =In2+e9,—e,, non li_>m (eon—en) =0
n o
baita.
Ondorioz, S, batura partzialen limitea kalkulatzen badugu,
1Lm Sop = le (In2+¢e9, —e,) =In2 izango dugu. Hau da, serie harmoniko alternatuaren ba-
n o n (o)

tura zehatza hau da:

i(_li—lnz

n=1

6) Serie arrazionalak
> o

n Qn
Pringsheimen irizpidea erabiliko dugu izaera determinatzeko.

P P il
P (n) bada, n%a,=n () da, eta limitea lim n%a, = lim n® (n)

n
Q(n)
Seriea konbergentea izateko « > 1 eta limite finitua lortu behar dugu; horretarako, a+k <I
bete beharko da.

Ondorioz, serie konbergentea izango da [ > k+2 denean, 3.26. Adibidea kontuan hartuz.

Pln)
Q(n)

serie harmoniko orokorrak lortuz. Serie harmoniko horien baturak erabiliz kalkulatuko da serie
arrazionalaren batura.

)

serieak dira, non P(n) eta Q(n) k eta [ mailetako polinomioak baitira, hurrenez hurren.

O

o

Batura kalkulatzeko, seriearen gai orokorra frakzio bakunetan deskonposatuko dugu,

Lagungarria izan daiteke Riemann-en ¢ funtzioa: ((s) = Z —, s>1 izanik. Bi kasu nabariak
—n

dira: - ) - A
1 7 1 T
— =— et 4) = — =
Z:: n? eta ¢(4) nz:l nt 90
1 2
Bestalde, lehenengo kasutik Z ﬁ % ere atera daiteke.
n

2. Kontuan izan seriea ez dela gai positiboko seriea; hala ere, metodoa erabil dezakegu batura zehatza kalkulatzeko.
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> 1

4.28. Adibidea. Kalkula dezagun serie arrazionalaren batura zehatza.

nz n3+2n?2 —n—2
Serie konbergentea da izendatzaileko polinomioaren maila | = 3 eta zenbakitzailekoarena k =0
direlako; beraz, [ > k+2 baldintza betetzen da.
Izendatzaileko polinomioa deskonposa dezakegu: n®+2n%?—n—2=(n—1)(n+1)(n+2).

Beraz, gai orokorra hiru batugai bakunetan deskonposa dezakegu honela:
B

o —n—2 (n 1)(n—|—1)(n—|—2):n—1+n+1+n+2'

B=— eta C== aterako ditugu. Eta seriea honela deskonposa

1
Kalkuluak egi A=—
alkuluak eginez, 5 5 3

dezakegu
1 1 13 1 131
I e P B S DB R PO
n°+2n—n—2 — n—1 2 —n+1l 3 2n+2

Oraln seriearen n. batura partziala kalkulatuko dugu:
1 1 1 1 1 1/1 1 1 1 1/1 1 1 1
Sp=—-(1+-+-+-+ -+ — +-+-+F— )+t F =+ +—

6 23411n1 2\374 "5 n+1 3\4 56 n+2
Hiru parentesietan 1 + - 3 4+ 4 1 batura komuna da; beraz, faktore komun gisa atera
dezakegu; gainerako batugaiak ondoren jarriko ditugu:

S—(l 1+1>(1+1+ + ! +

"T\6 2 3/\4 5 —1
+1(1+1+1> 1(1+1+ 1 )+1<1+ 1 n 1 )

6 2 3 2\3 n n+l 3\n n+l1 n+2/)
1 1 1
— ——+4—-=0 denez, lehenengo batugaia desagertuko da; gainerakoak sinplifikatuz honela idatz

dezakegu .S, batura partziala:

g 111 1+< 1+1)<1+ 1 >+1 I 5 1(1+ 1 )+1 1
"T66 6 2 3/\n n+1) 3n+2 36 6\n n+l) 3n+2
Sy batura partzialaren limitea kalkulatuz lortuko dugu batura zehatza:

S — 1 {5 1(1+ 1 >+1 1 } 5
1m =lm|———=(—+—— | ==
n—co ' n—oo |36 6\n n+1 3n+2 36

P
7) Z T(:) erako serieak

n

D’Alemberten irizpidea erabiliko dugu izaera determinatzeko.
P(n+1)

_ P(n) ant1  mrnt _ n!Pn+1)  P(n+1) .
ap = i bada, a P(?) = (n+ 1)1P(n) = (n+ 1)P(n) da, eta limitea kalkulatuz,
n:
. an+1 . P(n+ 1) . . . . .
lim = lim ———*"-=0<1 ateratzen da, bi polinomioek maila bera dutelako. Ondorioz,
% g, % (0 1)P(n)

seriea konbergentea da polinomio guztietarako.
P(n) A C .
Batura kalkulatzeko, — == —+ +---+-——— deskonposaketa egingo dugu, non k
n! n! " (n—1)! (n—k)!
baita P(n) polinomioaren maila.

Batukariaren hasierako balioa egokitu beharko dugu izendatzaileetako faktorialen arabera.

1

Deskonposaketaren batugai bakoitzean Z =e berdintza erabiliko dugu.

n= 0

n?+3n+2 .
4.29. Adibidea. Kalkula dezagun Z ——— seriearen batura zehatza.
n!

Frogatu denez, serie konbergentea da. Orain, hiru batugaitan deskonposatuko dugu:
n?+3n+2 A B C Vi > 9
—_— = n> 2.

R RN CES R )
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Koefizienteak kalkulatzeko, izendatzaileak berdinduko ditugu, eta sinplifikatuz, berdintza hau
lortuko dugu: n?+3n+2=A+Bn+Cn(n—1). Hortik, C=1, B—-C=3=B=4 eta A=2
lortuko ditugu.

Izendatzaile batean (n—2)! dugunez, batukarien lehenengo balioa n = 2 izatea komeni da;
horretarako aldaketa hau egingo dugu batura osoan:

n?43n4+2 6 X n’+3n+2 2 n?+3n+2
Z n! :ﬁ—i_z n! :6+Z n! '
n=1 n=2 n=2
Orain, deskonposaketa ordezkatuko dugu:
2 n?+3n+2 /(2 4 1 =1 1 =1
——— =6+ (—i— + >:6+2 —44y —F ) =
nz::l n! 7;2 n! (n=1)! (n—2)! nz::zn! nz:;(n—l)! T;(n—2)!
=1 1 1 > 1 1 > 1
=6+2(>S = — )4 [ — =
" (Z_:n' 0! 1!>+ <Z_: (n—1)! 0!>+Z(n—2)!
n=0 =1 =2

=6+2(e—2)+4(e—1)+e=Te—2.

4.2.5. Serie baten batura hurbildua

Seriea konbergentea denean, horren batura kalkulatzea interesatuko zaigu. Kasu askotan batura hori
kalkulatzeko metodoak edo formulak daude; baina, beste kasu askotan ez dago metodorik edo formu-
larik batura kalkulatzeko. Hemen, batura zehazki ezin denean kalkulatu, batura gutxi gorabehera,
hots, hurbilpena, nola kalkula daitekeen ikusiko dugu. Hurbilpen horri batura hurbildu deritzogu.
Batura hurbildua kalkulatzen denean, errore bat egiten da; errore hori bornatuko dugu. Errorearen
arabera esango dugu hurbilpena ona den ala ez.

Sy izango da batura hurbildua eta R, egiten den errorea. Hau da, batura hurbildutzat batugai
kopuru finituaren batura hartzen da, hots, batura partziala, eta gainerakoak, hondarrak, errorea
ematen du.

Batura hurbildua kalkulatzeko eta errorea bornatzeko gaiaren hasieran eman genituen emaitzak
erabiliko ditugu:

[o¢]
E:anZZS%%aRk VkeN,
n=1
eta Cauchyren irizpidearen 4.9. Korolarioa:
Zan seriea konbergentea da baldin eta soilik baldin 71131(}0 R, =0 bada.

n
Serie konbergenteetarako, beraz, n11_}1(1;0 R, =0 denez, hau beteko da:
Ve>0 dnoe) eN/Vn>ngle) |Rn|<e.

Beraz, n >mng(e) hartzen badugu, |R,| <e izango da, hots, errorea nahi bezain txikia egin
dezakegu.

Bi problema mota izango ditugu. Batean, batura hurbildua emango digute eta egiten dugun erro-
rea zehaztu beharko dugu. Bestean, errorearen maila emango digute eta batura hurbildua kalkulatu
beharko dugu. Bigarren hori da zailagoa.

Bi problemak ebazteko erroaren eta zatiduraren irizpideak erabiliko ditugu.

Erroaren irizpidea
Zan konbergentea da nhﬁnolo Ya, =1<1 bada.
n
{/a,} segida [ limitera ezkerretik edo eskuinetik hurbil daiteke:

1. Vn>k {/a, <l bada (ikus irudia), a, <I™ beteko da Vn > k.
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Beraz, Rj = app1+apyo+appz+-- <424 0840 da,
lk—l—l
Azkena serie geometriko konbergentea da, [ < 1 delako, eta horren batura 11 da. Hortaz,
errorea honela bornatuko dugu:
lk+1
R < —.
P10

2. Vn>k g/a,>1 bada, {{/a,} segida beherakorra da eta, hortaz, /a, < {a; beteko da
Vn>k. Hauda, a,<(¥ar)" betetzen da, Vn > k.

Ry = ajy1 +appa +agprz -+ < (Yap) 4 (Yap) 2+ (Yap) P da
Berriro ere, serie geometrikoa lortu dugu. Baina, oraingoan, ez dakigu konbergentea den ala
ez, 4{/ap arrazoia ezezaguna delako.
a) {ar <1 bada (ikus irudia),
| | | |
0 l Yar 1
serie geometrikoa konbergentea da eta errorearen borne hau lortzen dugu:

k k+1
R, < W@
1— Vay,
b) {/ay>1 bada, /aj <1 betetzen duen lehen j > k bilatuko dugu (ikus irudia).

—Xfan

\ \ \ \ \
0 l \z/a 1 W

Hortik aurrera, Vn>j a, < j@a; edo a, < (¢/a;)" beteko da. Beraz, errorearen
borne hau lortuko dugu:

Ry =app1+-+aj+- <appr+-+a;+ (yfag)+-
Orain, serie geometriko maiorantearen arrazoia y/aj <1 da. Hortik,

(W)j+1
1—yaj

Ry, <agy1+aggo+--+aj+

Zatiduraren irizpidea

. OGpy1
g a, konbergentea da lim nt
n—oo an,

=[<1 bada.

{anH } segida [ limitera ezkerretik edo eskuinetik hurbil daiteke:
an

1. Vn>k Intl <1l bada (ikus irudia), apy1 <la, betekoda Vn > k.
an
a’rH—l “ee
Qn,
| | |
0 l 1

Beraz, Ry = apq1+appo+apis+-- <appr +lager +1Pap+--.

a
Azkena serie geometriko konbergentea da, [ < 1 delako, eta horren batura ML da. Hortaz,

1-1
errorea honela bornatuko dugu:
ak+1

1-1

Ry <
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a
ntl beteko

a a a
2. Vn>k —tl >1 bada, { ntl } segida beherakorra da eta, hortaz, < s

A, A, Qp, ag
ag

da, Vn>k. Hauda, apy1 < +l an, betetzen da, Vn > k.

2
Ag+1 Ag+1
szak+1+ak+2+ak+3+“'Sak+1+< . )ak+1+< . ) Apy1+-o-
k k

Berriro ere, serie geometrikoa lortu dugu. Baina, oraingoan, ez dakigu konbergentea den ala
Ak+1

)
ag

arrazoia ezezaguna delako.

a) % <1 bada (ikus irudia),
k

Al

Qn
| | | |

0 l a1 1

3

serie geometrikoa konbergentea da eta errorearen borne hau dugu:

Q41 Apai41
Ry < —g—== R
1 2L ap—agq
ag

b) il >1 bada, %+ 1 betetzen duen lehen j > k bilatuko dugu (ikus irudia).
aj 7

Gnyl
anp,
! ! ! ! !
0 l Aj+1 1 A1

aj g

o a a; a;
Hortik aurrera, Vn > j Dntl DL oqo an+1 < Qp Eh beteko da.
(0799 a; a;

(7 AN
Rk:ak+1+~~+aj+aj+1++aj+2+'~Sak+1+-~+aj+aj+1+( Z;r )aj+1+-~
)

. . . . . 541 .
Orain, serie geometriko maiorantearen arrazoia -~ <1 da. Hortik,

aj
a; a;a;
Ry, Sak+1+ak+2+”'+a]‘+% :ak+1+ak+2+"‘+aj+]7j+l.
1— - aj —aj+1
aj
. 300 )
4.30. Adibidea. Borna dezagun R3 errorea Z—n serierako.
n
n
1) Erroaren irizpidea
300 300 /300
an = —+ bada, a,= { —=— da. Eta erroaren limitea kalkulatuz,
n n n
V300
lim a, = lim —— =0<1 da; beraz, seriea konbergentea da. Hortik ere ateratzen dugu
n—00 n—oo  n

segida [ =0 limitera eskuinetik hurbiltzen dela. Beraz, 2. kasuan gaude.

V300
n
3/
k=3 denez, V300 =2,23>1 lortzen dugu. Horrek esan nahi du 2.b kasuan gaudela eta
7 >3 bilatu behar dugula.
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V300 v/300

=1,04>1 et
1 ,04 > eta

=0,62 <1 dugu. Beraz, j =5 da, eta errorearen bornea hau da:

300 300 (@)6

R3 < F+575+1_73m = 1,428.
2) Zatiduraren irizpidea
300
300 n " 1 "
a, = — bada, Intl _ (n+310)0 o i = ( i > da, eta limitea kalkulatuz,
nm an o (n+1)"tt n4+1\n+1

1 1
im 22 — lim — ] =0<1 ateratzen da. Ondorioz, seriea konbergentea da eta,
n—0oo @y, n—oon, 4+ 1 (1_|_l)

n

n
horrez gain, {n} segida [ =0 limitera eskuinetik hurbiltzen da, eta 2. kasuan gaude.
(n+ 1)+l
3
k=3 denez, a= 0,10 <1 dugu eta 2.a kasuan gaude. Hortaz, errorearen bornea hau da:
300 300
R3 < W 30%3 4:i;loo = 1,310.

T az—aq 33 T 4%

300
4.31. Adibidea. Z —— seriea emanik, kalkula dezagun batura hurbildua Ry errorea 0,001 baino
n

n
txikiagoa izan dadin.

1) Erroaren irizpidea erabiliko dugu.
. . V300
Jm, /= lim, =

V300

Badakigu

=0 <1 dena; beraz, seriea konbergentea da.

V300

n

Badakigu ere } segida =0 limitera eskuinetik hurbiltzen dena, Vn >0

delako. Hortaz, 2. kasuan gaude.

V/300
Hortaz, 2.a kasuan gaudela pentsatu dugu; kasu horretan, errorea bornatzeko formula hau da:

k k+1 k k+1
R < @. Bestalde, Ry < 0,001 izatea nahi badugu, nahikoa da M < 0,001
1—({/ak) 1—(Yayx)

izatea. Hortik k-ren balioa askatuko dugu. Lehenago, desberdintza sinplifikatuko dugu:

7— k+1
W™ o= L dezkat () <2
P — = — aj. oradezkatuz
1— (Yap) 1000 F a0 1000

300+/300 _ !
kF(k— ¢/300) 1000
Orain, hurbilpenen bidez kalkulatuko dugu k-ren balioa:

k=6 denean, ezkerrean 776.202,071 eta eskuinean 159.221,054 ditugu;
k=7 denean, ezkerrean 677.634,829 eta eskuinean 3.904.596,267 geratzen dira. Hortaz,

k=17 da. .
Gogora dezagun esan dugula iOO

/300
—0,322<1 da.

Bukatzeko, kalkula dezagun batura hurbildua, hau da, S7:
300 300 300 300 300 300 300
da, eta errorea Ry < 0,001.

Pentsatuko dugu <1 dela; geroago egiaztatuko dugu hori.

=

—  sinplifikatuz, — 300.0004/300 < k*(k — /300).

<1 dela; egiazta dezagun, aurrera egin baino lehen, k=7

denean, horrela dela:

S7 =
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2) Zatiduraren irizpidea erabiliko dugu.
n

Kasu honetan ere lim Inil _ lim L 0 <1 da; beraz, seriea konbergentea da.
n—0oo n—00 (n + 1)n+1
n
{n} segida [ =0 limitera eskuinetik hurbiltzen da, frakzioak positiboak direlako;
(n41)nt+l
hortaz, 2. kasuan gaude.
k
Orain ere, m <1 dela pentsatuko dugu; k kalkulatu ondoren egiaztatuko dugu hori.
Baldintza horrekin 2.a kasuko formula erabil dezakegu: Ry < _GkOkt1
Ak — Qg1
Ry < 0,001 izatea nahi badugu, nahikoa da _OkGk+1 < 0,001 izatea. Hortik k-ren balioa
Ak — Qg1
askatuko dugu. Lehenago, desberdintza sinplifikatuko dugu:
300 _ 300 300
KR (k+1)F+T L KR+ D)FFT 300 1
300 300 < 0,001 — smphﬁkatuz, (et )P H1E (]{)—I— 1>k+1 ok < 0,001 = m7
kK (k+1)k+1 W

azkenik, izendatzaileak aldez trukatuz, 300.000 < (k+1)**!—kF desberdintza dugu.

Orain, k-ri balioak emanez, azken baldintza betetzen duen lehen k aurkituko dugu:

k=5 denean, ezkerrean 300.000 eta eskuinean 43.531 ditugu;

k=6 denean, ezkerrean 300.000 eta eskuinean 776.887 ditugu; beraz, k =6 da.
kk

6
k = 6 denean, horrela dela: % =0,056 <1 da.

Gogora dezagun <1 dela esan dugula; egiazta dezagun, aurrera egin baino lehen,

Bukatzeko, kalkula dezagun batura hurbildua, hau da, Sg:

300 300 300 300 300 300
-1 +=5 + g =387,38541615

Sg="— 44
=ttt s T

da, eta errorea Rg < 0,001.

4.3. SERIE ALTERNATUAK

4.32. Definizioa. Izan bedi {a,} segida, non Vn>mny a,>0 Dbaita; Z(—l)"‘lan serieart
n
serie alternatu deritzo.

Gogoan izan segidaren gaiak positiboak direla, baina seriearen gaiak positiboak eta negatiboak
direla, txandaka.

4.33. Teorema. Leibniz-en irizpidea

Izan bedi E (-=1)""la, serie alternatua. {a,} segida beherakorra bada eta lim a, =0 bada,
n—oo
n

Z(—l)n_lan seriea konbergentea izango da.
n

-1 n—1
4.34. Adibidea. Azter dezagun 4.2. Adibideko Z (7 serie alternatuaren izaera.
n
n
1
an, = — da; beraz, segida beherakorra da eta li_>m — =0 da. Orduan, Leibnizen teoremaren
n—oo n,

_1\n—1
arabera, E L serie konbergentea da.
n

n
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Batura hurbildua eta errorearen bornapena
Serie alternatu konbergenteetan batura hurbilduek eta s batura zehatzak desberdintza hauek
betetzen dituzte:

Vk Sop <5< Sopqr.
Serie alternatuen kasuan errorearen bornapena honela geratzen da:

|Rp| < a1

-1 n—1
4.35. Adibidea. Borna dezagun Z(gL

serie alternatuaren Ry errorea.

1
|Rk‘ < Q41 denez, ‘Rg,‘ <ag= 6 = 0716666... da.
Orain, jakin nahi badugu zenbat batugai hartu behar ditugun errorea 0,01 baino txikiagoa izan

1
dadin, formula bera erabiliz, nahikoa da ax;1 < 0,01 izatea; beraz, 1 < 0,01 = 100 betetzea

nahikoa izango da; hortik, £ = 100 lortuko dugu.
Hau da, lehenengo 100 batugai batu behar ditugu.

100 n—1
(1) 11 1 1
S100 n§:1 - 5t3— 77t 100 0.6881721793

da, eta errorea Rjgg < 0,01.
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4.4. ARIKETA EBATZIAK
1. Ariketa teorikoak

1. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko inplikazioa egiazkoa edo faltsua den:

Zan seriea emanik, lim a, =0 = lim Ry =0, non Ry =ar+ag+1+--- Dbaita.
~ n— o0 k—o0

Erantzuna.

1
Faltsua da; adibidez, Z— serie harmonikoa dibergentea da. Cauchyren irizpidearen 4.9.

o

1
Korolarioaren arabera, lim R, #0 da; baina, lim —=0 da.
n—00 n—oon,
2. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko inplikazioa egiazkoa edo faltsua den:

Zan seriea emanik, lim Ry=0—=— lim a, =0.
" k—o0 n—00

Erantzuna.

Egiazkoa da; Cauchyren irizpidearen 4.9. Korolarioak dio serie bat konbergentea dela baldin
eta soilik baldin hondarren limiteak Ora jotzen badu. lim R, =0 denez, Zan seriea
n—oo oy

konbergentea da eta, Cauchyren irizpidearen 4.7. Korolarioaren arabera, li_>m an, =0 da.
n—oo

seriea ere konber-

3. Froga ezazu gai positiboko Zan seriea konbergentea bada, Z

n n

%9
1+ay,
gentea dela.

Froga.
Bi serieak gai positiboko serieak dira, lehenengoa horrela delako. Bestalde, Vn >ng 0 <a,
a a
bada, 1<1+a, = <1= —"— < a,. Hortaz, Zan seriea Z n seriearen
1+a, an - —~ 1+ay

. . . . an
serie maiorante konbergentea da; Konparaziozko irizpide orokorraren arabera, E =
Qn

n
seriea ere konbergentea da.

Gnp
1—a,

4. Froga ezazu, YVneN 0<a, <1 bada, Zan eta Z serieek izaera bera dutela.
n n

Froga.

= lim (1—a,)=1

° Zan konbergentea bada, lim a, =0 izango da; hortik, lim
n— 00 n— 00 n— 00

i

n —an
da; beraz, {a,} eta {1 a } segida baliokideak dira eta Zan eta Z 1 fn
—An n n L 0n
serieek izaera bera dute, 4.16.1. Korolarioaren arabera; beraz, Z n seriea ere
n —an
konbergentea da.
1
° Zan dibergentea bada eta 0<a, <1 bada, 0<l—a,<1 eta 1< 1 beteko
— an

n

. . QA . .
dira; beraz, a, < beteko da; hau da, E an seriea E T seriearen serie
—Qn n n L 0n
. . . c e an,
minorante dibergentea da; 4.14.2. Konparaziozko irizpide orokorraren arabera, E
—a,

n
seriea ere dibergentea da.
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5. Froga ezazu Zan serie konbergentea bada, Zln(l +ay) seriea ere konbergentea dela.
n n

Froga.

> a, seriea konbergentea bada, lim a, =0 izango da; beraz, {an} ~{In(14ay,)} Dbalio-
n—oo
n
kidetza erabil dezakegu esateko Zan eta Zln(l +ay) serieek izaera bara dutela, 4.16.1.
n n

Korolarioaren arabera. Ondorioz, Zln(l +a,) seriea ere konbergentea da.
n

. Ondoko baieztapenak emanik:

a) Zan seriea konbergentea da,
n

b) Z|an| seriea konbergentea da,

n

c) Z(an)2 seriea konbergentea da;

n
esan ezazu, arrazoituz edo kontraadibidea jarriz, ondoko inplikazioak betetzen diren, edo ez:
1)a) =b). 2)b) = a). 3)b)=c¢). 4)c)=0D).

Erantzuna.

(!

—1)nt 1
1) Faltsua da; a, = =0 bada, |a,|=— 1izango da, eta E serie harmoniko
n n

n

1
alternatua konbergentea da, 4.34. Adibidean ikusi dugunez, baina Z— serie harmonikoa

n
dibergentea.

2) Egiazkoa da. > |a,| konbergentea bada, Cauchyren baldintza beteko da:
n

Ve>0 3ngeN/Vp,g>no |lapt1]+|apra]+-- +lagl| <e.

Baina,

lap+1+api2+- - +ag| <lapy1|+lapral + -+ +ag| = [lapt1| + |api2| +- - +|ag|| da; beraz,

Ve>0 dngeN/Vp,g>ng |apt1+apra+--+apri|<e

ere betetzen da; ondorioz, Cauchyren baldintza betetzen denez, Zan seriea ere konbergentea
da. !

3) Egiazkoa da. Z |an| konbergentea bada, n11_}1(20 lan| =0 beteko da, hau da, e=1>0
hartuz, JIng € N/@n >ng  ap| <1.

Orduan, a2 = |a,|-|an| < |an| da; beraz, Z lan| seriea Zai seriearen serie maiorante
konbergentea da; 4.14.1. Konparaziozko irizpigearen arabera, ”Z ai seriea ere konbergentea

da. "

1 1 1
4) Faltsua da. a,=— bada, a2 = — izango da, eta Z —5  serie harmoniko orokorra
n —n

3

1
konbergentea da, a=2>1 delako, baina E — serie harmonikoa dibergentea da.
n
n
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7. Esan ezazu, arrazoituz, inplikazio hau egiazkoa denetz: lim na, =0 bada, E an diber-
n—oo
n

gentea da.
Erantzuna.

Ez da egiazkoa. Hori ikusteko, kontraadibide bat jarriko dugu.
1 . . . 1 .
Har dezagun {a,} = {nQ} segida. Alde batetik, nh_)m n— =0 betetzen da; baina, Z —

0 n
serie konbergentea da, serie harmoniko orokorra delako, a=2>1 izanik.

8. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapena egiazkoa edo faltsua den:

Gali positiboko Zan seriea konbergentea bada, lim na, =0 beteko da.
oy n—oo

Erantzuna.

K
lim na, =oc0 balitz, VK >0 IngeN/Vn>ng na,>K baita; beraz, a,>— genuke
n

n—00

. K . . . .
Vn > ng; horrek esan nahiko luke Z— serie harmoniko dibergentea Zan seriearen
n 10 n
minorantea litzatekeela; ondorioz, 4.14.1. Konparaziozko irizpide orokorraren arabera, Zan

n
seriea ere dibergentea litzateke.

l
lim na, =1#0 balitz, lim aTn =1 Dbeteko litzateke eta {a,} ~ {} izango litzateke;
n—00 n—oo L n

n

l
beraz, E — eta E an, serieek izaera bera izango lukete, 4.16.1 Korolarioaren arabera;
n
n n

l
beraz, biak dibergenteak lirateke, Z — serie harmonikoa dibergentea delako.

o

Hortaz, aukera bakarra lim na, =0 izatea da.
n—oo

2. Serieen izaeren azterketa

5n2 —3n+2

n2 —

9. Seriearen lehenengo n gaien batura S, = dela jakinik, kalkula itzazu:

9.1. seriearen gai orokorra;

9.2. seriearen izaera.

Ebazpena.

9.1. Seriearen gai orokorra a, =S, —S,_1 da. Beraz,

5n?—3n+2 5(n—12%-3(n—1)4+2 5n*—3n+2 5n2—13n+10
n2—-1 (n—1)2-1 T on2-1 n?-2n

(5n% —3n+2)(n?—2n) — (5n2 —13n+10)(n? —1)  3n?—17n—10

Sp—Sp—1=

(n?2—1)(n%—2n)  (n?2—1)(n2-2n)’
9.2. Seriearen izaera determinatzeko, nahikoa dugu 4.3. Definizioa aplikatzea, hau da, batura
5n? —3n+2
partzialen {S,} segidaren limitea kalkulatzea: lim S, = lim 7127714_ = 5.
n—00 n—00 n<—1
{Sy} segidaren limitea finitua denez, {S,} segida konbergentea da eta, aipatutako defini-
, i 3n? —17n—10
zioa erabiliz, ; (2= 1)(n2—2n)
batura zehatza ere lortu dugu, {S,,} segidaren limitea bera baita, hots, 5.

seriea ere konbergentea da. Are gehiago, seriearen
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3n2—1Tn—10

(n?—1)(n%—2n)
bere izaera honela ere determina dezakegu:

3n?—17n—10 3n?| (3
(n2 = 1)(n2 —2n) S Trerall Gl B betetzen da.
3n2—17n—10 3
Hortaz, Z ( ;l 0 Z o) eta 2—2 serieek izaera bera dute, 4.16.1. Korolarioaren
n?—1)(n*—-2n n

n
arabera.

Bestela, seriearen a, = gai orokorra ezagututa eta positiboa denez,

n

3

2—2 serie harmoniko orokorra konbergentea da, o =2>1 delako. Ondorioz, gure
n

n

seriea ere konbergentea da.

1+sin2an

nTL

10. Determina ezazu E ——————— seriearen izaera.
n

11.

Ebazpena.

Hasteko, gai positiboko seriea denez, konparaziozko irizpide orokorra erabil dezakegu. Vn €N
1+sin?an 2 . . . .
————— < —- Dbetetzen da; beraz, E —-  seriea enuntziatuko seriearen maiorantea da.
n n
n

nn
Tkus dezagun zein den horren izaera.

Gai positibokoa denez, erroaren irizpidea aplika dezakegu:

> 2

Ya, = T da. Hortaz, T}Lngo Ya, = nlgrgo = 0 <1 da. Ondorioz, serie maioran-
tea konbergentea da.
. . : 1+sin?an )
4.14.1. Konparaziozko irizpide orokorra aplikatuz, Z ——,.—— seriea ere konbergentea da.
n

n

Determina ezazu E an, seriearen izaera a-ren balioen arabera, gai orokorra ondokoa izanik:

n
_(13 2n—32n—1)“
m=\24 Tam—2 om )

Ebazpena.

Gai positiboko seriea da; beraz, zatiduraren irizpidea erabil dezakegu:

13, . 2n—32n—12n+1\7 "
. Qnpyl . 24" 2n—2 2n 2n+2 . 2n+1 a
lim = lim = =1%=1; zalantzazko kasua da.
n—oo ap n—00 13, . 2n=32n—1 n—o0 \ 2n + 2
24 2n—2 2n

Orain, Raaberen irizpidea erabiliko dugu:
2n+1\?
lim n (1— a"“) = lim n (1 — < nt ) > =1[, 00-0 indeterminazioa da.

n— o0 an n—oo 2n+2

2n+1\“ 2n4+1\¢
Indeterminazioa ebazteko, {1 — ( nt ) } ~ {— In ( nt ) } baliokidetza erabiliko dugu
2n+2 2n+2

eta limitea honela geratuko da:

) 2n+1\% . 2n+1 . 1 (1)
= lim n{—1n = lim —anln = lim —anln(1-— =

. —1 . an
= lim —an = lim =
n—00 2n+2 n—o0 2n 42

a
2
. 1 —1 - s
(1) berdintzan, {ln (1 - 2n—|—2>} ~ {2n+ 2} baliokidetza erabili dugu.
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12.

13.

Ondorioz,
4 <1 edo a<2 bada, seriea dibergentea da.

>1 edo a>2 bada, seriea konbergentea da.

N2 NN

=1 edo a=2 bada, zalantzazko kasua da.

2n+1\2 4n*+3
a =2 denean, Raaberen irizpidean, n (1 - agzl) =n (1 - (2212> ) = % <1

dugu; hortaz, seriea dibergentea da.

nla”

bait
(I+a)(i+2a) (I1na) >t a>0

Determina ezazu E a, seriearen izaera, non a, =

n

izanik.
Ebazpena.
Gai positiboko seria denez, D’Alemberten irizpidea erabil dezakegu.
(n+1)lant!
Il _ (+a){i+2a)-(1tna)(it(ntl)a) _ (n+1)a da, eta zatiduraren limitea hau da:
an nla® I+ (n+1)a ’ '

(14+a)(14+2a)--(14+na)

1
lim 92l gy _(0EDae
n—00 @, n—><>01+(n+1)a

Zalantzazko kasua da; beraz, Raaberen irizpidea erabiliko dugu.

" (1 - aﬁ) - < 1 in(:i)f)a

. Gp+41 . n 1
Iimn{1-— = lim —mMm— = —.
n—00 an, n—00 1—{—(71—{—1)& a

—_

) = n da, eta horren limitea hau da:
1+ (n+1)a

Hortaz,

1
—>1 edo a<1 bada, seriea konbergentea da;
a

1
— <1 edo 1<a bada, seriea dibergentea da;

Q= Q

=1 edo a=1 bada, zalantzazko kasua da.

1 d nl-1" n! 1
a = enean ap = = =
T A+ D)(142)--(1+n) (1+n)! n+l

dibergentearen gai orokorra da; beraz, seriea kasu honetan ere dibergentea da.

Laburbilduz, beraz,

da; eta hori serie harmoniko

a <1 denean, seriea konbergentea da.

1 <a denean, seriea dibergentea da.

Determina itzazu ondoko serieen izaerak:
2

1
a) ;111(2*571); D BS s

Ebazpena.

1 , , 1Y
a) a, =1In (2+ Em) da; beraz, nh_)ngoan = nh_)ngoln (2+ 5n> =1In2#0.
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1
Ondorioz, 4.7. Korolarioaren arabera, E In (2 + 5) seriea ezin da konbergentea izan;
n
n

gai positiboko seriea denez, dibergentea da.

b) Gai positiboko seriea denez, zatiduraren irizpidea erabil dezakegu.

) 14924...
a, = ——  da; hortik, Intl _ tetoedn aterako dugu;
1424---+n an 14+2+---+n+(n+1)
. Optl ) 1+2+---+n (1)
beraz, lim =1 =

n—oo _nl—>n<>lol+2+~--+n+(n+1)
~ im (1+2+4--4+n+(n+1)—(1+2+---+n) I
n=00 (1424~ +n+n+1)+(n+2) = (1+2+---+n+(n+1)) noen+2

(1) berdintzan, 3.28. Stolzen irizpidea erabili dugu.
Orain, Raaberen irizpidea erabiliko dugu.

. An+1 . 142+---+n

lim n{1— =limn(l-— =

n—00 an n—00 1+2+...+n+<n+1)

o n+1 . on(n+1) 2n

_nlgréo"1+2+--~+n+(n+1)_nIL%WZM_JL%(n+Q)_2>L
2

Ondorioz, Z 152t tn seriea konbergentea da.

n

14. Determina ezazu ondoko serieen izaera, « >0 izanik:
n
) Y b YL

n n

Ebazpena.

a) Serie alternatua denez, 4.33. Leibnizen irizpidearen arabera, {a™} segida beherakorra
bada eta nl;ngo o =0 bada, Z(—l)”a” konbergentea da; hori gertatuko da «a <1

n
denean, 3. gaiko 5 Ariketa ebatzian ikusi genuen bezala.

a=1 denean, Z(—l)” serie oszilatzailea dugu, 4.4. Adibidean ikusi dugun bezala.
n

1 <« denean, aldiz, lim a" =00 da eta (=1)"a™ ez da existitzen; beraz, seriea
n—oo

i,
ezin da konbergentea izan, 4.7. Korolarioa erabiliz.
Ondotrioz,

i. a< 1 denean, Z(—l)”a” konbergentea da;

n

ii. 1<« denean, Z(—l)”a” ez da konbergentea.

n

b) Gai positiboko seriea denez, Cauchyren irizpidea erabil dezakegu.

Yan = { Sl vn da; beraz Y _ 1 da.
n ) )
oY

Yay, = lim =—

lim
o n—00 n—oo (y o

Hortaz,

1
i. =<1 edo 1< a denean, Z n konbergentea da;
a —~a”

1
ii. —>1 edo a<1 denean, E n dibergentea da;
aTL
n

iii.

Qlr Q

=1 edo a=1 denean, Zn seriea dugu, eta dibergentea da, lim n = oo
oy n—oo

delako (4.7. Korolarioa) eta gai positiboko seriea delako.
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15.

16.

Determina ezazu ondoko seriearen izaera, p-ren balioen arabera:

2

Z n?+pn+1 "
n? )

n

Ebazpena.

Gai positiboko seriea da; Cauchyren irizpidea erabiliko dugu:

2
o (2 +pn+1 " n?4+pn+1 "
Yan = —— | ={—=%—] da

n n

2 n
e — n“+pn+l)
beraz, 7}1_)1130 Ya, = nh_)ngo (7#) =1[ kalkulatu behar dugu.
. n2+pn+1 " . n+pn+1 " . n24+pn+1 @)
In/=In{ lim { ———— =lmhn|————| =lmnlh——— =
n—o00 n n— 00 n n—00 n
. n? +pn+1 . pn+1
=lmn|—————-1)=lim n—5—=p da
n—o0 n n—0o0 n
2 2
1 1
(1) berdintzan, {m ”+p2”+} ~ { <”+p2”+ - 1) } baliokidetza erabili dugu.
n n

Hortaz, Inl=p da,eta [=¢€P da. Kasu desberdinak aztertuko ditugu:
l=eP <1 edo p<0 denean, seriea konbergentea da;
l=eP>1 edo 0<p denean, seriea dibergentea da;
l=e?P=1 edo p=0 denean, zalantzazko kasua da.
n?+1
n2

n
Baina, p=0 denean, seriearen gai orokorra a, = ( ) da; eta horren limitea

2

2 n
1 1
lim a, = lim nt = lim <1+2> =e#0 da; beraz, seriea ezin da konbergentea
n—00 n—00 n n—00 n

izan, 4.7. Korolarioa erabiliz; gai positibokoa denez, dibergentea da.

Determina ezazu ondoko seriearen izaera, a-ren eta b-ren balioen arabera:

a,b>0 izanik.

n!
Z (a+b)(a+2b)---(a+mnb)’

n

Ebazpena.

Gali positiboko seriea da eta zatiduraren irizpidea erabiliko dugu.
n!

n = ' d ;

Gy (atr2b)(atnb) O
(n+1)!

b Unt1 _ (atb)(@t2b) - (atnb)(at(niDp) _  n+l —  nd4l

eraz, = o = = da.

an CEICEE DR a+(n+1)b  bn+(a+d)
n 1 1

Hortaz, lim Intl _ yim _nrr 2 da; D’Alemberten irizpidearen arabera,

noo a, | noeobnt (atb) b

1
3 <1 denean, hau da, 1<b denean, seriea konbergentea da;

1
1< 7 denean, hau da, b<1 denean, seriea dibergentea da;
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1

7= =1 denean, hau da, b=1 denean, zalantzazko kasua da.
n!

b= )

zn: (a+1)(a+2)---(a+n)

irizpidea erabil dezakegu.

Ap+1 n+1 an
n(l-— =n(l- =
an n+(a+1) n+a+1

Gna1 . an C
) = lim ——— =a da. Eta Raaberen irizpidearen arabera,
an

seriea dugu, a >0 izanik, eta, orain, Raaberen

Hortaz, lim n (1 —
n— 00 n—oon+a-+1

a>1 denean, seriea konbergentea da;

a <1 denean, seriea dibergentea da.

a=1 denean, seriea dibergentea da.

n! 1
a=1 denean, —— seriea dugu, hots, serie
;(1+1)(1+2) ET e Zn:nﬂ 8

n
harmonikoa, eta hori dibergentea da.

3. Serieen batura zehatzak

Kalkula itzazu serie hauen batura zehatzak:

17.

18.

(a+1)(a+2)---(a+n)
Z b+ (b+2)(btn)

Ebazpena.

Lehendabizi, seriea noiz den konbergentea egiaztatuko dugu:

(a+1)(a+2)---(a+n)(a+n+1)
(a+1)(a+2)---(a+n) bada, dntl _ @rD0+2)- (brn)(brntl) _nta+l da.

a =
... ’ (a+1)(a+2)---(a+n)
(b+1)(b+2)---(b+n) an e e n+b+1

Hortaz, serie hipergeometrikoa da, a=1, f=a+1 eta v=0b+1 izanik. Teorian ikusi
dugun bezala, konbergentea izango da b+1>1+4a+1 bada, hots, b>a+1 denean.

Ay =

Hori betetzen denean, batura hau izango du serieak:

= (a+1)(a+2)--(a+n) wH(b+1) a+1 . o
Zl GrD(b+2) - (btn) G+l -—(1tatl) ba_1 ~cHere o=ath dan

(o.9]

Z nz”.
n=1
Ebazpena.

Serie aritmetiko-geometrikoa da, P(n)=mn eta r=x izanik. Teorian ikusi dugun bezala,
serie hori konbergentea izango da = <1 denean. Kasu horretan kalkula dezakegu s batura.

o0
8:an”::L‘+2:E2—|—31‘3+4:U4—|—--~+n:n”+-~-

n=1

o
m-s:an”“:$2+2x3+3x4+4m5+-~-—|—(n—l)x”+nm”+1+~--

o0
Bion arteko kendura hau da: s—as=(1—z)s=ac+a>+ad+at+a5+ . 42" +... = Z:c”
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19.

20.

(o)
Azkena, Z z", serie geometriko konbergentea da z <1 denean, eta horren batura zehatza

n=1
> T
Z = da.
1—2x
n=1
x ) T
Hortaz, (1—x)s= da; hortik, s= da.
11—z (1—x)2

Lehendabizi, seriearen gai orokorra deskonposatuko dugu:

1 2_1 -1 1 n—l -1
an:ln<1>:lnn zln(n )(n+ ):ln 01y —In n da.
n2 n2 n2 T n n+1

n —
Beraz, esan dezakegu serie teleskopikoa dela, b, =In eta n>2 izanik.

1 —
bo=In- eta lim b, = lim In n =0 direnez, batura hau izango du:
2 n—»00 n—00 n
> 1 1 1
E ln<1—2> =In-—-0=Iln-
n
n=2

Ebazpena.

Serie horren gaiak serie harmoniko alternatuarenak dira; beraz, aplika dezakegu teorian ikusi-
tako deskonposaketaren ideia. Lehendabizi, seriearen 3n. batura partziala hartuko dugu eta,
ondoren, deskonposatuko dugu:

11 1 1 1 1 1 1 .

T35 7 s o T gl gl dn+3

—<1+1+1+ + 1 ) (1+1+1+ + 1 ) <1+1+1+ + 1 )—
- \3 57 on+1 5 9 13 An+1 7 11 15 Ain+3)
1 1 1 1 1 1 1 >_

1 1 1 1
- <3+5+7+'“+2n+1>‘(5+7+9+n+13+15+'“+4n+1+4n+3

| =

1

1
= (In+1 - 1) - <12n+2 -1- 3) =Iht1—Iopyo+ g,

1
Orain, [I,4+1 eta Ispyo beren balioz ordezkatuko ditugu, I, = Hay, — §Hn balioa erabiliz:

1 1 )
Iny1 = Hopqo — §Hn+1 eta Iopio= Hipta— §H2n+2 dira.

1 1 1 3 1 1
Hortaz, S3, = (H2n+2 -z n+1) - <H4n+4 - H2n+2) +-o=-Hopjo—-Hpy1 — Hyppa+ 3

2 2 3 2 2 3
da.

Orain, Honio, Hpy1 eta Hyniq beren balioz ordezkatuko ditugu:

H,=Inn+~vy+e, da, v=0,57721566... Eulerren konstantea eta le e, =0 izanik.
n o0

H2n+2:ln(2n+2)+’y+€2n+2, Hn+1 zln(n+ 1)+’Y+€n+1 eta H4n+4:ln(4n+4)+7+€4n+4.
3 1
= (In(n+ 1)+7+en+1)—(ln(4n+4)+7+54n+4)+§

1
Hortaz, Ss,=—-(In(2n+2)+~y+eop+2)— 5

da, non lim &, =0 baita.
n—oo
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22.
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Hortaz,

3 1 1
Ssp = 5(1n2—|—1n(n+1)—|—7+52n+2) - i(ln(n—l— D+v+ent1) — (Ind+1In(n+ 1)+'y+54n+4)+§ =

3 3 1 -1 3
=—-In2+4+—copy2—epr1 —2IN2—eypiqa+ - = 71112—1— —E€on42 —Entl —Ednta+ = da,

2 2 3 2 3
non lim e9y49 = lim €,41 = lim e4,44 =0 baitira.
n—oo n—oo n—o0
Ondorioz, S5, batura partzialen limitea kalkulatzen badugu,

. . —1 3 1 1 1 .
nll)nc}o S3p = nangO <2 In2+ 552n+2 —En+1— Edn+a+ 3> =375 In2 izango dugu.

Z :

2 2"
= (4n*—1)
Ebazpena.

Serie arrazional konbergentea da, zenbakitzaileko eta izendatzaileko polinomioen k=0 eta
=4 mailek [ > k+2 betetzen dutelako.

Izendatzaileko polinomioa deskonposa dezakegu: (4n%—1)2 = (2n—1)2(2n+1)2.

Beraz, seriearen gai orokorra lau batugaitan deskonposa dezakegu honela:

1 B 1 A n B n C n D
(4n2—1)2  (2n—1)2(2n+1)2 2n—1 (2n—1)2  2n+1 (2n+1)%
-1 1 1 1
Kalkuluak eginez, A= T B= T C= 1 eta D= 1 aterako ditugu. Eta seriea honela

deskonposa dezakegu:
1 & 1 1 1 & 1

Z4n?—1 722711 Z 4;2n+1+1;(2n+1)2

Orain, seriearen s batura zehatza kalkulatuko dugu:

1(1+1+1+1+ SR )+1(1+1+1+1+ SR S )+
s —
4 35 7 2n—1 3252 72 (2n—1)2

+1(1+1+1+ SRS )+1<1+1+1+ SR S )
4a\3 "5 "7 2n+1 a\32 752" 72 (2n+1)2 '

-1
Lehen eta hirugarren parentesiak sinplifikatuz, e geratzen da. Eta bigarren eta laugarren

parentesiak honela sinplifikatuko ditugu:

1+1(1+1+1+ PR S )_1+1 s )
4 2\32 52 72 (2n+1)2 4 2\8 '

) 1 2
Azkeneko berdintzan Z oy = T perdintza erabili dugu.
“— (2n—1) 8
B batura honel tuko d SRS (AR D R D
eraz, S patura nonela geratuko da: S=— — - — — - | — — = — — —.
’ & 4 "172\7% A 16 2

in3—1

|
= n!
Ebazpena.

Teorian frogatu denez, serie konbergentea da. Orain, lau batugaitan deskonposatuko dugu,
izendatzaileko polinomioaren maila 3 delako:
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nd—1 A B C C
T T S VTR ) R ey T
Koefizienteak kalkulatzeko, izendatzaileak berdinduz eta sinplifikatuz, ekuazio hau lortuko du-
gi: n?—1=A+Bn+Cn(n—1)+Dn(n—1)(n—2). Hortik, A=—-1, B=1, C=3 eta
D =1 lortuko ditugu.

Vn > 3.

Izendatzaile batean (n—3)! dugunez, batukarien lehenengo balioa n = 3 izatea komeni da;
horretarako aldaketa hau egingo dugu batura osoan:

nd-1 -1 8—1 &nd-1 5 Ind-1
}:‘4444’:‘BT‘+0+“§T*+‘§: :3§+‘§: .

| | |
=0 n. : ne3 n. n=3 n:

Orain, deskonposaketa ordezkatuko dugu azken seriean:

nd-1 & /-1 1 3 1
2 :Z(n!+(n—1)!+(n—2)!+(n—3)!>:

n=3 n=3

(e 9] 1 o0

< 1 1 OO 1
—‘;m+;<n_1>!+3;<n_z>! +§3(n_3)! =

<1 1 1 1 <1 11 S L)y, v !
= (Garana) Getwan) 2 Getea) S

n=0"" n=2 n=3

:—<6—2>+(e—2)+3(e—1)+e:4e—.

n! 2

© 31 © 31
Ondorioz, Zn :§—|—Zn :54—(46—2) =4e da.
n=0 n=3

4. Erroreen bornapena eta batura hurbilduak

TL2
23. (TH_;Z) seriea emanik, a,b>0 izanik,
n
n

23.1. azter ezazu horren izaera a-ren eta b-ren balioen arabera.

23.2. Borna ezazu errorea seriearen baturatzat lehenengo bi gaien batura hartzen bada, a=1
eta b=2 direnean.

Ebazpena.
23.1. Gai positiboko seriea denez, Cauchyren irizpidea erabil dezakegu:

n? n n
Va, = A, <n+a> = (n+a> da; beraz, Ya, = lim (n+a> da.

lim
n—oo n—oo

n+b n+b n+b
lim (n+a) = lim <1+a—b> =% da.
n—oo \ n+b n—00 n+b

Kasu desberdinak aztertuko ditugu:

l=e*"<1 da a<b denean, eta seriea konbergentea da;
l=e*">1 da a>0b denean, eta seriea dibergentea da;
l=e*b=1 da a=0>b denean, eta zalantzazko kasua da.
n—+ a) n’

1" =1 da; kasu horre-
n—+a

Baina, a=0b denean, seriearen gai orokorra a, = (

tan, Z 1 seriea dugu eta dibergentea da.
n
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242

24.1. determina ezazu seriearen izaera a, b eta p-ren balio desberdinetarako.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

n+1
n+2

n
23.2. a=1 eta b=2 direnean, Z <) serie konbergentea dugu, a <b betetzen
n

delako.
n+1

1

{van} = {( +2) } erroen segida [ =e'™2 = - limitera eskuinetik hurbiltzen da,
n e

n+1

zatidurak gero eta txikiagoak direlako.

+2
1000 + 1) 1000 1
Adibid —_— = 430... daeta —=
(Adibidez, (1000+2> 0,368430 a eta . 0,367879...)
Seriearen baturatzat lehenengo bi batugaien batura hartzen dugunez, k=2 da, eta
2+1 9
Yag = (2:::2> =16 <1 baldintza betetzen da; beraz, Ry errorea bornatzeko, formula

(vaz)®
RQ S m
((3/4)2)3 B (9/16)3 729
1—(3/4)2  1-(3/16) 1792

hau erabil dezakegu:

Balioak ordezkatuz, R < =0,406808... bornapena lor-

tzen dugu.

(a+1)(a+2)---(a+n) ,

(b+1) b+2)---(b+n)p seriea emanik, non a,b,p >0 diren;

24.2. Borna ezazu egiten den errorea seriearen baturatzat lehenengo hiru gaiena hartuz, a =2,

1
b=1 eta p= 5 balioekin.

Ebazpena.

24.1. Gai positiboko seriea da eta zatiduraren irizpidea erabiliko dugu.

(a+1)(a+2)---(a+n)(a+n+1) n
~(a+1)(a+2)---(a+n) , bada, 9+l _ (b+1)(b+2)~~-§b+n)(b+n+1))p i a+n+1

n — P ada, =
(a+1)(a+2)--(a+n),
(O+1)(b+2)---(b+n) 1 an RE et “btnt1l
da. Hortaz, lim Intl _ fim atntt
n—0o0 (@, n—oco h+n-+1

p=p da.

D’Alemberten irizpidearen arabera,
p <1 denean, seriea konbergentea da;
1 <p denean, seriea dibergentea da;

p=1 denean, ez dakigu. Baina, Raaberen irizpidea erabiltzeko aukera ematen du.

Lehenago, irizpidean agertzen den adierazpena sinplifikatuko dugu:
1 1 b—
p=1 denean, Ont1 _ 0H7n+ da, eta n(l—an+1):n<1—a+n+ >: n(b—a)

an b+n+1 an b+n+1 b+n+1"
bh—
Beraz, lim n(l—anﬂ) = lim M:b—a da.
n—00 an n—ooh+n-+1

Raaberen irizpidearen arabera,
b—a >1 denean, seriea konbergentea da;
b—a <1 denean, seriea dibergentea da;

eta b—a =1 denean, zalantzazko kasua da.
1 2)... 1
Baina, b—a=1 denean, a,= (a+1)(at+2)--(atn) = at dugu. Eta
(a+2)(a+3)---(a+1+n) a+1l+n

1
Z _att serie harmoniko bat da eta, beraz, dibergentea da.
~a+1l+n
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Laburbilduz, beraz,

e p <1 denean, seriea konbergentea da;

e 1 <p denean, seriea dibergentea da;

e p=1 denean,
i. b—a>1 edo b>a-+1 denean, seriea konbergentea da;
ii. b—a<1 edo b<a-+1 denean, seriea dibergentea da.

1
24.2. a=2, b=1 eta p= 3 balioak ordezkatuz gero, serie hau lortuko dugu:

2+1)(2+2)--(2+n) (1\" —n+2(1\" —n+2
;(1+1)(1+2)---(1+n) (2) _;2(2> _ZW‘

31 31 1

Badakigu Gntl _ ntsl dela, eta lim Intl _ i i, - <1 da

an, n+22 n—00 @, n—soon+22 2

61 3
Lehenengo hiru batugaiak hartu behar ditugunez kontuan, k = 3 da, eta a_ =:5=% <1
as
betetzen da; beraz, errorea bornatzen duen desberdintza hau da:
5 6 30
aza4 24 95 29 30 15
Rs; < = == =— =— =0,46875.
S as—ag 58 47926 32 7

1
25.25.1. Determina ezazu Z(—l)”an seriearen izaera Vp e R—{0}.

25.2. Kalkula ezazu batura hurbildua p=10 aukeratuz eta 10~% baino errore txikiagoa eginez.

Ebazpena.

25.1. p >0 denean, serie alternatua da. Orduan, Leibnizen irizpidea erabil dezakegu.

1 1
p=1 denean, Z(—l)”— seriea dugu eta hori konbergentea da, {} beherakorra
n

oy n

1
delako eta hm — =0 delako.
n—oon

1
p#1 denean, hm —— =1 bada,
co ph'n

1 —
Inl= lim In — = lim —In(p"n) = { oo, p>1 denean,

n—oco  pin,  n—oo o0, p <1 denean.
Hortaz,
1 1
p>1 denean, Inl=—-0c0=—1=0 daeta {} beherakorra da; beraz, Z(—l)”—
pn ~ pn

konbergentea da.

1
p<1 denean, Inl=00 = [ =00 eta, beraz, h_{%o(_l)nT ez da existitzen; beraz,
n p'n

1
Z(—l)”— ezin da konbergentea izan, 4.7. Korolarioaren arabera.

n p"
1
p <0 denean, gai positiboko seriea da, Z W hain zuzen, —p >0 izanik. Hortaz,
—p)n
n
zatiduraren irizpidea erabil dezakegu:
1
Uny1 (=) (k1) (=p)"n n - .
= = = da. Beraz, limite hau izango dugu:
an, % (—=p)"t(n+1) —p(n+1)
Ap+1 . n N 1

lim

m-—=—.
n—oo n1—>oo —p(n—l— 1) —p
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Ondorioz,

1 1
0<—<1 edo 1<—p edo p<—1 denean, Z ( konbergentea da.
—-bp

+ (=p)"n

1 1
1<— edo —1<p denean, —— dibergentea da;
—p zn: (=p)"n
1 1
— =1 edo p=-1 denean, Z — serie harmoniko dibergentea dugu.
—p —n
1

serie alternatu konbergentea dugu.
10™n

Serie alternatuetan egiten den errorea baztertzen den lehenengo gaia baino txikiagoa da,
balio absolutuan; hau da, |Rg| < ag1.

25.2. p =10 denean, Z(—l)"
n

1
Gure kasuan, agy1 = m da. Hortaz, errorea 1072 baino txikiagoa izatea nahi
1
badugu, nahikoa da 0 (k1) <1074 = 10.000 izatea. Hortik, 10.000 < 10*+1(k+1)

aterako dugu.

FEzkerreko atala konstantea denez, eskuinekoa baino ez dugu kalkulatu behar.

k=2 denean, eskuineko atalean 10%-3 =3.000 dugu; ez da desberdintza betetzen;
k=3 denean, eskuineko atalean 10%-4 =40.000 dugu; desberdintza betetzen da.

Hortaz, S3 batura partziala kalkulatu behar dugu:
1 1 1 —286

S3 =

izanik.

_E+ 200~ 3.000 = 3000 = —0,09533... da, errorea Rz <a4= 10.000

b

26.26.1. Determina ezazu E —  seriearen izaera, Va,b€R.
a
n

26.2. Kalkula ezazu batura hurbildua 102 baino errore txikiagoa eginez, ondoko kasuetan:
a) a=10 eta b=1 direnean; b) a=1 eta b=3 direnean.

Ebazpena.

26.1. Hasteko, a # 0 dela pentsatuko dugu. Ondoren, bi kasu bereiziko ditugu: a >0
denean, gai positiboko seriea izango dugu; a <0 denean, ordea, serie alternatua izango
dugu. Emaitzak irudian laburtu ditugu.

i. @ >0 denean, Cauchyren irizpidea erabil dezakegu:

Wb Vnb vnb 1

Vap = da; beraz, lim {/a, = lim = - (a.
Van an a ’ T n—oo ¥V nSeo g a
Ondorioz,

1 b
e — <1 edo 1<a denean, Z n konbergentea da;
a o a

)

1 b
e —>1 edo a<1 denean, E n dibergentea da;
an
n

IS

=1 edo a=1 denean, an seriea dugu.
n

Orain, b-ren arabera aztertuko dugu azken kasu hori.

b >0 denean, seriea dibergentea da, nh_)rglo n® #0 delako, 4.7. Korolarioa erabiliz.
1

b<0 d , b gseriea honela idatz dezakegu: —.
enean ZTL seriea nonela 1datz dezakegu Zn—b

n n
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Hori serie harmoniko orokorra da; beraz, 4.15. Adibidearen arabera,

1
e —b>1 edo b<—1 denean, g — edo E n® konbergentea da;
n n n
1
~b<1 edo —1<b d Y — edo > n’ dibergentea da.
° <1 edo < enean, —— edo 2 n’ dibergentea da

n

ii. a <0 denean, Leibnizen irizpidea erabil dezakegu:
b b b

n n n
—_—= = (=1)" egiten badugu, serie alternatuaren gai orokorra
i B ATy (-1) E gu, g
b
an = n da. Orain, gai orokorraren limitea kalkulatu behar dugu.

Hasteko, b-ren balioak hartuko ditugu kontuan:

nb . 1 400, —1<a<0,

b=0 denean, li_)m — = h_>m — = 1, a=-1, da; beraz,
n—oo (— n—oo (—
ST ST I

e 0 < —1 denean, Z(—l)” o

1
edo E —  konbergentea da.
a
n

1 1
e —1<a<0 denean, Xn:(—l)” =L edo Xn: p oszilatzailea da;
nb 400, —1<a<0,
b>0 denean, lim ——=1¢ 400, a=-—1, da; beraz,
n—oo (—a)”
0, a<-—1,
nb nb
e 0 < —1 denean, zn:(—l)” Cap edo zn:a—n konbergentea da.
nb nb
e —1<a<0 denean, Zn:(—l)"(_a)n edo Zn: p oszilatzailea da;
b 400, —1<a<0,
b<0 denean, lim —— = 0, a=-1, da; beraz,
n—00 (—a)n
0, a<-1,
b b

e o <—1 denean, Z(—l)"( o D
— —a

e —1<a<0 denean, Z(—l)”

edo Zn—n konbergentea da.
a
n

b b

n . .
Ca) edo Za—n oszilatzailea da;
n

=l

Konpara ezazu irudia aurreko gaiko 7. Ariketa ebatziaren emaitzarekin.



106

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

delako.
(‘/ﬁ 1 Un

formula hau da:

o/ k+1
R, < W@
1— ay
Yap, <1 dela pentsatuz.
k+1
k
()
1-YE 10510 - Vk)

Gure kasuan, Rj <

()t
Rj, <1072 izatea nahi badugu, nahikoa da —
10k(10 — Vk)
( \k/E)k—i—l
10%(10 — V&)
azken horretan balioak emango dizkiogu k-ri.
k=1 denean, ezkerreko atala 1 da; eta eskuinekoa, 0,9;

<1072 = 100(Vk)*! < 10*(10 — VE) = kVE < 10*72(10 -

26.2. i. a=10 eta b=1 direnean, Z 1.% seriea dugu eta konbergentea da, a=10>1
n

. . 1
lim W:nh_{go 10 = 10 da,eta VneN 10 >E da; beraz, errorea bornatzeko

<1072 betetzea.

Vk);

k=2 denean, ezkerrean 2v/2 =2,8284 eta eskuinean 10°(10 —+/2) = 8,5857

ditugu; desberdintza betetzen da.

2
Yaz <1 dela egiaztatuko dugu: ag = \1€ =0,1414 < 1.
Hortaz, k = 2 hartu behar dugu eta Sy batura hurbildua kalkulatu.
1 2 1 2 12

_ _ _ 2
Sg—al—i—ag—l—()l—i—l—m—ﬁ—i—m 100 =0,12 da eta errorea Ry <107“ da.
ii. a=1 eta b=3 direnean, an seriea dugu; serie hori dibergentea da, a=1
n
eta b=3 >0 direlako; beraz, ezin da errorea bornatu.
) alnn . ..
27. Izan bedi Z n seriea, a >0 izanik.
n
n
27.1. Determina ezazu seriearen izaera a-ren balioen arabera.
27.2. Kalkula ezazu Sy Ry < 0,0001 izan dadin, a=1 eta a=1/10 kasuetan.
Ebazpena.
27.1. Gai positiboko seriea da. Cauchyren irizpidea erabil dezakegu:
Lja™l A1
Ya, = n—lflf nn4 da; beraz, limite hau izango dugu:
Yinn
g, Vn = g 0T =
Kasu desberdinak aztertuko ditugu:
a <1 bada, seriea konbergentea da;
a>1 bada, seriea dibergentea da;
1 1 1
a=1 bada, Zﬂ seriea dugu; kasu horretan, Vn>3 — < nn betetzen
—~n+4 n+4 n+4
1
da; beraz, Zi serie harmoniko dibergente minorantea onartzen du eta, 4.14.2.

n
Inn

Konparaziozko irizpide orokorraren arabera, g seriea dibergentea da.

n
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27.2. a=1 denean, serie dibergentea da, eta ezin da errorea bornatu.

1 1
a= n denean, zn: m serie konbergentea dugu.

1 VI 1
Badakigu hm Yan, = nh_} 0o {V% =10 dela.

Inn

Bestalde, YVneN [ <1 da; beraz, i of nn < i betetzen da Vn € N, eta
n 10V n+4 10

+4
erroen segida ezkerretik hurbiltzen da limitera; lehenengo kasuan gaude.

Hortaz, errorea bornatzeko, formula hau erabiliko dugu:

k+1 1} .
R, < ——, hauda, R,<-1Y +1 .
1-1 -+
: 1
Orain, Rj < 0,0001 izateko, nahikoa da mkH < 0,0001 = izatea, hau da,
1-— 10 10.000
1 1 1 9 k—3 k—4

Hortlk, k=4 aterako dugu. Eta eskatzen diguten batura hurbildua Sy izango da:

In2 In3 In4 2.800In2+240In3+211n4
S4=0 = =0,001329518593...
4 + 6-10? * 7-103 + 8-104 1.680.000

(n+1)p"
n!

28. Izan bedi Z

n

seriea, p >0 izanik.

28.1. Determina ezazu seriearen izaera p-ren balioen arabera.
28.2. Borna ezazu R4 erroaren eta zatiduraren irizpideak erabiliz, p=1 kasuan.
28.3. Kalkula ezazu k, Rj; <001 izan dadin, p=1 kasuan.

Ebazpena.

28.1. p >0 denez, gai positiboko seriea da eta D’Alemberten irizpidea erabil dezakegu.
(n+2)p"+t

ECES) 2 2
Gntl _ (nH)!n = p(n+2) da; beraz, lim Intl _ = lim M =0<1 da, Vp>0.
an M (n41)2 n—oo q, n—oo (n+1)>2
n:
Hortaz, seriea beti da konbergentea.
n + 1 .
28.2. p=1 denean, Z seriea dugu. R4 bornatuko dugu.

Erroaren irizpidea erabiliz:
n+1 n+1l  Yn+1
o == Ya, = \/ = da; beraz,

vn+1l@ .. Vn+1 Vn+1
= lim = lim

lim a, = lim —_—_ _
n—o0 " RS0 B n! n—o0 W n—o0o ne—1 2/9rn
(1) berdintzan, Stirlingen baliokidetza erabili dugu.

Hortaz, {{/an}= { 3%1

5
4/ 5
Bestalde, /a4 = \/ \/ <1 denez, R4 < 1(\/\?/27— ( 24)5 =0,4338780816 da.
— Va4 1_ a5

24

Ap = ———

=0 da.

} segida eskuinetik hurbiltzen da limitera.
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Zatiduraren irizpidea erabiliz:
2
lim 27+ — 0 denez, {%H } = { nt } segida eskuinetik hurbiltzen da limitera.
n—co @, an (n+1)2
Bestalde, 9% _ 6 <1 da; beraz,
ayq 52
56 30
aqas 150 5! 30 b
Ry < = = = = — =0,06578947368.
YSap—ay 55 BLEL T (25-6)4l 76
28.3. Zatiduraren irizpidea erabiliko dugu.
Badakigu zatiduren segida eskuinetik hurbiltzen dela bere limitera. Hortaz, pentsatuz
Bt <1 dela, errorea bornatzeko, formula hau erabiliko dugu:
ag
Rk S M
Q — Gf+1
k+1 k42 E+2
R o (== N . (k+2)! _k+2)(k+1)
af — Gt 1 %— (:j:f)! % (N2 ((k+1)2—(k+2)) Kkl(k2+k—1) '
k+2)(k+1 1
Hortik, Ry < 0,001 izateko, nahikoa da m < 0,001 = To00 izatea, hau da,
nahikoa da 100(k+2)(k+1) < k!(k*+k—1) betetzea.
k-ri balioak emanez honela geratzen da (aurreko atalean ikusi dugu R4 < 0,066 dela,
beraz, k =5 baliotik has gaitezke):
k=5 denean, ezkerreko atalean 100-7-6 =4.200 dugu eta eskuineko atalean, aldiz,
51(25+5—1) = 120-29 = 3.480.
k=6 denean, ezkerreko atalean 100-8-7 =5.600 dugu eta eskuineko atalean, aldiz,
6!(36+6—1) =720-41 = 29.520; beraz, kasu honetan desberdintza betetzen da.
642 8
Orain, egiaztatuko dugu azzl <1 dela: Z—Z = G —;—Fl)Q == 0,163 < 1; beraz, for-
mula zuzena zen.
Eskatzen ziguten balioa, beraz, k=06 da.
i 2 3 4 5 6 7 3193
(Batura hurbildua Sg da:  Sg = — —|— o1 + 5 i +—= 1 + + 6= 720 =4,4347222222.)
29. Izan bedi Z - seriea, L >0 izanik
' o (n+1)L" ’ '
29.1. Determina ezazu seriearen izaera L-ren balioen arabera.
29.2. Borna ezazu errorea baturatzat lehenengo lau gaien batura hartzen badugu, L =1 eta
L =2 kasuetan.
29.3. Kalkula ezazu seriearen batura hurbildua 10~3 baino errore txikiagoa eginez, L =1 eta
L =2 kasuetan.
Ebazpena.
29.1. Gai positiboko seriea da, L >0 delako. Zatiduraren irizpidea erabiliz, hauxe dugu:
1
I EFT 1 1 1
Intl _ (n+2)1L BRI nt da. Hortaz, lim Intl _ im _nte = — da.
an, DI (n+2)L n—co q,  n—ooo(n+2)L L
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Ondorioz,
1

Zn: (n+1)L"
1
Zn: (n+1)L"

1
0< 7 <1 edo 1< L denean, konbergentea da.

1
1< T edo L <1 denean, dibergentea da;

1 1
7= 1 edo L=1 denean, Zn: el serie harmoniko dibergentea dugu.

29.2. L =1 denean, serie dibergentea da; beraz, ezin da erorea bornatu.

1

m serie konbergentea dugu.

L =2 denean, Z

Ap+1 n—+1 1
= < —

an, 2(n+2) 2
lehenengo kasuan gaude. Errorea bornatzeko, formula hau daukagu:

da eta, beraz, zatiduren segida ezkerretik hurbiltzen da limitera;

Q41

Ry <
kST

o~

<

1
. 1 1
45 _ 62 _ =5 = 0,0104166... dugu.

Eta balioak ordezkatuz, R4 < 1/2 .95

w

_1
2

29.3. L =1 denean, serie dibergentea da; beraz, ezin da errorea bornatu.

1
L =2 denean, Z m serie konbergentea dugu.
1

D) 1

Esan dugunez, errorea bornatzeko, formula hau da: Ry < ak“ (k+2)2 1+1 = -
-1 1- 3 (k+2)2
1

Beraz, errorea 1072 baino txikiagoa izateko, < izatea nahikoa da.

(k+2)2F ~ 1.000

1
— 1.000 < (k+2)2% desberdintza dugu.

<
(k+2)2k = 1.000
Orain, k-ri balioak emango dizkiogu:

k=6 bada, 1.000>8-20=12 da, eta desberdintza ez da betetzen.
k=7 bada, 1.000<9-27=1152 da, eta desberdintza betetzen da.
Hortaz, k=7 hartuko dugu eta S7 batura partziala kalkulatu:

1 1 1 1 N 1 N 1 N I
- 2.91 322 T 524 6-25  7.26 0 8.27
1 1 1 1 1

- e 2...
=1+5 +32+80+ o2 138 T o2z =0, 38550037

30. Izan bedi Z 2ntl (1) seriea, a >0 izanik.

=1 n a

30.1. Determina ezazu seriearen izaera a-ren balioen arabera.

30.2. Kalkula ezazu S, Ry <0001 izan dadin, a=1 eta a=10 kasuetan.

Ebazpena.

30.1. Gai positiboko seriea denez, Cauchyren irizpidea erabil dezakegu:

2n4+1 (1IN 2n+11 o . oW/2n+11 1
va, = - (a) = - da; beraz, 7}1—{2@ Ya, = lim —=— da.

n—oo n a a
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Kasu desberdinak aztertuko ditugu:

1
— <1 bada, hots, 1<a denean, seriea konbergentea da;

a
1

—>1 bada, hots, a <1 denean, seriea dibergentea da;

a

1 2n+1

— =1 bada, hots, a=1 denean, Z + seriea dugu; kasu horretan, gai oroko-
a

n
2n+1

rraren limitea ez da zero: =2+#0; beraz, ezin da konbergentea izan, 4.7.

lim
n—oo
Korolarioaren arabera; gai positiboko seriea denez, dibergentea da.

a=1 denean, seriea dibergentea da; beraz, ezin da errorea bornatu.
2n+1 1

n 107

o2n+11 1

a=10 denean, Z serie konbergentea dugu.
n

Badakigu  lim_ Yay, = Jim ——10=10 dela.
2n+1 I 2n+11 1
Bestalde, VneN { it - 7\1/2—1— >1 da; beraz, VneN { nyl > —
n n n 10 10

betetzen da, eta erroen segida eskuinetik hurbiltzen da limitera; bigarren kasuan gaude.
Hortaz, pentsatuz {/a; <1 dela, errorea bornatzeko, formula hau erabiliko dugu:

R <({€/a>k)k+1
k_il_\k/@-

k+1
(k/%“l) %41 PEFT 1
(Yap)H k10 Tk NV Tk Caoer

1— Yay 1_k2k+1i 10k — 2k +1
k 10 10k
o (k+1)Y2k+110VE (2k+1)Y2k+1
(10\’“/%— {“/2k+1) 105+, /K 10%(10(“/%— {“/2k+1)'

(2k+1)¥/2k+1 0001 =
105k (104/k - Y2k +1) 1.000
hau da, nahikoa da 1.000(2k +1)¥/2k +1 < 10¥k(10/k — §/2k +1) izatea edo, azkenik,
(2% +1) V2T < 1053k (10/F — Y2k +1)  betetzea.

k-ri balioak emanez honela geratzen da:

k=1 denean, ezkerrean 3-3 =19 eta eskuinean 1072-1-(10-1—3)=0,07.

k=2 denean, ezkerrean 5-/5=11,18 eta eskuinean 107'-2-(10-v/2—+/5) =2,38.
k=3 denean, ezkerrean 7-+/7=13,39 eta eskuinean 10°-3-(10- I3 \?’ﬁ) =37,52.
Beraz, desberdintza k=3 denean betetzen da.

Orain, Ry < 0,001 izateko, nahikoa da 001

izatea,

71
Orain, egiaztatuko dugu {a, <1 dela: ¥az= 7y 370 0,132 < 1; beraz, zuzen ginen

formula erabiltzeko.

Eta eskatzen diguten batura hurbildua Ss da:

31,51 7T 1 1964 aoranas

3= 17072700 T 31.000  6.000
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4.5. ARIKETA PROPOSATUAK

1. Determina ezazu konparaziozko irizpidea erabiliz serie hauen izaera:

g zn:(\/ﬁll_\/ﬁ1+1>; ) Zlii?%;

n

1 n 3
3) zn:log<1—|—nk+3>, k> 0; 4) Z(al/ —1), a>1.

n

2. Esan ezazu, arrazoituz, baieztapen hauek egiazkoak ala faltsuak diren, guztiak gai positiboko
serieak izanik:

2.1. lim Z—n =0 eta Zan konbergentea bada, an ere konbergentea da.
n n

n—oo n

2.2. lim Z—n =0 eta Zan dibergentea bada, an ere dibergentea da.
n n

n—00 n

2.3. lim na, = bada, Zan dibergentea da.
n

n—oo

2.4. 7}1_)1130713@” =0 bada, Zan dibergentea da.
n

2.5. Zan konbergentea bada, Za—n konbergentea izango da.
n
n

n

3. Zan eta an gai positiboko serieak badira, zer esan daiteke serie hauen izaeraz?
n n
1) Zmin{an,bn}; 2) Zmax{an,bn}.
n n

4. Determina itzazu gai orokor hauek dituzten serieen izaerak:

1000™ (n!)? 3ntl
1 . 2 n 0 3 —na.
) n' Y ) (2n)|a Y a> Y ) n4+26 )
n2 o 1)\“ n®
a+—
n
4.7---(3n+1) a"lnn Inn
7 8) —, > 0; 9 1) —;
) 3% (=2 il ) Ut
(nl)e” 1 o Inn
10) W, P > 5, 11) nsmmn; 12) T,
1 1 1 1+sin’n n+1\?
13) 1+—=4+—=+=+---; 14) ——; 15 1 Z;
) gt 1) o ) (Wi ) eez
16) 14+2+2424 17) sin~ 1g) sinndl
— — — “ oo * Slni' .
3 5 7 ’ n’ n2 ’
k 2
1 1
19) n ; 20) : 21) no+mn.
(n+1)(n+2)(n+3) Ynn 10™

22) 1n(1—|—); 23)  (Yn—1)"; 24) <2n+1>n—4’
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1 1 log, (14 n?
25) (—1)"sin—; 26) (1—cos7r>; 27) log, (1+n7) a>0;
n n n Inn
Inn 1
28)  ——; 29) (Inn)?, p>0; 30) (—1)"In(1+4+—);
e n
n! 1 v1-2-3---mn
31) — 32) —————: 33) —FF 1;
) nn’ ) ni41—n2’ ) na a7l
1
) n:mQa
n
34) (V- VD)(VE- VD) (VZ- D) 35) an=
1
5. A m
n
36) 0,001+ +/0,001+ 0,001+ ---; 37) 1+ L + L + L +
’ ’ ’ ’ 1.001  2.001 3.001 '
5. Kalkula itzazu serie hauen batura zehatza:
2 n?(n+1)2 > 3n—2 > dn+5
1 ; 2 ; 3 ;
) nz::l nl 7 ) n; 3" ) T;Q(Qn—i—l)%n?—l)
4 : 5 ; 6 z";
) ngln(n—i-l) ) = (2n—1)2n(2n+1) ) ;(2)
oo nl \2 2 (n—1)° 2 n?—5n+2
7 ; 8 ; 9 ;
) X () Y X ) 2
> 3 > 3n+5 >
10 —; 11 : 12 2gm,
) nz::on!’ ) nzz:4n3—6n2—|—11n—6’ ) nz::lnw,
<2 > n?4n+1 > 2n?—1
13 ; 14 _— 15 S —
) le::ln2—|—4n ) nz::l 2n ) g(n—l)n(n%—?))
> n+1 > 3" > 1 1
16 ; 17 ; 18 i i ;
) ;(n+2)' ) 2 (a+3")(a+3") ) n;zsmn2—lsmn(n2—1)
19) i—i— 3-4 n 3-4-5 3:4-5-6 '
24 246 2-4-6-8 2-4-6-8-10 ’
20)1 1+1 1+1 1+1 1+1
4 3 8 9 12 15 16 21 20 ’
21) 1+1+1+1 1+1+1+1+1 1+
3 5 7 2 9 11 13 15 ’
11 1 1 1 1 1 1 1
22) l4-—-—-— o — .
) +3 2 4 6+5 7 8 10 12+ ’
23) 144t L L
22 32 52 62 72 92 102 112 '
1 1 1 1 1 1 1 1
24 S e e T e N B
) 3+5 7+9 11+13 15+17
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6. 6.1. Determina itzazu serie hauen izaerak.
6.2. Borna itzazu erroreak baturatzat lehenengo k gaien batura hartzen badugu.
6.3. Kalkula itzazu batura hurbilduak 10~3 baino errore txikiagoa eginez.

1 1 n3
) i k=0 Ty bt ) Yy FoF

n
n n4+1 nlnn
) — 2n7 ) ) zn:(2n+1> ) 3

7. 7.1. Determina itzazu serie hauen izaerak, o € R balio desberdinetarako.

7.2. Borna itzazu erroreak baturatzat lehenengo hiru gaien batura hartzen badugu, a = 10
kasuan.

7.3. Kalkula itzazu batura hurbilduak 10~3 baino errore txikiagoa eginez, a = 10 baliorako.

2 Z(_l)nain; 2) Zcz;b;!‘

n n







5. Aldagai errealeko funtzio errealak

5.1. ALDAGAI ERREALEKO FUNTZIO ERREALAK

5.1. Definizioa. Aldagai errealeko funtzio erreala A C R multzotik R multzora doan funtzioa da.
Funtzioa edo funtzio erreala esan ohi da.

ftACR — R
reA — y=f(z)

Funtzioaren kontzeptuarekin batera beste kontzeptu batzuk agertzen dira:
A multzoa definizio-eremua da; batzuetan Dy ere idazten da.
flA)={yeR/3Jzec A f(x) =y} irudi multzoa da.

x € A aldagai independentea da eta y € f(A) mendeko aldagaia da.
Funtzioaren grafoa multzo hau da: Gy ={(z, f(z)) e R* /z € A}.

Grafoari esker, funtzioa honela irudika dezakegu:

Y
(@f(@)
f@ |-----mm - °
) " X

5.2. Adibidea. Izan bedi f(r) = In(z% — 4) funtzioa. Bila dezagun horren definizio-eremua.

Logaritmoa argumentua positiboa denean baino ez da existitzen. Beraz, z?>—4 >0 denean;
hortik, 22 >4 aterako dugu. Azkenik, z < —2 edo 2< =z lortuko dugu. Ondorioz, f(z)
funtzioaren definizio-eremua hau da: Dy = (—o00,-2)U(2,00) =R —[-2,2].

5.3. Definizioa. Gorakortasuna eta beherakortasuna
f(x) funtzioa A multzoan monotono gorakorra da Vz,y€ A /x <y, f(x)<f(y) bada.
f(z) funtzioa A multzoan hertsiki monotono gorakorra da Vrz,y€ A /x <y, f(z)< f(y) bada.
f(x) funtzioa A multzoan monotono beherakorra da Vr,y€ A /xz<vy, f(z)> f(y) bada.
f(z) funtzioa A multzoan hertsiki monotono beherakorra da Vz,ye A /x <y, f(z)> f(y)
bada.

5.4. Definizioa. Mutur absolutuak
f(z) funtzioak x = a puntuan maximo absolutua du Yz € A f(x) < f(a) bada.
f(x) funtzioak x = a puntuan minimo absolutua du Vx € A f(a) < f(x) bada.

5.5. Definizioa. Mutur erlatiboak
f(x) funtzioak x = a puntuan maximo erlatiboa du Vzx € E(a,e) f(x) < f(a) bada.
f(x) funtzioak x = a puntuan minimo erlatiboa du Vz € E(a,e) f(a) < f(x) bada.
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5.6. Definizioa. Ahurtasuna eta ganbiltasuna
f(z) funtzioa A multzoan ahurra da Aren puntuen irudiak zuzen ukitzaile guztien gainetik badaude.
Bestela esanda, f(x) funtzioa ahurra da A multzoan Af(a)+(1—X)f(b) > f(Aa+(1—A)b) bada,
Va,be A eta e (0,1).
f(z) funtzioa A multzoan ganbila da Aren puntuen irudiak zuzen ukitzaile guztien azpitik badaude.
Bestela esanda, f(x) funtzioa ganbila da A multzoan Af(a)+ (1 —N)f(b) < f(Aa+ (1 —A)b)
bada, Va,be A eta A€ (0,1).

5.7. Definizioa. Inflexio-puntuak
f(x) funtzioak x = a puntuan inflexio-puntua du puntu horretan ahurra (ganbila) izatetik ganbila
(ahurra) izatera pasatzen bada.

5.8. Definizioa. Funtzio konposatua
ftACR— R eta g:BCR— R funtzioak emanik, f(A)C B izanik, f funtzioaren eta g
funtzioaren arteko funtzio konposatua honela definituko dugu:

(gof): ACR—R, (gof)(x)=g(f(x))

R
R B R
A
g (f(A)
f g

5.9. Adibidea. Izan bitez f(z)=Inz eta g(z)=sinz funtzioak. Ikus dezagun zein den bion
arteko konposizioa.

(fog)(x)= f(g(x)) = f(sinx) =Insinz da funtzio konposatua. Baina, zein da horren definizio-
eremua?

Badakigu logaritmoaren argumentuak positibo izan behar duela. Hortaz, sinz >0 bete beharko
da. Etahori (0+km,m+km), k€Z, tarteetan soilik gertatzen da. Ondorioz, funtzio konposatuaren
definizio-eremua  Djfoq = | J (0+km,m+k7) da.

kEZ

Adibideak agerian utzi du, funtzioak konposatzean, definizio-eremuekin kontuz ibili behar dela.

5.10. Definizioa. Alderantzizko funtzioa
f:ACR—R, f(x)=y, funtzioa emanik, alderantzizko funtzioa, ezistitzen bada, honela
definituko dugu:
fLf(AYCcR—R, fl(y) == f(z)=y bada.

R

A f4)
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5.11. Adibidea. Izan bedi f(z)=sinz funtzioa. Zein da alderantzizko funtzioa?

Lehenik eta behin, azpimarratu beharra dago alderantzizko funtzioak funtzio izateko baldintzak
bete behar dituela. Esaterako, puntu bati irudi bat egokitu behar dio.

sinx =y bada, x =arcsiny izango dugu. Baina, y baterako infinitu x dauzkagu. Adibidez,
y=0 denean, x=...,—2mw,—m,0,7,27,... aukerak ditugu.

Beraz, alderantzizko funtzioa definitzeko, x aldagaiaren balioak murriztu beharrean gaude. Ho-
rretarako, x € [5F, %] tartea hartuko dugu.

Ondorioz, alderantzizko funtzioa honela geratuko da:

arcsin: [—1,1] — [;,g} .

Adibideak erakutsi du, alderantzizko funtzioak ematerakoan, funtzioaren definizio-eremua eta

irudi multzoa kontuan hartu behar direla.

5.2. FUNTZIOEN LIMITEAK

5.12. Definizioa. Limitea
f:ACR— R funtzioa emanik, eta a € A izanik, f(z) funtzioaren limitea x = a puntuan
l eR da baldintza hau betetzen badu:

Ve>0 3Jo(e)>0/z€l eta 0<|z—al]<d = |f(z)—I|<e,

eta honela adieraziko dugu: ;ﬂ%f@) =1 (ikus irudia).

Azpimarratuko dugu definizioan agertzen den § >0 hori € >0 balioaren mende egongo dela.

2
-2
5.13. Adibidea. Ikus dezagun lim z 5 =10 betetzen dela.

=5 T —
Idatz dezagun limitearen definizioa:

x2—25
—10
5

Ve>0 3Jo(e)>0/z€Aetal<|z—5]<d = <e.

Hasteko, azken desberdintzaren eskuineko ataleko balio absolutua sinplifikatuko dugu ahalik eta
gehien:
z%—25
zT—25

(r—5)
r—>5

P = |z —5|.

SUE

x2—10x+25’_

Bestalde, |z —5| <d betetzen dela esan dugu. Sinplifikazioa eta hipotesi hori konparatuz, alde
batetik, |z —5| <e betetzea nahi dugu, eta, beste aldetik, |r—5|<J betetzen dela badakigu.
Beraz, esan dezakegu e >0 ematen badigute, nahikoa dela § < e aukeratzea nahi duguna bete
dadin, |z—5|<d <e betetzen delako.
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5.14. Definizioa. FEzker-limitea
frACR—R funtzioa emanik, eta a€ A izanik, f(x) funtzioaren ezker-limitea = = a puntuan
I7 €R da baldintza hau betetzen badu:

Ve>0 3J0(e)>0/z€A eta a—d<zr<a = |f(x)—1"|<e¢,

eta honela adieraziko dugu: lim f(z)=1" = f(a™).
Tr—a—

5.15. Definizioa. FEskuin-limitea
f:ACR—R funtzioa emanik, eta a € A izanik, f(x) funtzioaren eskuin-limitea = = a
puntuan [T €R da baldintza hau betetzen badu:

Ve>0 30(e)>0/z€A eta a<z<at+d = |f(x)-1T|<e¢,
eta honela adieraziko dugu: lilrn+ f(x)=1"= f(a™).
r—a

5.16. Teorema. = = a puntuan f(x) funtzioaren | limitea existitzen da baldin eta soilik baldin x = a

puntuko ezker- eta eskwin-limiteak, |~ eta IV, existitu eta berdinak badira. Orduan, 1~ =17 =1
beteko da.

1
5.17. Adibidea. f(z)= e 1 funtzioaren limitea kalkulatuko dugu x = g puntuan.

T = g puntura ezKkerretik hurbiltzen garenean, tanx funtzioa +o0o baliora hurbiltzen da.
Hortik, esponentziala ere +o00 baliora hurbilduko da. Azkenik, frakzioaren izendatzailea 400 baliora
hurbilduko da, eta frakzioa bera 0 limitera.

T= g puntura eskuinetik hurbiltzen garenean, tanz funtzioa —oo baliora hurbiltzen da. Hortik,
esponentziala 0 limitera hurbilduko da. Azkenik, frakzioaren izendatzailea 1 limitera hurbilduko da,
eta frakzioa bera 1 limitera.

1 . 1
0 eta lim PR =
x—>g+ etan® 41

lim

e etanz | | -
T
Ezker- eta eskuin-limiteak desberdinak direnez, limitea ez da existitzen xz = 5 puntuan.

Limitearen kasu bereziak

Limitearen definizioan, bai a puntua, bai [ limitea finituak direla pentsatu dugu. Hots, a,l € R.
Hala ere, definizio berak balio du a = +o0o edota [ = +oo direnean, aldaketa batzuk eginez.
Honela geratuko dira definizioak:

a=+oo

lim f(x)=1<=Ve>0 IM(E)>0/xcA eta M<|z| = |f(z)-]<e.

xr—+o0o

l=+0c0
lim f(x) =400 <= VM >0 3FI§(M)>0/x€A eta 0<|r—al|<d = |f(x)] > M.

Tr—ra

a==to0 etal==x00

lim f(x)=40c0 <= VM >0 INM)>0/z€A eta N<|z| = |f(zx)|> M.

r—Fo00

5.18. Teorema. Segiden bidezko limitea
f(z) funtzioaren limitea x = a puntuan | €R da baldin eta soilik baldin

V{an} CR /{an} — a, nh_}rgof(an) =1

betetzen bada.
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Teorema horri esker ondoriozta dezakegu funtzioen limiteek segiden limiteek dituzten propie-
tate berak dituztela. Aipa ditzagun, orain, funtzioen limiteen propietate batzuk, segiden limiteek
dituztenen antzekoak.

5.19. Propietateak. Demagun f(z) funtzioaren limitea existitzen dela x = a puntuan.
1. Funtzioaren limitea x = a puntuan bakarra da.
2. x = a puntuaren ingurune batean funtzioa bornatua da.

3. x = a puntuko limitea ez bada nulua, puntuaren ingurune batean funtzioak limitearen zeinua
izango du.

4. lim f(z) = %13}1 h(z) =1 bada eta x = a puntuaren ingurune batean f(x) < g(x) <h(xz) bada,

T—ra

%%g(:r:) =1 ‘izango da.

1 X
5. lim <1—|—> —e.
T—00 T

Hurrengo atalean aipatuko ditugu limiteak kalkulatzeko segidekin erabiltzen genituen metodoen
antzeko batzuk.

5.3. FUNTZIOEN ARTEKO ERAGIKETAK ETA LIMITEAK. INDETERMI-
NAZIOAK

5.20. Definizioa. f(z) eta g(x) funtzio errealak emanik, bion arteko eragiketak honela definituko
ditugu:

1. Batuketa, kenketa: (f=+g)(z) = f(z)*£g(x). Definizio-eremua: DjsND,.
2. Biderketa: (f-g)(x)= f(x)-g(x). Definizio-eremua: DN Dy.
3. Zatiketa: (f=+g)(z)=f(z)+g(x), g(x)#0 izanik.

Definizio-eremua: DyNDyg—{x€R /g(x)=0}.

Bi funtzioren arteko eragiketen limiteek propietate hauek betetzen dituzte:

5.21. Propietateak. f(z) eta g(x) funtzioen limiteak existitzen badira x = a puntuan, berdintza
hauek beteko dira:

1. lim(f+g)(z) :aljl_r)r}lf(x):lz limg(x).

r—a r—a

2. lim (f-g)(«) = lim f(2)- lim ().

T—a
lim f(2)
3. %lgb(f—g)(x) = W’ aljljgg(l“) #0  bada.

Segidekin gertatzen zen bezala, funtzioekin ere gertatzen da: eragiketen limitea ez da beti limiteen
arteko eragiketen berdina eta batzuetan indeterminazioak sortzen dira; horrez gain, limite finituak
ez ezik, limite infinituak ere sartzen baditugu, indeterminazioak agertzen dira. Zazpi indeterminazio
mota ditugu:

0 o0

batuketan, oo — oo; biderketan, 0-oco; zatiketan, 0 eta —, eta berreketan, 00, 1% eta oo?.

00

Indeterminazio horiek ebazteko metodo desberdinak daude. Hurrengo atalean aztertuko ditugu.
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5.4. INDETERMINAZIOAK EBAZTEKO METODOAK

5.4.1. Baliokidetasuna
f(z)

5.22. Definizioa. f(z) eta g(z) funtzioak baliokideak dira x = a puntuan ilg}lm =1 bada.

5.23. Definizioa.
1. f(x) funtzioa x = a puntuan infinitesimala da ;gn f(x)=0 bada.
a

2. f(x) funtzioa x = a puntuan infinitua da ilgz f(z) =00 bada.

Hona hemen zenbait infinitesimal baliokide:
r — a edo x = a puntuan

x—a~sin(z —a) ~ tan(x —a) ~ arcsin(x — a) ~ arctan(r —a) ~ e*7* — 1.
z — 0 edo x =0 puntuan

x ~sinx ~ tanz ~ arcsinz ~ arctanz ~ e* — 1.

2

1—cosx ~ 5

In(1+2z)~z.
r— 1 edo z =1 puntuan

Inzx~ x—1.

5.24. Ordezkapen-printzipioa. f(z) funtzio baten puntu bateko limitea kalkulatzen denean, fun-
tzioaren adierazpeneko biderkagai edo zatitzaile bat bere baliokide batez ordezka daiteke funtzioaren
limitea aldatu gabe.

10* — 10
5.25. Adibidea. Kalkula dezagun il_)ml 100 —100°
10% —10 . 10(10*'-1) @, 1 Im10** 1 (z—1)ln10

limiz 1m m -————=1 ——— =
21100 —100  2—1100(100*~1 —1)  2-110In100*~1  2>110 (z—1)In100
. In10 - In10 B In10 1

10100 10100 20Inl0  20°

(1) berdintzan, In10*~!~10*71 -1 eta In100°~!~ 100*~! -1 baliokidetzak erabili ditugu,
1071 =1 eta 100! — 1 betetzen direlako.

5.4.2. Infinituen ordenak

Beste aldetik, funtzioen kasuan ere infinituak lau ordenatan sailka daitezke, ¢,p,r >0 eta bk >1
direnean eta x — +o0o doanean:

(logyz)? <<< 2P <<< k¥ <<< 2™

5.26. Adibidea. Kalkula dezagun 111%1+ zel/®.
T—r
el/x L
zel/? = 1z idatz dezakegu. Orduan, alde batetik, lir())a+e /"= 400 da eta, beste aldetik,
r—r

1 . . . .
hm+ — =400 da. Baina, esponentzialaren ordena goragokoa denez, zatiduraren limitea +oo da,
z—0T T

hau da, lim ze'/* =400 da.
z—0t
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5.5. FUNTZIO JARRAITUAK

5.27. Definizioa. f: A CR — R funtzioa x = a puntuan jarraitua da ligl f(z)= f(a) bada. Hau
x a
da,

Ve>0 Fo(e)>0/x€A eta |xr—a|<d = |f(x)—f(a)|<e

Definiziotik atera dezakegu funtzio bat puntu batean jarraitua izateko, hiru baldintza hauek bete
behar dituela:

1. f(a) balioak existitu behar du (hots, a € A);

2. lim f(x) =1 limiteak existitu behar du;

T—a

3. biek berdinak izan behar dute, [ = f(a).

5.28. Adibidea. f(z)=cosz funtzioa jarraitua da jatorrian, lir% cosz =1 =cos0 betetzen delako.
T—

Aldeetako limiteak kontuan hartzen baditugu, aldeetako jarraitutasuna defini dezakegu:

5.29. Definizioa. Ezker-jarraitua

Funtzio bat ezker-jarraitua da = = a puntuan lim f(z)= f(a) betetzen bada.
Tr—a~

5.30. Definizioa. FEskuin-jarraitua

Funtzio bat eskuin-jarraitua da x = a puntuan lim+ f(z)=f(a) betetzen bada.
r—a

—x, <0,
z, 0z,
f(x) funtzioa R osoan dago definiturik eta jarraitua da Va # 0, funtzio elementalez osatuta
dagoelako.
Jatorrian jarraitutasuna aztertzeko, ezker- eta eskuin-limiteak kalkulatu beharko ditugu.

funtzioaren jarraitutasuna.

5.31. Adibidea. Azter dezagun f(z)=|z|= {

lim f(x)= lim —x=0= f(0), ezker-jarraitua da.
z—0~ z—0~

lim f(x)= lim x =0= f(0), eskuin-jarraitua da.
z—07F z—0t
Hortaz, f(x) jarraitua da jatorrian. Eta, ondorioz, R osoan da jarraitua.

5.32. Definizioa. f(x) jarraitua da A C R multzoan A multzoko puntu guztietan jarraitua bada.

5.33. Definizioa. f(x) funtzioa [a,b] tartean jarraitua da (a,b) tarteko puntuetan jarraitua, r = a
puntuan eskuin-jarraitua eta x =0b puntuan ezker-jarraitua bada.

5.34. Definizioa. Funtzioa jarraitua ez denean etena dela esango dugu, eta puntuari funtzioaren
etenune esango diogu.

Etenuneen sailkapena

1. Etenune gaindigarria
;gl}lf(x) =1 eta f(a)#I.

2. Lehen mailako etenunea

lim f(x)# lim f(z) betetzen da.
T—a~ z—at

2.1. f(a™),f(a™)€R bada, f(a*)—f(a”) jauzi finitua da.
2.2. f(a”) =400 edota f(a™)=+4oo bada, jauzi infinitua da.
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3. Bigarren mailako etenunea

lim f(x) edota lim f(x) ez da existitzen.
z—a~ z—at

5.35. Adibidea. Azter dezagun f(z) funtzioaren jarraitutasuna jatorrian, f(z) funtzio hau izanik:

_ zel/*  x£0,
f(x)—{ 0, x=0.

1
Funtzio horrek jatorrian du arazo bakarra, — agertzen delako. Ezker- eta eskuin-limiteak
x

kalkulatuko ditugu jatorrian:

lim ze'/*=0=f(0) eta lim ze'/* = +oc0.
z—0~ xz—07t

Ezker-limitea berehalakoa da eta eskuin-limitea 5.26. Adibidean kalkulatu dugu. Hortaz, z =0
puntuan funtzioa ezker-jarraitua da. Funtzioak lehen mailako etenunea du, jauzia infinitua izanik.

5.6. FUNTZIO JARRAITUEN PROPIETATEAK

5.36. Propietatea. Funtzio elementalak jarraituak dira beren definizio-eremuetan.
Esaterako, polinomioak, logaritmoak, esponentzialak eta funtzio trigonometrikoak jarraituak dira.

5.37. Propietatea. f(x) eta g(x) funtzioak jarraituak badira x = a puntuan, f+g, f-g eta f+g
(g #0) ere jarraituak dira x = a puntuan.

5.38. Teorema. Funtzio konposatuaren jarraitutasuna

fiACR— R funtzioa jarraitua bada x = a puntuan eta ¢g: B CR— R funtzioa jarraitua
bada y=b= f(a) puntuan, f(A)C B izanik, (gof):ACR—R funtzioa jarraitua izango da
T = a puntuan.

5.39. Adibidea. Izan bedi f(z)=e ¥l funtzioa. Jarraitutasuna aztertuko dugu.

Funtzio hori balio absolutu eta esponentzialaren arteko konposizioa da. Balio absolutua jarraitua
dela 5.31. Adibidean ikusi dugu, eta esponentziala jarraitua da, funtzio elementala delako. Bion
definizio-eremua R da; beraz, konposizioa ere jarraitua izango da R osoan.

5.40. Teorema. Alderantzizko funtzioaren jarraitutasuna
f:ACR— R funtzioa hertsiki monotonoa eta jarraitua bada, f~1':f(A)CR—R alde-
rantzizko funtzioa existituko da, eta hertsiki monotonoa eta jarraitua izango da.

5.41. Adibidea. Har ditzagun f(x) =sinz funtzio elementala eta f~!(x) = arcsinz horren
alderantzizko funtzioa.
f(z) =sinz funtzioa jarraitua denez, alderantzizkoa ere jarraitua izango da, bere definizio-

eremuan jakina, hau da, [_;, ;r] tartean, 5.11. Adibidean ikusi dugun bezala.

5.42. Teorema. f(z) funtzioa [a,b] tarte itzian jarraitua bada, bornatua izango da bertan.

5.43. Teorema. Weierstrass-en teorema
f(z) funtzioa [a,b] tartean jarraitua bada, mazimoa eta minimoa lortuko ditu bertan.

5.44. Teorema. Bolzano-ren teorema
f(z) funtzioa [a,b] tartean jarraitua bada eta f(a)- f(b) <0 bada, Fc€ (a,b) / f(c)=0.

5.45. Teorema. Darbouz-en teorema edo Tarteko balioen teorema
f(z) funtzioa [a,b] tartean jarraitua bada eta f(a)# f(b) bada,

Ve (f(a), f() (edo Ve (f(b),fla))) 3ee(ab)/ flc)=p.
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5.46. Korolarioa. f(z) funtzioa [a,b] tartean jarraitua bada, f([a,b]) = [m,M] izango da.

Hau da, funtzio jarraituek tarte itxiak tarte itxi bihurtzen dituzte.

2
5.47. Adibidea. Bila ditzagun f(z)=1In % funtzioaren muturrak eta ikus dezagun ea anulatzen
den punturen batean [1,2] tartean.

1.2

2

2
x
o) funtzioa jarraitua da [1,2] tartean, polinomioa delako. Bestalde,
2
x
delako. Beraz, ln? existitzen da [1,2] tartean, eta jarraitua da bertan, funtzio jarraituen kon-

< — <2 da, gorakorra

N | —

posizioa delako. Weierstrassen teoremak dio tarte horretan maximoa eta minimoa lortuko dituela;
teoremak ez du, ordea, esaten non hartzen dituen. Kalkula ditzagun mutur horiek.
2
— eta Inz funtzio hertsiki gorakorrak dira [1,2] tartean; beraz, f(x) ere hertsiki gorakorra

da bertan. Ondorioz, minimoa x = 1 puntuan eta maximoa x = 2 puntuan lortuko ditu; hauek dira:
12 1 22
f(1)= hl? = lni =—In2=-0,69 minimoa eta f(2)= ln; =In2=0,69 maximoa.
Bolzanoren teorema erabiliko dugu jakiteko ea punturen batean anulatzen den.
2

Badakigu f(z)= ln% funtzioa jarraitua dela [1,2] tartean. Bestalde, f(1)=—0,69 <0 eta

f(2)=0,69>0 dira; beraz, teoremaren bigarren hipotesia ere betetzen da. Ondorioz, Jc € (1,2),
2

non f(c)=0 baita. Hau da, ln% =0 da, c€(1,2) izanik. Kalkula ditzagun c-ren balio guztiak.

2 2

ln%:0:> %:1 — 2 =2 = c=+V2.
Baina, ¢= —+/2 balioa ez dago (1,2) tartean; beraz, aukera hori baztertuko dugu. Ondorioz,

funtzioa puntu bakar batean anulatzen da, c¢=+/2 puntuan hain zuzen.
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5.7. ARIKETA EBATZIAK

1. Galdera teorikoak

1. f(z)= { 3332:2’ i ;8’ funtzioa emanik, froga itzazu, 5.18. Teorema aplikatuz:

1.1. ez dela existitzen lim f(x).
z—1

1.2. lim f(z) existitzen dela.
T——2

Erantzuna.

1.1. Izan bedi {z,} CQ, non lim 2, =1 den.
n—oo
Jim flzn) = nh_)rgo(i%xn +2)=3-14+2=5 izango dugu.
Izan bedi, orain, {z],} ¢ Q, non nh_}rgox; =1 den.
. I s I _9.1_ .
Jim flz,) = Jim 2z, =2-1=2 izango dugu.
Ondorioz, limitea ezin da existitu.
1.2. V{z,} CQ, non 7}1_>rgoxn = —2 den,
Jim flzyn) = nh_{réo(&vn +2)=(3(-2)+2) =—4 izango dugu.
/ : r_
V{z),} ¢ Q, non Jim 27, = =2 den,

lim. f(z)) = Jim. 2z! =2(—-2) = —4 izango dugu.

Tkus dezagun orain, definizioa erabiliz, lim2 flx)=—4 dela:
T——

Ve>0 360>0/0<|z+2|<d = |f(z)+4]<e.

Bz+2+4| = |32+6|=3|z+2| <30, z€Q,

|f(l’)+4’_{ 22+ 4] = 2|z +2| < 26, ¢ Q.

Hortaz, nahikoa da 4 < g < % aukeratzea |f(x)+4|<e izan dadin, Vz eR.

Ondorioz, lim_f(zx) =—4 da.
T——2

2. g =0 puntuan ondoko ezaugarriak dituzten funtzioen adibide bana eman ezazu:

2.1. etenune gaindigarria.

2.2. Lehen mailako etenune bornatua.
2.3. Lehen mailako etenune bornegabea.
2.4. Bigarren mailako etenune bornatua.

2.5. Bigarren mailako etenune bornegabea.

Erantzuna.

2.1. Etenune gaindigarria:

flx)= sizxj x #0. /[;\

f(0) =1 har daiteke funtzioa jarraitua
izan dadin.

8y
{
<
q
i
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2.2. Lehen mailako etenune bornatua:

m? x¢07 05
f(.’L‘) - * 2 -1 1 2
0, xz=0. -05

f(ﬂ?) = T 05 05 10

3. Izan bedi f(z) funtzioa jarraitua I = [a,b] tartean. Esan ezazu, laburki arrazoituz, ondoko
baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:
3.1. f(z) funtzioak onartzen du alderantzizkoa I tartean.
3.2. f(a)<r< f(b) bada, cé€ (a,b) existituko da, non f(c)=r baita.
3.3. f(z) bornaturik dago (a,b) tartean.
3.4. lim f(z)= f(a).
T—a~
3.5. {xn} = x0 bada, {f(xn)}— f(xzo) beteko da, z¢ € (a,b) izanik.
3.6. 0 €1 bada, lig%asf(x) =0 izango da.
T

3.7. log f(z) jarraitua da I tartean.

3.8. ¢/(®) jarraitua da I tartean.

f(@)

sinx

3.9. jarraitua da I tartean.
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f(a)=f(b)=f(c) bada, c€(a,b) izanik, f(x) funtzioak maximoa eta minimoa tartearen
barnealdean (hots, (a,b) tarte irekian) lortuko ditu.

3.11. f(a) < f(b) bada, f(z) ez da beherakorra I tarteko inongo puntutan.
Erantzuna.
3.1. Faltsua da; esaterako, sinz funtzioa [0,27] tartean ez da bijektiboa.

3.2.
3.3.

3.4.
3.5.

3.6.

3.7.
3.8.
3.9.
3.10.

3.11.

Egiazkoa da; Darbouxen teoremaren ondorioa da.

Egiazkoa da. 5.42. Teoremaren ondorioz, funtzio jarraitua denez, bornatua da tarte itxian
eta, beraz, tarte irekian ere.

Faltsua da; funtzioa ez delako existitzen a-ren ezkerrean.

Egiazkoa da. Funtzioa jarraitua denez (a,b) tarteko puntu guztietan, le%O f(x) = f(z0)
betetzen da. Bestalde, segiden bidezko limitea limite orokorraren kasu partikularra da.
Egiazkoa da. f(x) funtzio jarraitua bornaturik dago; beraz, :}:lg%) f(z)= f(0) Dbalio finitua
da; ondorioz, ilg%)pf(x) =0-f(0)=0 betetzen da.

Faltsua da; f(z) negatiboa izan daitekeelako; eta orduan log f(x) ez litzateke existituko.
Egiazkoa da, esponentziala R osoan definiturik dagoelako.

Faltsua da; sinz funtzioa I tartean anula daitekeelako.

Egiazkoa da. [a,b] tartea [a,c] eta [c,b] tarteetan bana daiteke; Weierstrassen teorema
azpitarte bakoitzean aplikatuz gero, funtzioak maximoa eta minimoa bi azpitarte horietan
lortuko lituzke; ez bada horien barnealdean, tarteen muturretan lortuko lituzke, bai ma-
ximoa bai minimoa; baina, f(a)= f(b)= f(c) denez, c¢€ (a,b) puntuan ere funtzioak
maximoa edo minimoa lortuko luke; hau da, [a,b] tartearen barnealdean.

Faltsua da. {—7?, 721 tartea eta f(x)=sinx funtzioa hartuz gero, sin(—m)=0< Sing =1

betetzen da; baina, sinu funtzioa beherakorra da tarte horren {—ﬂ', ;} azpitartean.

4. Ba al dago ondoko baldintzak betetzen dituen funtziorik?

4.1.
4.2.

Bornatua da tarte bornatuan eta ez du maximorik.

Tarte bornatu eta itxian definitua eta maximorik gabea.

Erantzuna.

4.1.

4.2.

Bai, esaterako, f(z)=x? funtzioak ez du maximorik (—1,1) tartean; eta bornatua da,

Vexe(—1,1) |f(x)] <1 delako. Ez du, ordea, maximorik lortzen, tarte irekia delako.
1

Bai, esaterako, f(x)= ‘:c o @ e[=L1=1{0)

0, z=0,

funtzioak ez du maximorik [—1,1] tartean; berez, etena da x = 0 puntuan.

5. Esan ezazu, arrazoituz, egiazkoa edo faltsua den hurrengo baieztapena:

f(x) jarraitua bada (a,b) tarte ireki eta bornatuan, bornatua izango da aipatu tartean.

Erantzuna.
1
Faltsua da; esaterako f(z) = 2 funtzio jarraitu bornegabea da (a,b) tartean, b —z ez
—x
1
delako anulatzen bertan eta lim —— = +oc delako.

z—b-b—x
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2. Funtzioen limiteak

1
6. lim (sinz)<%.

z—mt
Ebazpena.

. . . . 1 ) x

lim sinz =sint=0 eta lim - = —=—o00 dira, - >~ delako. Hortaz,
z—mt z—7t COS5  COS3 22

1

. . cos £ — . . .
lim (sinz)°*2 =0"°° =00 (ez da indeterminazioa).
z—mt

1 1
7. lim (—l—) cos(mx)log,(1+x).

z—=0+t \T \/5
Ebazpena.

/1 1 W . (1 1 @)
i (G475 ) eostmatons+0) @t (Co4 2 Jowa (1)

1 In(1 1 1 1

= lim /@ In( +x):<0>: lim +\/§i@_) lim +\/E: .

=0t T Ina 0 z—0t x Ina z—0+t Ina Ina
(1) berdintzan, lim cos(mz) =1 erabili dugu.

z—0t+
In(1
(2) berdintzan, log,(1+x)= n(l—i—x) erabili dugu.
na

(3) berdintzan, In(1+x)~x baliokidetza erabili dugu.

1

Sing
8. 1 .
z—0+ Inx
Ebazpena.
. 1 . . . 1
lim sin — ez da existitzen; baina, sinua bornatua da: |sin—|<1 da, Vz.
z—0t x x
Bestalde, lim Inz = —o0o0 da.
z—0+
. . sin%
Ondorioz, lim =0 da.
z—0t Inzx

9. lim (cosz — sinx)®*.
z—0
Ebazpena.
1°° indeterminazioa dugu.
lim (cosz —sinz)°** = bada, Inl=Inlim(cosz —sinz)®"* = lim In(cosx — sinx)"* =
z—0 z—0 z—0

In(cosx —sinx) (1) i SO5% sing —1

= lim cotzIn(cosx —sinx) = lim = lim —M— =
xz—0 z—0 tanx z—0 x
1 si 1 inz (2) iz’
. CoST — sinx . CcoST — . sinx L . =
= lim — = lim —— — lim = lim—2 —-1=1lim——-1=0-1=—1.
xz—0 T T z—0 €T z—=0 X =0 I z—=0 2
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(1) berdintzan, In(cosx —sinx)~cosx—sinx—1 eta tanz~x baliokidetzak erabili ditugu.

2

(2) berdintzan, cosx—1~ “? baliokidetza eta lim
2 z—=0 T

sinx

=1 emaitza erabili ditugu.

Ondorioz, Inl=—1 denez, [=e"! da.
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3
10, 1im 221
z—0 sinx
Ebazpena.
Balio absolutua agertzen denez, ezker- eta eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu.
3xz+ |z 3r—x 2x
Ezker-limitea: lim ,+’ | = lim — = lim — =2 da.
z—0~ sinz z—0~ sinx  z—0- sinz
3z + |z 3r+x 4x
Eskuin-limitea: lim _+| | = lim ‘+ = lim — =4 da.
z—0+t sinx z—0t sinx  z—0tsinx
Beraz, ez da limitea existitzen.
11 lim Incosx
=0 x2
Ebazpena.
. Incosz 0\ (1) .. coszx—1 (2 .. _7272 A S |
lim =(=-)=2lm———— = lim % =lim — = —,
z—0 2 0 z—0 x2 0 22 z—0 2 2

(1) berdintzan, Incosx ~cosz—1 baliokidetza erabili dugu.

2
(2) berdintzan, cosx—1~ T:E baliokidetza erabili dugu.

T _
12. lim2 !
z—03% —1
Ebazpena.
A | (0)()_ In 2% . xln?2 . In2 In2
im = (=) = lim = lim =lim—=—.
z—03% —1 0 z—=0In3* =2—0xIn3 2—0In3 In3

(1) berdintzan, 2¥—1~1n2" eta 3*—1~1n3" baliokidetzak erabili ditugu.

tanx —sinx

13. lim
z—0 1‘3
Ebazpena.
I tanz —sinx 0 I o —sinz . sinz—sinzcosz I sinz(1 —cosz) (1)
im————— = (=) =lim < ____ — lim = lim =
z—0 3 0 z—0 3 z—0 x3cosx z—0 z3cosx
1), x(l—cosz) (2, x%/2 . 1 1
zhmgizhm 5 = lim = —.
z—0 x3CcosSx z—=0x2cosx z—02cosx 2

(1) berdintzan, sinz ~x baliokidetza erabili dugu.
2
(2) berdintzan, adierazpena sinplifikatu eta 1—cosx ~ % baliokidetza erabili dugu.

ar __ ,bx
14. lim &%

z—0 €T
Ebazpena.

ar _ bz bz (,(a—b)x __ bxr(,

0 1 b

lim & — % = () i T D) @ @b e — b,
z—0 x 0 z—0 x z—0 T z—0

(1) berdintzan, e@% —1~ (a—b)x baliokidetza erabili dugu.
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15.

16.

17.

18.

19.

. .1
lim zsin —.
T—00 T

Ebazpena.
1

T €T €T Tr—00 T—00

sinx —cosx

lim
z—Z 1l—tanz
Ebazpena.
. sinx —cosx 0 . sinx —cosx . sinx —cosx . -1
e—»T 1—tanz 0 e—»T 11— —I coszosinz W V2

Cos T Ccos T

lim 71n(1—|—e )

T—00 T

Ebazpena.

lim In(1+€") _ (oo) — lim In(e”(e ™ +1)) — lim Ine* +1In(e™*+1)

T—r00 T

In(fe ™ 4+1 In(fe *+1 In(e 41
:hmm:hm <1+n(e—|—)>:1+hmn(e—|—):1+0:1‘

T—00 T T—+00 T—+00 T

T—00 €T T—00 xX

lim YTV

z—0 x

Ebazpena.

. Vat+z—/a 0 . Vatzr—+aat+z+a (a+z)—a
lim YOTEZVE (D) gy — lim _
2—0 x 0) 2—0 x Vatz+ya z=0z(vatr+/a)

1 1
li = .
x%\/a+x+\/a 2v/a

X
z%x(\/a+x+\/5)

Iim | ———2|.
T—00 21

Ebazpena.

i x> _ i DD lim e limaln S =
xl—>H<;lo ﬁ_x _xl—>nolox \/ZT—I_ _wl{goxn x2_1_xli>r(l)wn :L'Q—l_

2 2
1
= lim zln x (:)limx( x l)zlim mi—o.

T—00 2 r2 -1 x—>oo§ 332—1_ x—>oo§x2—1_
(1) berdintzan, < ;E T 1> ~1In ;B baliokidetza erabili dugu; izan ere,
x?— x?—

2
1
lim 9: Z lim - lim 7 =1 betetzen baita, * x>0 delako.
z500 /g2 —1 a0\ z2—1 2500\l 11— =2

2

2
(2) berdintzan, In T ( T 1) baliokidetza erabili dugu, lim —
€T Tr—00 €T
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1 1
sin— ~ — da, z — oo doanean. Hortaz, h_)rn zsin—=(0-00) = lim z— = lim 1=1 da.
Tr—00

x 7 =1 delako.
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20.

21.

22.
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. x4ai++2"—n
lim .
z—1 x—1

Ebazpena.
liml(a: +a? 442" —n)=0 denez, x+x>+---+2"—n polinomioa z—1 binomioz zati
z—

daiteke: z4+a22+---+2"—n=(z—1)(z" 1 +22" 2+ + (n—1)z+n).

24 4g - — D (" P22 1
Hortaz, hmx—i—x Tt o lim (z—1)(z" " 422" "+ +(n—1)x+n) _
z—1 x—1 z—1 r—1
1
= linﬁ[mnfl+2$n72—|—..-+(n—1)a}+n] =1424+--+(n—1)+n= n(n;—)
Tr—r
k—2x
X 3z
lim ( ) .
z—0+t \z+1
Ebazpena.
Berrekizunaren limitea hau da:  lim ro_ 0
z—0t x4+ 1

Berretzailean, k parametroa agertzen denez, limitea kalkulatzeko orduan, horren balioa hartu
beharko dugu kontuan.

—2 2
=2 2
k =0 denean, lim ( ’ ) T = lim ($+ )3 =00 limitea dugu.

z—0+t \z+1 z—0t x
k—2x
k—2 =
k>0 denean, lim Y % da; beraz, lim < < R 0*° =0 da.
=0+ 3T z—0+t \xz+1
k—2x
k—2 z 1
k < 0 denean, lim - —oo da; beraz, lim ( < > R 07 =— =00 da.
z—0t+ 3 z—0t \z+1 (05
tan ZZ
lim (4_ 3“””) =
T—a a
Ebazpena.

Zuzenean kalkulatuz gero, hau lortuko genuke:

3
lim (4 — x) =1 eta limtan ™ _ +00. Hortaz, 1°° indeterminazioa lortuko genuke.
r—a a r—a 2a

Limiteari [ deituz eta logaritmo nepertarra hartuz gero, honela geratuko litzateke:

tan 5—
Inl = lim In <4—3$> - limtang—xln <4—3$> (2 limtamB (3—%) =

T—a a T—a a a T—a a

in 52 1 3(1-2
:limsm2“<3—3x> 2 lim(3—3$>@lim(“):i:6.

z=a cos 52 a z—asin (5 —5Z) a —aZ(1-2)

(1) berdintzan, In (4 - 3$> ~ (4 - 33:) —-1=3- sz baliokidetza erabili dugu.
a a

a
(2) berdintzan, lim sin T _1 limitea eta cos_— =sin <7T - 7r:13> berdintza erabili ditugu.
T—a  2a 2a 2 2a

(3) berdintzan, sin (;r - 7;) ~ (;T - 7;) = g (1 = a:) baliokidetza erabili dugu.
a a a
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23.

lim x®.

z—07t

Ebazpena.

0° indeterminazioa dugu.

: : . . . —Ing

lim 2* =1 bada, Inl=In lim z*= lim In2* = lim zlnz = lim —* =0.

z—07t z—07t z—0t z—0t z—0t P
1

Azkeneko berdintzan, bi infinituren arteko zatiduran, izendatzaileko — infinitua goragoko
x

1
ordenakoa da zenbakitzaileko —In— infinitua baino; beraz, zatiduraren limitea 0 da.
x

Ondorioz, Inl =0 denez, [=¢"=1 da.

3. Funtzio jarraituak

24.

25.

Azter dezagun In

tan 2‘ funtzioaren jarraitutasuna.

Erantzuna.

Hiru funtzio konposatu dira funtzio hori lortzeko, logaritmo nepertarra, balio absolutua eta
tangentea. Hiruren jarraitutasuna hartuko dugu kontuan, 5.36. eta 5.38. Teoremak aplikatzeko.

Logaritmo nepertarra existitu eta jarraitua da argumentua positiboa denean. Horrek esan nahi

du tang >0 bete behar dela.

Baina, balio absolutua beti da positiboa edo zero eta jarraitua; beraz, zero kasua baztertu

x
beharko dugu, hau da, tan§ = (. Balio absolutua zero da argumentua zero denean, hots,

x
tan 5= 0 denean. Eta hori betetzen da tangentearen argumentua km modukoa denean, k€7

izanik. Hortaz, g = km = x =2km puntuak baztertu behar ditugu, k € Z izanik.

k
Bestalde, tangente jarraitua da argumentua g modukoa denean izan ezik, k € 7Z izanik.
x k
Hortaz, 5= ?ﬂ —> xr =k7m puntuak ere baztertu behar ditugu, k€ Z izanik.

Azkeneko kasuak aurrekoa hartzen du barnean. Ondorioz, bi emaitzak kontuan hartuz, funtzioa
jarraitua da x =knm puntuetan izan ezik, k€ Z izanik.

Azter ezazu ondoko funtzioaren jarraitutasuna:

Ebazpena.
f(x) funtzioa jarraitua da Vz # 0,1, funtzio elementalez osatuta dagoelako.
z = 0 puntuan,

. 1 . . .
lim z%e* =0 eta lim — =oo0 dira; beraz, z =0 puntuan funtzioak lehen mailako etenunea
z—0~ z—0t T

du, jauzi infinitukoa hain zuzen.
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26.

27.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

z =1 puntuan,
lim — =1 eta lim 22=1 dira; f(1)=1 denez, funtzioa jarraitua da = =1 puntuan.

z—1— & z—1t

Azter ezazu f(x) funtzioaren jarraitutasuna:
_ z, x€Q,
f(x)_{_x7 z ¢ Q.

Ebazpena.

Funtzioa jarraitua izateko, bai zenbaki arrazionalen bidezko limiteak bai zenbaki irrazionalen
bidezko limiteak berdinak izan behar dute. Kalkula ditzagun.

lim f(z) = %gré:v =a izango dugu.

T—ra

z€Q

lim flz)= J}ll}r(ll—w = —a izango dugu.

z¢Q

Hortaz, limitea existituko da @ = —a denean, hots, a = 0 denean. Horrek esan nahi du funtzioa

jatorrian baino ezin dela jarraitua izan.

Ikus dezagun orain, definizioa erabiliz, lir% f(z) =0 dela:
T—r

Ve>0 30>0/0<|z—0]<d = |f(x)—0|<e.

|z| <4, x e Q,

|f(z) = 0] =[f(z)] :{ |—z|=|z| <6, z¢Q.

Hortaz, nahikoa da § <& aukeratzea |f(z)—0|<e izan dadin, Yz €R.
Ondorioz, lim f(z) =0 da.
z—0

Azkenik, f(0)=0 denez, funtzioa jarraitua da jatorrian.

Azter ezazu f(x) funtzioaren jarraitutasuna:

Ebazpena.
x # 1 puntuetan funtzioa jarraitua da, funtzio elementalen bidez definituta dagoelako.

x =1 puntuaren ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta eskuin-
limiteak erabiliko ditugu.
T T
lim f(x)= lim cos—z=cos— =0 eta lim f(z)= lim x—a=1—a dira;
x%l—f( ) z—1— 2 2 z—1t f( ) z—1t

beraz, limitea existi dadin, 0=1—a edo a=1 bete beharko da.

Bestalde, f(1)= cosg =0 da; ondorioz, a =1 denean, funtzioa jarraitua da x = 1 puntuan.
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28.

29.

Azter ezazu funtzio honen jarraitutasuna:

sinTx, =<1,

_ Inz, 1<z<e,
f)={ Mz, 1l<o<
-, e<ux.
e

Ebazpena.

Vax #1,e f(x) funtzioa jarraitua da, sinmz, Inz eta g funtzio elementalak direlako.

x =1 puntuan,

IliHl{ f(z)= xlig{ sinTr =sinTt =0 eta xli>r11rl+ fz)= Jﬂi Inz=In1=0 dira; beraz, z =1

puntuan funtzioaren limitea existitu eta 0 da; hori denez funtzioak x = 1 puntuan hartzen duen
balioa, f(1)=0, funtzioa jarraitua da bertan.

T = e puntuan,
lim f(z)= lim Inz=Ine=1 eta lim f(z)= lim o1 dira; beraz, funtzioak z =-e

T—e T—e~ z—et rz—et €
puntuan hartzen duen balioa f(e) =Ine=1 denez, funtzioa jarraitua da bertan (ikus irudia).

10

05

Azter ezazu ondoko funtzioaren jarraitutasuna:

2]

f(x) - elz—1]

Ebazpena.

Funtzioan agertzen diren bi balio absolutuek funtzioa x = 0 eta x =1 puntuetan aldatzen dela

esaten dute:
—

elﬁ’ IL'<0,
X

f($): 617_1" O§$<17
X

Vz#0,1 funtzioa jarraitua da, funtzio elementalen arteko konposizioa delako.

z =0 puntua:

lim f(z)= lim

—x
=0 eta lim f(x)= lim
z—0— z—0— el-z r—0T f( )

Jim = =0 dira; beraz, i]l)l%)f(x) =0 da.

Bestalde, f(0) =0 da. Ondorioz, funtzioa jarraitua da z =0 puntuan.
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30.

31.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

z =1 puntua:

x
li = lim —— =1 eta i = li
Jim f(x) im eta.  lim f(x) im il

l—z z—1+ et~

=1 dira; beraz, lim f(z)=1 da.
rz—1— e r—1

Bestalde, f(1)=1 da. Ondorioz, funtzioa jarraitua da z =1 puntuan (ikus irudia).

10
08
06
04
02

a-ren zer baliotarako da f(x) funtzioa jarraitua puntu guztietan?

1—cosz

72
flz) =

a(r—1), 0<uxz.

, x <0,

Ebazpena.

Vx #0 funtzioa jarraitua da, funtzio elementalez osatua delako. Beraz, x = 0 puntua baizik
ez dugu aztertu behar.

x =0 puntuaren ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta eskuin-
limiteak kalkulatuko ditugu.

1—cosx = 1
lim f(z)= lim ———— = lim 2 == eta lim f(z)= lim a(zx—1)=—a dira;
z—0— f(@) z—0- 12 z—0— 22 2 :c—>0+f( ) z—0+ ( )
1
beraz, limitea existi dadin, a = —3 bete beharko da.

1 1
Bestalde, f(0)=a(0—1)=—-a= 3 da; ondorioz, a = D) denean, funtzioa jarraitua da z =0
puntuan.

a-ren eta b-ren zer baliotarako da f(x) funtzioa jarraitua puntu guztietan?

x2, 1< |z,
f(z) =

ard —x+b, |z|<1.

Ebazpena.

Lehendabizi, funtzioaren definizioan agertzen den balio absolutua deskonposatuko dugu:
x2, r < —1,
f(x)={ ax®—z+b, —-l<z<l,
z2, 1<z

Vo # —1,1 funtzioa jarraitua da, funtzio elementalez osatua delako. Beraz, t = —1eta x =1
puntuak baino ez ditugu aztertu behar.
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Puntu horien ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta eskuin-
limiteak kalkulatuko ditugu.

r=—1 puntua:

lim f(z)= lim 2°=1 eta lim f(z)= lim (az®—2+4+b)=—a+1+b dira;

z——1" z——1" z——171 z——1t
bestalde, f(—1)=1 da.

Hortaz, limitea existi dadin eta funtzioa jarraitua izan dadin, —a+14+b=1, hots, b—a=0
bete beharko da.

r =1 puntua:

lim f(z)= lim (ax®—z+b)=a—1+b eta lim f(z)= lim 2> =1 dira;
z—1- z—1— z—1t z—1t

bestalde, f(1)=1 da.

Hortaz, limitea existi dadin eta funtzioa jarraitua izan dadin, a—1+b=1, hots, b+a=2
bete beharko da.

Ondorioz, bi puntu horietan funtzio jarraitua izan dadin b—a=0 eta b+4+a=2 bete beharko
dira. Hortik, a=1 eta b=1 aterako ditugu.

Irudian ikus daitezke a-ren eta b-ren hiru kasu; batek baino ez du funtzioa jarraitua egiten.

32.32.1. Azter ezazu f(x) funtzioaren jarraitutasuna:

1
rsin —, x <0,

x
f(z) = 0, x =0,
(z+sinz)V/*, 0< .

-2
32.2. g(x)=x+1 bada, kalkula itzazu (go f)(0) eta (gof) (>
T

Ebazpena.

32.1. Vo #0 funtzioa jarraitua da, funtzio elementalen konposizioz osatua delako. Beraz, z =0
puntua besterik ez dugu aztertu behar.

x = 0 puntuaren ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta
eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu.

1
lim f(x)= lim xsin— =0 da, sinu funtzioa bornatua delako;
z—0~ z—0~ x
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33.

34.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

lim f(z)= lim (z+sinz)/*=0 da;

z—0t z—0t
beraz, lim f(x) =0 da; bestalde, f(0)=0 da.
z—0t

Ondorioz, funtzioa jarraitua da xz =0 puntuan.
32.2. g(x)=z+1 bada,
(90 f)(0)=g(f(0))=9(0)=0+1=1 da.

(D) =a(1(2) =+ (Z )+ (2) 21w

Azter ezazu f(x) funtzioaren jarraitutasuna.

Ebazpena.
Vo #£0 funtzioa jarraitua da, funtzio elementalen konposizioa delako. Beraz, x = 0 puntua

baizik ez dugu aztertu beharko.

1
Alde batetik, limz2sin— =0 da, sinu funtzioa bornatua delako eta limz?=0 delako.
z—0 x z—0

Beste aldetik, f(0)=0 da.

Hortaz, funtzioa jarraitua da z =0 puntuan.

Froga ezazu 2tanz =14 cosx ekuazioak baduela soluziorik {O, Z] tartean.

Froga.

Ekuazio hori beste honen baliokidea da: 2tanxz —1—cosxz = 0.

T
Frogatzea ekuazio horrek soluzioa duela [0, 4] tartean frogatzea da f(z) =2tanx —1—cosz
funtzioak zero bat duela bertan, hau da, tarteko punturen batean anulatu egiten dela.
FEta hori da Bolzanoren teoremaren ondorioa; hortaz, teoremaren hipotesiak egiaztatzea baino

ez dugu egin behar.

Bolzanoren teoremaren bi hipotesiak dira jarraitua izatea eta tarteko muturretan zeinuz aur-
kako balioak hartzea. Ikus dezagun f(x) funtzioak betetzen dituen.
{O,Z} tartean bai tanz funtzioa bai cosz funtzioa jarraituak dira; hortaz, f(z) funtzioa
ere jarraitua da tarte horretan, funtzio jarraituen arteko eragiketa aritmetikoa delako.
Bestalde, f(0)=2tan0—1—cos0=0—-1-1=-2<0 da; eta

1 1 V2-1

T v v
—]=2tan——1-cos—=2-1——F==1——=—~—
f(4> 4 4 V2 V2 V2

Beraz, Bolzanoren teoremaren bi hipotesiak betetzen dira eta, orduan, ondorioa ere beteko da,

hau da, ElcE(O,Z) / flc)=0.

>0 da.

Hortik, beraz, dce (0,2) / 2tanc=1+cosc.
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35. Froga ezazu z*+22%—1=0 ekuazioak baduela soluziorik R osoan. Bila ezazu soluzioren bat.
Froga.
Frogatzea ekuazio horrek soluziorik duela frogatzea da f(x) =x*+223—1 funtzioak gutxienez
zero bat duela R multzoan.

Bolzanoren teorema aplikatu nahi badugu, teoremaren hipotesiak egiaztatu behar ditugu.

Lehen hipotesia, funtzio jarraitua izatearena, betetzen da R osoan, f(x) funtzioa polinomio bat
delako.

Bigarren hipotesia egiaztatzeko, tarte baten bi muturrak behar ditugu, non funtzioak zeinuz
aurkako balioak hartzen dituen. Hori betetzen duten bi zenbaki erreal bilatuko ditugu, proba
batzuk eginez.

Esaterako, f(0)=—1<0 da. Nahikoa dugu, beraz, funtzioaren balio positibo bat bilatzea.
Adibidez, f(1)=1+2-1=2>0 da.

Hortaz, [0,1] tartean Bolzanoren teoremaren bi hipotesiak betetzen dira eta, ondorioz, esan
dezakegu ekuazioaren soluzio bat dagoela tarte horretan.

Badakigu, beraz, ekuazioaren c soluzioak 0 <c<1 betetzen duela. Soluzioaren balioa zehaztu
nahi badugu, berriro erabil dezakegu Bolzanoren teorema, baina tarte horren erdi batekin.

1 1 n? 1\? 11 —11
Har d —€(0,1); —l=(= 2=) - 1=—4+--1=—-<0 da.
ar dezagun 26(,), f(2) (2> + (2> 16+4 6 < a
1
Hortaz, orain, Bolzanoren teoremaren bi hipotesiak {2, 1} tartean betetzen dira. Hortik, ekua-

zioaren ¢ soluzioak 0’5 <c¢ <1 betetzen du.

3 1
Gehiago zehaztuko dugu soluzioaren balioa. Horretarako 1 € (2,1> hartuko dugu eta

funtzioak bertan hartzen duen balioa kalkulatu:

3 3\* 3\ 81 27 41

- =(- 2(-)] - 1=—4+——-1=— .
f(4) <4) + (4) 256 ' 32 556 ~

13
Orain, Bolzanoren teoremaren bi hipotesiak [2, 4} tartean betetzen dira. Hortik, beraz, ekua-

zioaren c¢ soluzioak 0’5 < c¢ < 075 betetzen du.

13
Proba dezagun, orain, 07 € (2,4> balioarekin. Funtzioak puntu horretan hartzen duen
balioa f(0'7) = (0'7)* +2(0'7)3 — 1 = 0/2401 + 0’686 — 1 = —0'0739 < 0 da.
Hortaz, Bolzanoren teoremaren bi hipotesiak [0'7,0/75] tartean betetzen dira eta ekuazioaren ¢
soluzioak 0'7 <c < 0’75 beteko du.

Horrela segi genezake soluzioaren nahi zehaztasuna lortu arte.

Kontuan izan behar da Bolzanoren teoremaren ondorioak dioela puntu bat existitzen dela eta
horrek esan nahi du gutxienez bat dagoela; hau da, gerta daiteke tarte horietako bakoitzean
puntu bat baino gehiago egotea eta, beraz, urrats bakoitzeko soluzioa ez izatea aurreko bera.
Baina, urrats bakoitzeko soluzio guztiek ondorioa betetzen dute, eta zehaztasun bera dute.
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5.8. ARIKETA PROPOSATUAK

1. Funtzioak eta limiteak

1. Eman ezazu ondoko funtzioen definizio-eremua:

1) fla)=a%-2 2) f()=Vt

4) f(m):m; 5) f(x)zm;
D @)= ) y=2F
10) y= $25_4; 11) y:arcsinlivx;

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

3) y=e"

6) flz)= smS?H:;gi 1

) 1@ =1y
12) y=In :1:2;1'_1;—3

2. Izan bitez D = {1,2,3,4,5,6} multzoa eta f,g: D — D funtzioak, ondoko taulen bidez defini-

turik daudenak:

z |1 2 3 5 6
f@)|2 3 5 6 4 1
gx) |2 4 6 3 5

Eman itzazu fog, gof, f', ¢!, (fog)™! eta (gof)~! funtzioen taulak.

3. Froga itzazu ondoko emaitzak definizioa erabiliz:

2 —25 x2—4
i —10: A S
D = =10 2 I
. 1
3) lim 2z #5; 4)  lim — #0.
rz—1 rz—1x

4. Froga ezazu ez direla existitzen hurrengo funtzioen limiteak aipatzen diren puntuetan:

1
1) f(x):{ cos v 70, =0 puntuan;

2) g(t)=2Y* t=0 puntuan;

0, x =0,
1
3) g(x)= { ;2” i ; 8: x#0,1 puntuetan; 4) y= 1 T 1 puntuan.
5. Kalkula itzazu ondoko limiteak:
1) lim In(a+x) —lna; %) lim tanx —tana; 3) lim sinz
z—0 x r—a xr—a Tr—0o0 o
in(z— 2 t P —a’
4 iy T2, 5) iy S0 6) lim T
=2 xr—2 z—0e? — 1 T—=a x—q
i 3 i _ l > () : lnix : ‘:L’ B 3| .
7 i%(\/:p3+2 :L‘>’ =0 8) 91:1—>ml:L‘2—1’ 9) alsl—rg» x—3"
. o _ . : x _ . ] l/(]-*x)'
10) iﬂ(x 1)In(xz—1); 11) xlglolom(f 1); 12) lim e ;
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i 1 3* -1
13) lim o ax; 14) lim L; 15)  lim ;
z—0 sin bx 2—0 /22sin % z5+oo g3
-2 24233 V9+2x—5
16)  lim u; 17)  lim M; 18) lim L;
z—21 v/1 — cosx z—1 x—1 z—8 \3/5—2
19) i 2 92z 41 ‘T. 20) 1 In(cosz) _ 21) i a®—1
w500 \ 22 — 4z +2/7 50 22 o0z
in3zsin5 —1\*H 1
29)  lim o T, 23) lim < i > ; 24) lim zsin—;
a—0 (x—a23)? g1\ z2—1 z—0 T
arcsin ——%2— 1 1
. Vi—z2? | . _9\2)z-3, ; —92)(=-3)2.
®) Iypats 0 Em(eEee)T ) me -2
28) i COSZT — COs2x 29) . T 30) i Inx
im — im ————— im :
z—0 1—cosz z—1/2In(6x —3)’ a>11—x’

. I . \3/5_1‘ . : 1/x.
31) %lgba:—a’ 32) il—anl\/i—l’ 33) £%(1+Sm:p) ;
3 2 L 2
3 —1 2\ &b 1\=
34) lim (COLN; 35) lim v ; 36) lim <) H;
=0  tan‘z z—0\ 3r+1 z—r00 \ 12
. In(1+e") . 143z L2271
7)) Jm —— 38) iﬂr%)(lm— > 39) e
(a2 .2 —(a+1)z+a . a®
40) il—ar%)(l—i—Qaf‘l ’ 41) by 3 —a3 ’ 2) xlgcr)lJr Inz’
In(1+ % 2452\ M 4z —1
43) lim (1”32); ) lim (22 : 45)  lim ) 2,
x—0 ln5 a—0 \ 3+ 322 z—oo || £ —3
. 3—2% 1—cosz . 3coszx . sinxz
46) ili%l—2m2 In(1+z)’ 47 iﬁ% z 1) ilg(llw
2. Funtzioen jarraitutasuna
6. Azter ezazu hurrengo funtzioen jarraitutasuna:
x, x<lI, 9
) f@)={ 7t 1<, 2) fa)=4 oo =
2T 4 < g e?, 1< xf;
) sinz, z€Q, ) sinz, xz€Q,
5) f(z)=In|sinz|; 6) f(x)=a*+22%+3;
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10.

11.

12.

13.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

1
0) Jla)= 10) fla)=——;
1) f(ac):arctan%; 12) f(a:)zcolsx;
13) f(x)zﬁ, 14) f(a:)::csin%;
15) f(x)z{ dree 10 f(w)z{ A oSy

Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak ala faltsuak diren:

7.1. f(z) funtzio x = a puntuan jarraitua bada, |f(x)| ere jarraitua izango da x = a puntuan.
7.2. |f(x)| funtzioa x = a puntuan jarraitua bada, f(z) ere jarraitua izango da x = a puntuan.

7.3. f(z)+g(x) funtzioa x =a puntuan jarraitua da baldin eta soilik baldin f(x) eta g(x)
jarraituak badira r = a puntuan.

7.4. f(x)+g(x) funtzioa funtzioa jarraitua izan daiteke z = a puntuan, f(z) z = a puntuan
jarraitua eta g(z) = a puntuan etena izan arren.

f:(0,1) — R funtzioa emanik, defini itzazu f(0) eta f(1) balioak funtzioa jarraitua izan dadin
[0,1] tarte itxian:
2
¢ —x
fw) = sinrz’

. Izan bitez f(x) eta g(z) bi funtzio jarraitu [a,b] tartean, non f(a) < g(a) eta f(b) > g(b)
=g(c

betetzen baitute. Froga ezazu c¢ € (a,b) existitzen dela, non f(c) ) betetzen den.

Froga ezazu hurrengo ekuazioek badutela soluziorik aipatu tarteetan:

10.1. 224+ 1=4z, [0,1] tartean.
10.2. 23 —3x+1=0, [1,2] tartean.
10.3. 2° -3z =1, [1,2] tartean.
10.4. cosx=x—1, R osoan.

10.5. tanz =2z, R osoan.

3 3
Lortuko al du f(x) = % —sinmr+3 funtzioak B balioa [—2,2] tartean?

Izan bedi f(x) funtzio jarraitua [a,b] tartean. Froga ezazu [a,b] tarteko & = ¢ punturen batean

fle)= f(a)—21—f(b) beteko dela.

Kalkula itzazu hurrengo funtzioen maximo eta minimoak emandako tarteetan. Anulatzen al
dira tarteko punturen batean?

13.1. f(z)=2x—1, [0,1] tartean.
13.2. f(x)=23-3, [0,2] tartean.

-7 T
} tartean.

13.3. =t -1 —
fo) =tanz -1, |55



6. Funtzioen deribagarritasuna

6.1. FUNTZIO DERIBAGARRIAK
6.1. Definizioa. f: ACR — R funtzioa x=a€ A puntuan deribagarria da limite hau existitzen

bada:
LT (R (0]

T—a Tr—a h—0

Limiteari a puntuko deribatu deritzogu, eta f'(a) idatziko dugu.

6.2. Adibidea. Izan bedi f(z)=e€" funtzioa. Ikus dezagun deribagarria den ala ez = a puntuan.

z)— f(a et —e? e?(e™ 1) (1
lim M = lim = lim Q W lim = lim e® = e%.
T—a €Tr—a r—a I —aq T—a Tr—a r—a €Tr—a r—a

et(r—a)

(1) berdintzan, e*~*—1~x—a baliokidetza erabili dugu.

Hortaz, funtzioa deribagarria da = = a puntuan, eta deribatua f’(a) =e® da.
6.3. Propietatea. f(z) funtzioa deribagarria bada x = a puntuan, jarraitua ere izango da bertan.

6.4. Definizioa. FEzker-deribatua
Limite honi f(x) funtzioaren a puntuko ezker-deribatu deritzogu:

ooy iy J@=fla) o flath) = fla)
fi(a”)= lim ———— = lim —

r—a~ r—a h—0—

6.5. Definizioa. Eskuin-deribatua
Limite honi f(x) funtzioaren a puntuko eskuin-deribatu deritzogu:

f(a*)= lim M: i 127 = fla)

z—a™t r—a h—0+ h

6.6. Definizioa. Deribatu funtzioa
Deribatua existitzen denean, a € A puntuari bertako f'(a) deribatua esleitzen dion funtzioari de-
ribatu funtzio deritzogu, eta f'(x) idatziko dugu.

6.7. Adibidea. Azter dezagun balio absolutuaren deribagarritasuna, eta kalkula dezagun horren
deribatu funtzioa:
z, x<0,

f(x)=|9:!={_x’ oS

Aurreko gaiko 5.31. Adibidean ikusi genuen funtzioa jarraitua zela R osoan.
f(x) funtzioa deribagarria da Vx # 0, funtzio elementalez osatuta dagoelako.
x = 0 puntuan funtzioa aldatzen denez, ezker- eta eskuin-deribatuak kalkulatu behar ditugu:

lim M: lim ﬂ: lim —1=—1;
r—0~ xr—0 r—0~ €T r—0~
lim M: lim $_O: lim 1=1.

z—0t z—0 z—0t & z—07F
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Beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 0 puntuan, aldeetako deribatuak ez direlako berdinak.
Azkenik, deribatu funtzioa hau da:

oy ) -1, 2 <O,
f(x)—{ 1, 0<uz.

f(z) funtzioaren f’(x) deribatu funtzioa ere deribagarria bada, horren deribatuari f(z) funtzioa-
ren bigarren ordenako deribatu deritzo, eta f”(x) idatzi.

Era berean definitzen dira hirugarren, laugarren, ..., n ordenako deribatuak, eta f"”'(x), f™)(z),
..y fM(x) adieraziko ditugu.

6.2. DERIBATUAREN INTERPRETAZIO GEOMETRIKOA

Funtzio baten deribatuak hainbat interpretazio ditu arlo desberdinetan. Hemen, deribatuaren inter-
pretazio geometrikoa azalduko dugu labur. Horretarako pentsatuko dugu f(z) funtzioa jarraitua eta
deribagarria izango dela Dy eremu batean; bertan, x,a € Dy puntuak hartuko ditugu, eta funtzioaren
z = a puntuko deribatua kalkulatuko dugu.

6.1. Definizioaren limitean agertzen den Yy
)= fla) frakzioak y = f(z) kurbako

r—a
(a,f(a)) eta (z,f(x)) puntuen arteko eba-
kitzailearen malda emango digu.

Orain, x aldagaia a puntura hurbiltzen de-
la pentsatuko dugu (ikus irudia). Horrela,
ebakitzailea kurbaren z = a puntuko ukitzai-
le bihurtuko da; hau da, ebakitzaileen malden
limiteak ukitzailearen malda emango digu.

Beraz, f(z) funtzioaren x = a puntuko uki-
tzailearen ekuazioa honela eman dezakegu:

y=fla)+f'(a)(z—a),

non f(a) = lim L&) =@

r—a Tr—a

baita. 0]

6.3. DERIBAZIO-ARAUAK

6.8. Propietatea. Funtzio elementalak deribagarriak dira beren definizio-eremuetan.

6.9. Propietateak. f(z) eta g(x) funtzioak deribagarriak badira x = a puntuan, f+g, f-g eta
f+g (9#0) deribagarriak dira bertan, eta eragiketen deribatuak hauek dira:

1. Batuketa, kenketa: (f+g)(a)=f'(a)*g'(a).
2. Biderketa:  (f-g)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g'(a).
f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
9%(a)
6.10. Teorema. Funtzio konposatuaren deribatua
f:ACR— R funtzioa deribagarria bada x = a puntuan eta ¢g: B CR — R funtzioa deriba-

garria bada y=>b= f(a) puntuan, f(A)C B izanik, (gof): ACR—R funtzio konposatua
deribagarria izango da x = a puntuan, eta horren deribatua hau izango da:

(go f)'(a)=g'(f(a))- f'(a).

3. Zatiketa: (f+g)'(a)= , g(a) #0 izanik.
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6.11. Teorema. Alderantzizko funtzioaren deribatua

f:ACR—R funtzioa hertsiki monotonoa bada A multzoan eta deribagarria bada r = a pun-
tuan, f'(a)#0 idzanik, f~':f(A)CR—R alderantzizko funtzioa existitu eta hertsiki monotonoa
izango da f(A) multzoan, eta deribagarria izango da y=>b= f(a) puntuan, eta

1

Y 0)=——, b= f(a) izanik.
(Y0 = 5 b=1(@)
6.12. Adibidea. Izan bitez f(x) eta g(x) ondoko taulak definitutako funtzioak:
z (011123
f(z)|3|2]1]0
fl(x)y|[1]0]3]2
g(x) |113(0]2
g(x)|0]1]2]3

(go )(2), (fF71)(2) eta (f1)(3) kalkulatuko ditugu.

Funtzio konposatuaren deribatuaren teorema aplikatuko dugu:

(9o fY(2)=¢'(f(2)-F(2)=¢'(1)-f(2) =1-3=3.
(f71(2) kalkulatzeko, alderantzizko funtzioaren deribatuaren teorema aplikatu nahi badugu,
2=f(1) dela kontuan izan behar dugu; baina, f/(1) =0 denez, ezin dugu teorema aplikatu.
(f71(3) kalkulatzeko 3= f(0) dela kontuan izango dugu; beraz, f’(0)=1 denez, formula
aplikatuz, (f~1)(3) = f’i) izango dugu eta (f~!)'(3)=1 lortuko dugu.
Emaitza teorikoak bi zerrendatan laburbilduta emango ditugu.

Eragiketen deribazioa

Batuketa /kenketa: (f+g)(z)=f'(z) L4 (z).
Biderketa: (f'g)/ = f/(x) g(x) —i—f(x) -g’(x).

—_ N () = £'@)-9(@) = f(z)-g'(x)
Zatiketa: (g) () = 2(a) .
Funtzio konposatua: (fog)(z)=f"(g9(x)) g (x).

Alderantzizko funtzioa: (fF Yy = , y=f(x) izanik.

1
F(fy)  fx)
Funtzio elementalen deribatuak

1. Funtzio konstanteak

f(z) =k, f(x)=0

2. Funtzio potentzialak
flz) =g(x)*, f'(z) = ag(x)*'g'(x);
flx) ==, f'(z) = az™Y
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3. Funtzio irrazionalak

@) = Yo, o) = L8
fz) = /g(@), f(@) = 23/(9%);
f@) = Va. F@) = —ms
£(&) = v, F@) =5

4. Berreketa funtzioak eta funtzio esponentzialak

f(z) = ()9, f'(z) = (@)@ g/ (x) Inh(z) + g () h()/O 1 ()
fla) = a’®), f'(z) = a?¥)g/ (z) Ing;

fla)=ed), f(x) = et g/ (2);

f(z)=a", f(x) =a"Ina;

fz) = e, fl(x)=e".

5. Funtzio logaritmikoak

s 0@

f((l?)—l gag( )7 f( ) g(x)lna

z)=Ing(z ,x:g’(x).
() = Ing(a) i) =2,
() = log,, fla)=
f(x) =Ine, flla) =

6. Funtzio trigonometrikoak

f(z) = sing(), f'(x) = g'(x) cos g(x);
f(z) =sinz, 1 (x) = cosx;
f(x) = cosg(x), f'(@) = —g'(x)sing(x);
f(z) = cosz, f(x) = —sinx; ,
(&) = tang(z), Fla) =g/ @)1+t g(o) = 0
f(z) =tanz, f'(z) =1+tan’z =

cos?z’
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f(x) = eot g(z), o) =~/ @)1 +oot?g(a) = 410
f(z) = cotx, f'(x) = —(1+cot?z) = 81;227;

_ oy ooy Sing(@) o tang(z)
() = secq(a), Pa) = (0) S — ) 2R,

, _ sSinx  tanx
f(z) = sec, File) = cos2x  cosz’
t
() = escq(a), o) =~ () s = g/ @) e
e - -
7. Funtzio ziklometrikoak

resi oy 9@
(@) = axcsing @), @) = s
f(z) = arcsinu, f(z)= %11_332;
f(2) = axccosg (o), O

/ _ -1 .
f(x) = arccosz, fl(z)= i
f () = axctan g(z), Pla) =250
|

f(x) = arctanz, fl(z)= 1522

_ oy —9(@)
f(a:)—arccot g(x)a f(.l‘)— 1+gg($)7
f(z) = arccot x, f(x) = 1;13:2

8. Funtzio hiperbolikoak
f(z) = sinhg(z), f'(z) = g'(z) coshg(x);
f(z) =sinhz, f'(x) = coshz;
f(x) = coshyg(z), f'(z) = g'(z)sinhg(z);
f(z) =coshz, f'(x) = sinh;
() = tanhg(a), () = (@) (1 —tan g(a)) = —I 1D .
cosh? g(x)
f(z) =tanhz, f'(x) =1—tanh®z = 12
cosh”z
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o
f(x) = cothg(), () = ()1~ corh g(a)) = 4
/ 2 -1
f(x) = cothz, fl(z) =1-coth®z = ———.
sinh”x
6.13. Adibideak.
e.’E
1. Deriba dezagun f(z)= —; funtzioa.
x
1) e*z? —2ze®  z(x—2)e” x—2)e*
oy @ €22 (o= 2)e”
x x x3
(1) berdintzan, zatiketaren deribatuaren araua erabili dugu.
2
2. Deriba dezagun f(x) zlnm funtzioa.
_22\/ —2z(1422)—22(1—x2 —2p—2x3— 3
oy () o e gt g gini
7 = = (A=a?)(+a) -2t

(1) berdintzan, logaritmo nepertarraren eta funtzio konposatuaren deribatuak erabili ditugu.

(2) berdintzan, zatiketaren deribatua erabili dugu.

1
3. Deriba dezagun f(x) = arctan 1 i_i funtzioa.
1z’ (1—2)—(=1)(1+z) 2
(@) @ (1*96) @) (1-=) _ (1-2) _ 2 _ 1
- 2 1+x)2 T (1—x)24+(142)2 T 2y T 2°
R A

(1) berdintzan, arku tangentearen eta funtzio konposatuaren deribatuak erabili ditugu.

(2) berdintzan, zatiketaren deribatuaren araua erabili dugu.

sinx + cosx

4. Deriba dezagun f(x) funtzioa.

sinx —cosx

(1) (cosz —sinz)(sinz — cosx) — (sinx 4 cosx)(cosx +sin x)
- 2

f'(=)

_ —(cosz —sinz)? — (sinz +cosz)?  —2(cos’z +sin’x) -2

(sinx — cosx)

(sinz — cosx)? "~ (sinz—cosz)?  (sinz—cosz)?’

(1) berdintzan, zatiketaren deribatuaren araua erabili dugu.

1+¢
5. Deriba dezagun f(x) = ﬁw funtzioa.
1—-tanx

1+ tanz\ /3
Funtzioa berreketa itxurarekin idatz dezakegu honela: f(z) = < i anm) .

1—tanx

O (Manx)‘” ’ (MW) @
3 \1—tanx 1—tanxz

3\1—tanz

1 (1 +tanx>_2/3 ((1+tan2x)(1 —tanz) — (1+tan1:)(—(1+tan2x))>
(1—tanx)?
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(1—tanz)?

1 (1+tanaj>_2/3 (2(1+tan2m) 2 (1—tanm>2/3 1+tan’z
- (

3\1—tanz 1—tanz)2 | 3 \1+tanz

—tanz)?3 1+4tan’z  2(1—tanz)?3 1+tan’z 1 1+tan?x

2
3

(1 ) 2 _
(14tanz)2/3 (1—tanz)? 3 (1—tanx)? (1+tanz)?/3 3 (1—tanz)4/3 (1+tanz)2/3
_2(1+tanx)1/31+tan x 1 1 2 [T+tanz 1+tan’z 1 B
© 3(1—tanx)l/3 1—tanx (1+tanz)?/3 (1+tanx)l/3 3V 1—tanz 1—tanz 1+tanz
_ 2 /1+tanx 1+tan®x
- 3V 1—tanz 1—tan?2’

(1) berdintzan, berreketaren eta funtzio konposatuaren deribatuak erabili ditugu.

(2) berdintzan, zatiketaren deribatuaren araua erabili dugu.

6.4. FUNTZIO DERIBAGARRIEN PROPIETATEAK

6.14. Teorema. Rolle-ren teorema

f(z) funtzioa [a,b] tarte itzian jarraitua eta (a,b) tarte irekian deribagarria bada eta f(a) = f(b)
betetzen badu, Tc € (a,b) / f'(c)=0

6.15. Adibidea. Ikus dezagun e*sinz =1 ekuazioaren bi soluzioren artean e*cosx =—1 ekua-
zioaren soluzio bat dagoela.

Lehenago, ekuaziotik funtzio bat sor dezagun:
e’sint =1 = sinz=¢* = sinz—e * =0;

hortik, f(z)=sinz—e™® funtzioa hartuko dugu.

Ekuazioak soluzioa izango du funtzioa anulatzen denean. Hau da, x1 eta xo badira ekuazioaren bi
soluzio, x1 < w9 izanik, f(z1)= f(x2) =0 beteko da. Bestalde, f(x) funtzioa jarraitua eta deribagarria
da R osoan, funtzio elementalen arteko eragiketa delako. Hortaz, Rolleren teoremaren hipotesiak
betetzen ditu [z1,22] tartean. Ondorioz, Jc € (z1,22) / f'(c) =0.

Ikus dezagun zehazki zer gertatzen den deribatua x = ¢ puntuan anulatzen denean.
f'(c)=0= f'(c) =cosc+e ¢ =0 = cosc=—e ¢ => e‘cosc=—1, c€ (r1,72) izanik.

Hortaz, e®cosx=—1 ekuazioak soluzio bat du (z1,x2) tartean; hau da, e*sinx =1 ekuazioaren
bi soluzioren artean.

6.16. Teorema. Batez besteko balioaren teorema edo Lagrange-ren teorema
f(z) funtzioa [a,b] tarte itzian jarraitua eta (a,b) tarte irekian deribagarria bada, Fc € (a,b) /

f(0)=f(a) = f'(c)(b—a).

6.17. Ondorioak. Monotoniaren baldintza nahikoa
f(z) funtzioa [a,b] tarte itxian jarraitua eta (a,b) tarte irekian deribagarria bada,

1. Vz e (a,b) f(x)>0 bada, f(x) hertsiki gorakorra da (a,b) tartean.
2. Vz € (a,b) f'(x)<0 bada, f(z) hertsiki beherakorra da (a,b) tartean.
3. Vz e (a,b) f'(x)=0 bada, f(z) konstantea da (a,b) tartean.

4. Vzx € (a,b) fl(x)=¢(x) bada, f(x)=g(x)+k izango da (a,b) tartean.
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6.18. Adibidea. Ikus dezagun =2 = xsinz+cosz berdintza z-ren bi baliotarako baino ez dela

betetzen.

Pasa gaitezen ekuaziotik funtzio batera: f(x)=rsinz+cosz — 2.

baino ez dela anulatzen frogatu beharko dugu. Horretarako, Bolzanoren teorema erabiliko dugu.
f(x) funtzio jarraitua da, funtzio elementalez osatuta dagoelako. Orain, funtzioaren balioak

kalkulatuko ditugu puntu batzuetan:

Orain, funtzioa bi puntutan

2 2

T\ w 2 271' 7T2 —T T 2r—m

o
4
Beraz, f(x) funtzioa (0 ) ( 0) tarteetan anulatzen da (ikus irudia).

Ikus dezagun ez dela puntu gehiagotan anulatzen. Horretarako funtzioaren deribatua behar dugu:
f(x) =sinz+xcosx —sinx — 2z = xcosx — 2z = x(cosz — 2).

Parentesien artekoa beti da negatiboa, cosx <2 delako;

beraz,
x <0 denean, f/'(z)==x(cosz—2)>0 da; hortaz, f(x)
gorakorra da (—00,0) tartean; - n e

x>0 denean, f/'(z)=x(cosz—2)<0 da; hortaz, f(z)
beherakorra da (0,00) tartean.

Ondorioz, x <0 denean, behin baino ezin da anulatu f(z)
funtzioa, eta beste behin baino ez x >0 denean.

6.19. Teorema. L’Hopital-en erregela
f(x) eta g(x) funtzioek baldintza hauek betetzen badituzte:

1.a) },l_rf(llf(x) = f(a)=0=g(a) = ;1_%9(:6), haw da, jarraituak badira x = a puntuan, (a = =+oo izan
daiteke) edo

1.b) %1_r>r(11f(x) = %gr(llg(x) =+o00 bada,

2) 3¢ >0, non Vrxe€&*(ae) f'(x), ¢'(x) emistitzen diren eta ¢'(x)#0 den!, eta

!
3) lim fz) limitea existitzen bada,
T—a g’(gj)
/
berdintza hau beteko da: lim f(z) = lim ! (x)

T—a g(g; T—a g’(x)

x2sinz —sin® z

6.20. Adibidea. Kalkula dezagun lir%
T—

5
x
. 2?sinz—sin®z | (2?2 —sin?z)sinz (1) .. (22 —sin’z)z . (2% —sin’2) (2)
lim ——— = lim =lim———— =lim— =
z—0 z° z—0 0 z—0 z° z—0 x4
. (2z—2sinzcosz) (3) .. (2z—sin2z) (4) . (2—2cos2zx) (5) .. (2sin2x) (6) 2z 1
= lim =lim—— =lim—F———2 = lim~———~ = lim =.
70 43 20 473 20 1222 =0 12z 206z 3

(1) berdintzan, x =0 puntuan, sinx ~z baliokidetza erabili dugu.

(2) berdintzan, L’Hépitalen erregela aplikatu dugu.

(3) berdintzan, 2sinzcosz =2sin2zx berdintza ordezkatu dugu.

(4) eta (5) berdintzetan, L’Hopitalen erregela aplikatu dugu.

Eta (6) berdintzan, x =0 puntuan, sin2z ~ 2z baliokidetza erabili dugu.

1. £*(a,e) = E(a,e) — {a} da.
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6.5. TAYLOR-EN GARAPENA

Atal honen helburua funtzio bat polinomioen bidez hurbiltzea izango da. Hurbilpena bilatzean
erroreren bat sortuko dugu; hori ere aztertuko dugu eta hurbilpenaren zehaztasuna polinomioaren
mailaren mende egongo dela ikusiko dugu.

6.21. Teorema. Taylorren teorema
x = a puntuaren E(a,e) ingurune batean f(x) funtzioa n+1 aldiz deribagarria bada, Yz € E*(a,e)
dce (z,a) (edo c€ (a,x)) (ikus irudia), non

/ " n) n+1)
beteko den.

Hemen, berdintzaren bigarren atalari f(x) funtzioaren Taylorren garapen deituko diogu; azken
batugaia kenduta, geratzen den polinomioari Taylorren polinomio esango diogu, eta azken batugaiari
gai osagarri. Gai osagarriak forma desberdinak izan ditzake; horko hori Lagrangeren gai osagarria
da eta honela ere idatzi ohi da:

P (a+6(z—a))

(n+1)! (x—a)"™, 6€(0,1) izanik.

Gai osagarria hurbilpenaren zehaztasuna neurtzeko erabiliko dugu. Ikus dezakegunez, gai osaga-
rria hiru balioren mende dago: deribatuaren n ordena, x eta a puntuen arteko distantzia (|x —al)
eta c € (r,a) (edo ¢ € (a,x)) balioa.

Maclaurin-en garapena
a=0 denean, Vz e &*(0,e) Jce (2,0) (edo ce(0,z)), non

f) 1) 00) o )
TR AR R T ANCES I "

f(z) = f(0)+

beteko den.

6.22. Adibidea. Kalkula dezagun f(z)=In(1+=z) funtzioaren Taylorren garapena x =0 puntuan,
eta laugarren ordenara arte.

f(z) =In(1+2z), f(0)=In1=0;
Pl == (k) )=,
f'(@)=-(1+2)7% f1(0) = =1
(@) =201 +2), 70) =2
SV (z) =—6(1+xz)"*, f(0) = —6;
V() =241 +2)75, fV(c)=24(1+¢c)7>.
o) :o+11!(96—0)—21!(:[;—0)%;(x—0)3—3(x—0)4+5!(12j0)5(x—0)5 -
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1 1 1 1
=r— -2’4+ ;28— 2t +

37+ 3 g gt € (0r) edo e (@,0) izanik

5

Adierazpen horren x’| gai osagarriak emango digu zehaztasunaren maila. Kontura

5(14¢)®
gaitezen gai osagarria balio hauen mende dagoela: deribatuaren n =5 ordena, x eta a =0 puntuen
arteko |z —0| distantzia eta c€ (0,z) (edo cé€ (x,0)) balioa.

Kalkula dezagun In1,1 logaritmoaren balio hurbildua, eta azter dezagun zer errore egiten dugun.
z-ren balio zehaztuko dugu: Inl,1=In(1+0,1) = z=0,1 da.
Balio hori polinomioan ordezkatuz, logaritmoaren balio hurbildua kalkulatuko dugu:
1 2, 1 3 1 4
In1,1=0,1— 5(0, 1)°+ §(0’ 1)° — Z<0’ 1)* =0,0953083333...
Balio horren zehaztasuna, beraz, deribatuaren n =5 ordenaren, x = 0,1 puntuaren eta 0<c<0,1
balioaren mende dago.

Esan bezala, =(0, 1)5‘ errorea dugu, 0<c¢<0,1 izanik. Borna dezagun errorea:

o

1
0 0,1 l<l4e<l,l=1<(1 5<1,1° = < — <.
<ec<0,l=1<1+c<1, (1I+¢) , 175 < {Txop
1
5 5
Beraz, ‘5(1—1—0)5(0’1) <5(0’1) =0,000002 dugu.

Laburbilduz, logaritmoaren balio hurbildua In1,1=0,0953083333... da eta errorea 0,000002
baino txikiagoa da.
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6.6. ARIKETA EBATZIAK

1. Funtzio deribagarriak

1. Azter ezazu ondoko funtzioaren deribagarritasuna, eta deribatu funtzioa kalkulatu:

z2e®, x <0,
1
flx)= - O<z<l,
x
x2, 1<z

Ebazpena.

Aurreko gaiko 25. Ariketa ebatzian ikusi genuen funtzioa etena zela x = 0 puntuan, eta jarraitua
gainerakoetan.

f(x) funtzioa deribagarria da Vz # 0,1, funtzio elementalez osatuta dagoelako.
x = 0 puntuan funtzioa ez da deribagarria, ez delako jarraitua.

x =1 puntua aztertuko dugu:

- fa | -1
lim M: lim &—= lim — =-1;
z—1- w1 z—=1-—x—1 z-1- 2

— f(1 2 _
lim M: lim ~ = lim (z+1) =
z—1+ r—1 z—1t z—1 z—1t

Beraz, funtzioa ez da deribagarria « = 1 puntuan, ezker- eta eskuin-deribatuak ez direlako
berdinak.

Azkenik, deribatu funtzioa hau da:

(2z+2%)e®, x <0,

—1
f’(l‘): 9 0<ax <,
X

2x, 1<z

2. Azter ezazu f(x) funtzioaren deribagarritasuna, eta deribatu funtzioa kalkulatu:
_ rz, x€Q,

Ebazpena.

Aurreko gaiko 26. Ariketa ebatzian ikusi genuen funtzioa x = 0 puntuan baino ez zela jarraitua.
Azter dezagun bertan deribagarria den, gainerako puntuetan ezin delako deribagarria izan.

hmwz th_O: liml=1 eta hmwzhmﬂ: lim -1 =—1 di-
z—ra xTr — z—0 X x—0 z—ra xTr — x—0 x z—0
T wee

Beraz, funtzioa ez da deribagarria z = 0 puntuan, zenbaki arrazionalen bidezko eta zenbaki
irrazionalen bidezko deribatuak ez direlako berdinak.

Ondorioz, deribatu funtzioa ez da inongo puntutan existitzen.
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3. Azter ezazu f(x) funtzioaren deribagarritasuna, eta deribatu funtzioa kalkulatu:

s
cos ix, r <1,

Ebazpena.

Aurreko gaiko 27. Ariketa ebatzian ikusi genuen funtzioa jarraitua zela puntu guztietan a =1
zenean.

Orain, funtzioaren deribagarritasuna aztertuko dugu. Deribagarritasuna aztertzeko funtzioak
jarraitua izan behar duenez, a = 1 kasua baizik ez dugu aztertuko.

Yz #1 funtzioa deribagarria da, funtzio elementalen bidez definituta dagoelako.
x =1 puntuan, ezker- eta eskuin-deribatuak kalkulatuko ditugu:
lim f(z)—f(1) _ lim cosgx —0 O i —5sin g _

z—1- x—1 —1- x—1 r—1- 1 2’

(1) berdintzan, L’Hépitalen erregela erabili dugu limitea kalkulatzeko.

—f(1 —-1)—-0
i A@ @ @m0
z—1t rz—1 r—1t rz—1 z—1t
beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 1 puntuan, ezker- eta eskuin-deribatuak ez direlako

berdinak.

Laburbilduz, deribatu funtzioa honela geratuko da:

—gsingaz, <1,
fl@)=

1, 1 <.

. Kalkula itzazu a, b eta ¢ parametroen balioak ondoko funtzioa jarraitua eta deribagarria izan

dadin bere definizio-eremu osoan:

sinzx, r < —m,
f(x)={ az?+br+ec, —mT<z<T,
sinx, T <czx.

Ebazpena.

Vo # —m,m funtzioa jarraitua eta deribagarria da, funtzio elementalez definituta dagoelako.
Beraz, x = —m eta x = 7 puntuak aztertu behar dira.

x = —7 puntuan jarraitua izan dadin, f(—7")= f(—7")= f(—7) bete behar da.

lim f(z)= lim sinz=0 eta lim f(z)= lim (az®+br+c)=ar®—br+c dira;
T—=—7" T—=—T" z——7t z——nt

bestalde, f(—m)=0 da.
Beraz, am?—br+c=0 bete beharko da.
x = puntuan jarraitua izan dadin, f(7~)= f(n") = f(r) bete behar da.

lim f(x)= lim (az*+br+c)=ar’+br+c eta lim f(z)= lim sinz =0 dira;
T T z—7t z—7t

bestalde, f(m)=0 da.
Beraz, am?+br+c=0 bete beharko da.
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ar?—br+c=0 eta an’+br+c=0 eckuazioetatik b=0 eta am’+c=0 aterako ditugu.

Aurreko baldintzak betez gero, deribagarria izateko f'(—n~) = f'(—nT) eta f'(77)=f'(7T)
berdintzak bete behar dira.

T =—m puntuan:

lim flz)—f(—mn) — lim sinz—0 lim sinz (1) lim SO5% _ Y
T——T" T — (—71') r——m— T+ r——m— T+ T z——m— 1

2 2
— f(— -0 2

i T FET) et em0 @t ke 20,
r——7mt T — (—71') r——7T T+ r——nmt T+ z——7t 1
(1) berdintzetan, L’Hépitalen erregela erabili dugu limitea kalkulatzeko.

1

xr = —7 puntuan deribagarria izan dadin, —1 = —2am bete beharko da; hortik, a=—

27
aterako dugu. Eta lehenengo ekuazioan ordezkatuz,

1 _
—mltec=0= g—i—c:O == CZTW lortuko dugu.

27
Orain, x =7 puntuan:
2 2
— -0 1 2
g LI gy et om0 et ke 20wy
T X —T T—T Xr—T x—rT— T —T T
— sinz —0 si CcoS
lim M: lim S TE g 222 W lim :U:—l;
z—nt xr—T zont T —T gt T—m zort 1

(1) berdintzetan, L’Hopitalen erregela erabili dugu limitea kalkulatzeko.

-1
xr =7 puntuan deribagarria izan dadin, —1=2an bete beharko da; hortik, a= 9 aterako
T
dugu. Eta lehenengo ekuazioan ordezkatuz,

1 _
— 7’ 4e=0= l—}—CZO — =" lortuko dugu.
2m 2 2

Ondorioz, funtzioa R osoan jarraitua izan dadin, nahikoa da b=0 eta an’?+c=0 betetzea.
Aldiz, funtzioa ezin da aldi berean deribagarria izan x = —7 eta x = 7w puntuetan, a-ren eta
c-ren balio desberdinak ateratzen direlako bi puntuetan.

5. Agter itzazu ondoko funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna. Kalkula ezazu deribatu
funtzioa:

Ebazpena.
Definizio-eremua R osoa da, eta funtzioa jarraitua eta deribagarria da Vz # 0, funtzio ele-

mentalen konposizioa delako.

1
f(x) funtzioak duen arazo bakarra x = 0 denean da, puntu horretan — ez dagoelako definiturik.
x

Hortaz, x = 0 puntua aztertzeko, limitea kalkulatuko dugu.
1
lir% f(z)= lir% xsin— =0 da, sinu funtzioa bornatua delako. Hortaz, f(0) =0 denez, funtzioa
xT— xT—r X
jarraitua da jatorrian.

Orain, funtzioaren deribagarritasuna aztertuko dugu jatorrian. Deribagarritasuna aztertzeko,
deribatua limitearen bidez kalkulatuko dugu:
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— (0 rsini —0
lim M =lim —*— = lim sin —.
z—0 z—0 z—0 T z—0
Limite hori ez da existitzen; beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 0 puntuan.
Deribatu funtzioa honela geratzen da:
1 1 1

f'(x) =sin— ——cos—, x#0.
A

6. Azter ezazu f(x) funtzioaren deribagarritasuna eta kalkula ezazu f'(z) deribatu funtzioa.

1
2?sin=, x#0,
f(z)= 7
0, z=0.

Ebazpena.
Aurreko gaiko 33. Ariketa ebatzian ikusi genuen funtzioa jarraitua zela puntu guztietan.
Vz #0 funtzioa deribagarria da, funtzio elementalen konposizioa delako.

x = 0 puntuan deribagarritasuna aztertzeko, ondoko limitea kalkulatu behar dugu:

— £(0 2sind —0 1
limM: lim%: lim xsin — =0,
z—0 x—0 z—0 x—0 z—0 T

berriro ere, sinu funtzioa bornatua delako eta 1ir% xz =0 delako.
Tr—r

Beraz, funtzioa deribagarria da x =0 puntuan eta f’(0) =0 da.

Ondorioz, deribatu funtzioa honela geratuko da:

1 1
2zsin— —cos—, x#0,

f'(x) = v
0, z=0.

2. Funtzio deribagarrien propietateak

7. 7.1. Funtzio bat deribagarria bada, alderantzizkoa, existitzen bada, deribagarria al da?

1
7.2. Froga ezazu (ffl), (yo) = W dela, f(zo) =yo izanik.
o
7.3. Kalkula ezazu, aurreko emaitza erabiliz, g¢(x)=arcsinz funtzioaren deribatua =z = 0,5

puntuan.
7.4. Kalkula ezazu, aurreko emaitza erabiliz, ¢(x)=arccosz funtzioaren deribatu funtzioa.

Ebazpena.

7.1. Alderantziziko funtzioa deribagarria da jatorrizko funtzioak deribatu nulua ez duen pun-
tuetan.

(z)=x denez, (f~'of) (z)=1 izango da. Bestalde, katearen erregela crabiliz,

") = (f Y (f(x))f(x) da; beraz, aurreko berdintza honela geratuko da:

)f'(z)=1. Eta f'() #0 bada,

)

izango da.

1
Azkenik, f(zo)=1yo bada, (ffl)/(yo):f,(xo) izango da.
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7.3. g(x) = arcsinz funtzioa f(x)=sinxz funtzioaren alderantzizkoa da; beraz, ¢'(0,5) es-
katzen badigute, (f _1)/ (0,5) eskatzen digute. Aurreko formula aplikatuz, hauxe dugu:
1 T
f! ' 0,5) = —— =, sin— =0,5 delako. Hortaz,
( ) ( ) f/ (6) 6
1 1 1 2
0,5)=(f1)(0,5) = —~=——=— =",
9(7 ) (f )(’ ) f/(%) COS% § \/3
7.4. g(y) = arccosy funtzioa f(x)=cosz funtzioaren alderantzizkoa da; beraz, ¢'(y) eska-
tzen badigute, (f *1)/(y) eskatzen digute. Aurreko formula aplikatuz, hauxe dugu:

(ffl)/(y):%7
Hortaz, g/(y):(f_l),(y):f’(x):—Sinx:W da, sinz#0 edo y#+l1

bada, eta sinz =+/1—%2 izanik.

cosx =y izanik.

1 1 -1

1
8. Kalkula ezazu f(x) =Insin— funtzio konposatuaren deribatua katearen erregela erabiliz.
x

Ebazpena.

g1(z) = %, g2(z) =sinz eta gs(x) =Inz badira, f(x)=g3(g2(91(z))) da.

Hortaz, horren deribatua hau da:  f'(x) = g5(g2(g91(2))) - g5(91(x)) - g} ().

-1
Konposatzen diren hiru funtzioen deribatuak ¢f(z) = pug g5(x) = cosxz  eta gh(z) = —

dira. Deribatu bakoitza dagokion puntuan kalkulatuz gero, balio hauek lortuko ditugu:

-1 1 1
gi(z) = 2 g5(g1(x)) = g (m) = cos — eta

1 1 1
! = d — = ! 1 — = —.
95(92(91(2))) = g5 (gz (gg)) 95 (Sln<$>> sl
1 1 -1 -1
1 / — . _——— = —— —_
Ondorioz, f'(x)= 1S =g cot . da.

T

9. Izan bitez f(z) eta g(xz) bi funtzio deribagarri eta alderantzikagarri, f: X — Y eta

g:Y —Z:
x 1 2 3 4 5 6 Y 1 2 3 4 5 6
flx)| 6 5 4 3 2 1 gly) | -6 -5 —4 -3 -2 -1
flx)|-2 -1 -3 -4 -5 —6 Jgy)| 2 1 3 4 5 6

Kalkula itzazu:

9.1. f~! funtzioaren deribatua y = 4 puntuan;
9.2. ¢g~! funtzioaren deribatua z = —3 puntuan;
9.3. (go f) funtzioaren deribatua x = 4 puntuan;

9.4. (go f)~! funtzioaren deribatua z = —3 puntuan.

Ebazpena.

Alderantzizko funtzioaren deribatuaren formula eta funtzio konposatuaren deribatuaren formu-
la erabiliko ditugu:

(f‘l)’(b):f,zay b= f(a) izanik; eta (go[f)(a)=g'(f(a))- f'(a).
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e 11— B o
9.1. (f71Y4) = @3 3 da, 4= f(3) izanik.

Y 11 _ N
9.2. (¢71)(=3) = s 1 da, —3=g(4) izanik.
93. (9o f) () =g (f(4)-F'(4)=9g'(3)-f(4)=3-(-4)=-12 da, f(4)=3 izanik.

o )1\ (_3) = 1 — 1 = 1 = ! = ;1 a
9.4. ((gof)77)(=3) 9o V3 dUBY-FB)  gd@)-f(3) 4.(-3) 12 da,

—3=9(4) =g(f(3)) = (90 f)(3) izanik.

Aplika dakioke f(z)= {/(x—2)? funtzioari Rolleren teorema [0,4] tartean?
Ebazpena.

Hiru baldintza bete behar dira Rolleren teorema aplikatu ahal izateko: funtzioa tarte itxian
jarraitua eta tarte irekian deribagarria izatea eta f(0) = f(4) izatea.

Funtzioa jarraitua da R osoan, erro kubikoa beti existitzen delako (ikus irudia).

fla)=S(e-2) = S

Ondorioz, ezin da Rolleren teorema aplikatu.

da; beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 2 puntuan.

Aplika dakioke batez besteko balioaren teorema f(x) = x* —2? funtzioari [~1,1] tartean?

Hala bada, kalkula ezazu tarteko puntua.
Ebazpena.

f(z) =2* —2? funtzioa jarraitua eta deribagarria da R osoan, polinomio bat delako; beraz,
[—1,1] tartean jarraitua da, eta (—1,1) tartean deribagarria. Ondorioz, batez besteko balioaren
teorema aplika dakioke.

f) - f(=1)
1—(=1)
f(=1)=(-1)*=(=1)2=0 eta f(1)=1*—12=0 dira; beraz, f'(c)=0 betetzen duten

x = ¢ puntuak bilatu behar ditugu.

f'(x) =423 — 22 denez, f'(c)=4c®—-2c=0 da ekuazioa. Hortik, ¢(2¢2—1) =0 lortzen
1

2 =

Teoremak dio Jec € (—1,1), non f'(c) = baita.

1
3 ekuaziotik aterako ditugu: c=—

V2

dugu; soluzio bat, beraz, ¢=0 da eta besteak ¢

eta c=—.

V2

Lortutako hiru balioak (—1,1) tartean daudenez, onargarriak dira.
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12. Kalkula itzazu f(x) funtzioaren batez besteko bi balioak [—2,0] tartean, teoremaren hipotesiak
betetzen badira:

Ebazpena.

Batez besteko balioaren teorema hau da: f(x) funtzioa [a,b] tarte itxian jarraitua eta (a,b)
tarte irekian deribagarria bada, 3Jc € (a,b) / f(b)— f(a) = f'(c)(b—a).

Batez besteko balioak kalkulatu baino lehen, teoremaren hipotesiak betetzen diren edo ez az-
tertuko dugu.

1
f(z) =— funtzioa jarraitua da [—2,—1] tartean, =0 puntuan baino ez duelako etenunea.
x

2
-3
fz)= a 5 funtzioa jarraitua da [—1,0] tartean, polinomioa delako.
r = —1 puntuan,
im f(z)= lim ~=—1 cta lim f(z)= I it S
im f(z)= lim —=-1 eta lim f(z)= lim =— ira;
T——1— z——1— rz——171 rz——11 2

beraz, limlf(:c) =—1 da. Bestalde, f(—1)=—1 da.
T——
Ondorioz, funtzioa jarraitua da x = —1 puntuan.

1
f(z) = — funtzioa deribagarria da (—2,—1) tartean, deribatua duelako x =0 puntuan izan

-1
ezik; eta f'(z) = — da.

22
r? -3
f(z)= 5 funtzioa deribagarria da (—1,0) tartean, polinomioa delako; eta f/'(z) =z da.
r = —1 puntuan,
N D G T -l G VR h : 1
B0 h B0 h B0 (—1+h)h hao- —1+h ’
—1+h)%-3
G ) o (G B e i) S O ) i T e Y
h—0+ h h—0t h h—0+ 2h h—0+ 2 ’

beraz, f'(—1)=-1 da.
Ondorioz, f(z) funtzioa deribagarria da (—2,0) tarte osoan.

Batez besteko balioaren teoremaren hipotesiak betetzen direnez, c¢€ (—2,0) punturen batean

f(0)=f(=2)= f'(¢)(0—(—2)) beteko da.

-3 -1 -1
Hortik, Jce€ (—2,0), non 5 = 2f'(c) edo, sinplifikatuz, f/(c)= 5 betetzen den.

2
Deribatu funtzio hau dugu:

5 —2<l’§—1,
T

() =

r, —1<z<0.
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-1 -1 -1
(—2,—1] tartean, f'(c)=—5 = —5 = - = A=2= c=4V2;
c c
baina, v/2 balioa ezin dugu kontuan izan, ez dagoelako tartean.
-1
(—1,0) tartean, f'(¢c)=c= c= 5 dugu.

-1
Hortaz, eskatzen dizkiguten batez besteko bi balioak hauek dira: ¢; = —v2 eta ¢y = -

Izan bedi f(z) funtzioa jarraitua I = [a,b] tartean eta deribagarria (a,b) tartean. Esan ezazu,
laburki arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:

13.1. f(a)
13.2. f(a)
13.3. f(a)

f(b) bada, f'(x) =0 izango da I tarte osoan.
f(b) =0 bada, ¢ € (a,b) existituko da, non f’(c) =0 baita.
f(b) =0 bada, ¢ € (a,b) existituko da, non f(c) > 0 baita.

Erantzuna.

13.1. Faltsua da; adibidez, [0,7] tartean f(z)=sinz funtzioa; f’'(x)=cosz da, ez beti nulua
I tartean.

13.2. Egiazkoa da; Rolleen teoremaren ondorioa da.

13.3. Faltsua da; [m,27] tartean f(z) =sinz funtzioak sinm =sin27 =0 betetzen du eta
sinz <0 da Vze(m2m).

Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapena egiazkoa edo faltsua den:
f(x) hertsiki gorakorra bada zp puntuan, f’(x¢) > 0 izango da.

Erantzuna.

x, x € [0,1],

Sr—2, we(l,2, Partus

Faltsua da; adibidez, f(x)= {

f(z) hertsiki gorakorra da =1 puntuan eta ez da f’(1) existitzen.

sinx

T
Froga ezazu xe®"* =cosx ekuazioak soluzio bakarra duela [0, 2] tartean.

Ebazpena.

Har dezagun f(x) = ze** —cosz funtzioa. Ekuazioak soluzio bakarra izatea tarte horretan,

funtzioak tarte horretan 0 balioa behin baino ez hartzea da.

T
f(x) funtzio jarraitua da R osoan eta, beraz, {0, 2] tartean ere.

f(0)=0-em0—cos0=0-1=-1<0 eta f(g):gesmg—cosg:gel—():ge>0 dira.

Bolzanoren teoremaren arabera, Jc € (0, g) / f(c) =0 baita.

Frogatzen badugu funtzioa gorakorra dela tarte horretan; aurreko berdintza betetzen duen
7

puntua bakarra izango da. Funtzioa deribagarria denez (0, 2) tartean, nahikoa dugu horren

deribatuaren zeinua aztertzea.

Funtzioaren deribatua f'(z) = e""* 4z cosxe®™* +sinz = (1 +xcosz)e®* +sinx  da.



Funtzioen deribagarritasuna 159

Alde batetik, sinz >0 da Vz € (0, ;T) Beste aldetik, Vx € (0, 72r> e >0, cosz >0
eta x>0 dira.

Hortaz, f'(x)>0 da Vze (0,2), eta, 6.17.1. Ondorioaren arabera, f(z) gorakorra da
tartean.

Ondorioz, funtzioa behin baino ezin da anulatu tartean edo ekuazioak soluzio bakarra du tar-
tean.

3. Limiteen kalkulua L’Hoépitalen erregela erabiliz

16.

17.

18.

lim (cotx)®™®,

z—07F
Ebazpena.
lim cotz = +oo eta lim tanxz =0 dira; beraz, oo indeterminazioa da. Limiteari I deituz
z—0t z—0+t
eta logaritmo nepertarra hartuz, honela geratuko da:
—1/sin? 2
Incotz —l—

Inl = lim tanzlncotx = lim (:) i cotx 5— = lim =

z—0+ z—0+ cotw z—0t —1/sin“x  z—0+ cotx
(1) berdintzan, L'Hopitalen erregela erabili dugu.
Hortaz, Inl=0 da eta limitea [=€e’=1 da.

etanx +1
lim ti.
T3 € anz _ ]
Ebazpena.
Kontuan izango ditugu bi emaitza hauek: lim tanz =+oco0 eta lim tanx = —oo.

=5 :c—)%"'
tanx 2 tanx
e 1 o0 (1 1+4+tan“x)e

lim t+:<>(:) tim T - )t = lim 1=1.
sz et —1 00 P (1+tan®x)etane P

(1) berdintzan, L’Hopitalen erregela erabili dugu.
_oenT el T4l 041 1
lim = = =

= = =—=-1.
portenT—1 e —1 (0-1 -1

Ezker- eta eskuin-limiteak desberdinak direnez, limitea ez da existitzen.

Esan ezazu ea zuzena den ondoko garapena:
CoST . —sinx

lim = lim = limsinz =sin1.
z—=11—2x z—=1 —1 rz—1
Erantzuna.

lim1 cosz =cosl#0 eta lim1 (1—2)=0 dira; beraz, zatiduraren limitean ez dago indetermi-
T— z—

naziorik; beste hitzetan, ez da L’Hopitalen teoremaren lehenengo hipotesia betetzen. Hortaz,
ezin dugu L’Hoépitalen teoremaren ondorioa ziurtatu. Berez, aldeetako bi limite hauek ditugu:
cosx  cosl

lim = = —o00, izendatzaileko gaiak negatiboak direlako, eta
z—1+t1—x 0
1
lim 2% _ €50 _ 400, izendatzaileko gaiak positiboak direlako.
z—1-1—2x 0

Ondorioz, limitea ez da existitzen.
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19.

20.

21.
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lim (2 — 2) %" 27,

z—1
Ebazpena.
lim1 (2— )™ 2% =1%° indeterminazioa da. Limiteari | deituz eta logaritmo nepertarra hartuz,
T—r
T (1) T tanZx (2) 2 7=
Inl=limtan ( -~z |In(2—2) = limtan | =z ) (1—2z) = lim —2~ = lim M =
z—1 2 z—1 2 rz—1 —— z—1
1—x (1—x)?
1—2)% 3 —2(1—x 2(1—2) @ —2 2
:limz( 2; (:)limﬁ_E (E _)E zlimg(:)hm = —.
z—12 cos® g a—12 —25cosgrsingxr  x—l sinmx r=lmcosTe T

(1) berdintzan, In(2—=x)~1—2x baliokidetza erabili dugu.
(2) , (3) eta (4) berdintzetan, L’Hopitalen erregela erabili dugu.

2
Hortaz, Inl=— da; hortik [ = er dugu.
T

1
lim (z —sing)We=1),

z—0t
Ebazpena.
1
lim (z—sinz) =0 eta lim ———— =0 dira; beraz, 0° indeterminazioa da. Limiteari
z—0t z—0t+ hl(eI — 1)

deituz eta logaritmo nepertarra hartuz, honela geratuko da:

Inl = lim M, e indeterminazioa da.
a—0t In(e?—1) > oo
2
e —1~x eta 1—cosz~ % baliokidetzak ((2) berdintzan) eta L’Hopitalen erregela ((1),

(3), (4) eta (5) berdintzetan) lau aldiz aplikatuko ditugu:

L—cosz x_ _ 2 3
It Y lim Z=S0E gy (-D=cost) @ @@/ _ @@
2—0t 5 =0t e?(z—sinz) z—0t €7(x —sinx) 20+ 2e®(z —sinz)
= lim 31° W lim b ©
250+ 2e%(x —sinz+1—cosx) a0t 2e%(x+2—2cosT)
3

1
20+ e*(r+3+2sinz —2cosx)

Hortaz, Inl=3, eta limitea [=¢e? da.

i 1 1
a:lg%) sin?z 22’

Ebazpena.

. 1 1 R S e 1) .. x? —sinz (2 ,. 2x—2cosxsinx
lim ( — ——]=lm————+— = lim — = lim =
-0 \sin?zx 2?2 =0 x2sin?z 70 x4 —0 423

. 2x—sin2x 3) .. 2—2cos2x (4) .. 4sin2x (5) .. 4-2x 11
=lim————— = lim———— = lim = lim = lim - = —.
x—0 4$3 x—0 12%2 z—0 24x z—0 24x z—03 3

(1) eta (5) berdintzetan, sinx ~x baliokidetza erabili dugu.

(2) , (3) eta (4) berdintzetan, L’Hopitalen erregela erabili dugu.
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22.

23.

COSX — COS2x

lim
z—0 1—cosx
Ebazpena.

. cosxr—cos2x (1) .., —sinzr+2sin2x . —sinxz  2sin2z) (2)
lim ——— = lim - = lim - - =
z—0 1—cosz z—0 sinx z—0 \  sinz sinx

2.2
= 14lim = 144=3
z—0 X

(1) berdintzan, L’Hopitalen erregela erabili dugu.

(2) berdintzan, sinz ~x baliokidetza erabili dugu.

Kalkula ezazu n ondoko berdintza bete dadin:

sinx —tanx

im =1l, [#0 eta |# oo izanik.

z—0 xn

Ebazpena.

Hiru aldiz erabiliko dugu L’Hopitalen erregela, indeterminazioa ez den limite bat lortu arte:

. sinx—tanx [0 . cosz—(1+tan?z) /0 —sinz —2tanxz(1+tan®z) /0
lim —— = lim — -

— = lim —
z—0 " z—0 nxn—1 0

2—0 n(n—1)an—2

0 0

. —cosx—2(1+tan?x)? —4tan®z(1+tan® )
= lim .
z—0 n(n—1)(n—2)azn3

Azken limitea ez da indeterminazioa, zenbakitzaileko funtzioaren limitea

lin%)[— cosz —2(1 +tan?x)? —4tan®z(1+tan’z)] = —3 delako.
T—r
Hortaz, limite finitua izateko, izendatzaileko polinomioaren mailak 0 izan behar du, hots, n = 3.

Kasu horretan, izendatzaileko funtzioaren limitea honela geratuko da:

limn(n—1)(n—2)z" % =1lim3-2-1 =6.
z—0 z—0

-3 -1
Et d l=—=—7#0,00.
a, orduan, 5 5 #£0,00
4. Taylorren garapena
1
24. Kalkula ezazu f(x) = 2% funtzioaren Taylorren 4 mailako polinomioa z =1 puntuan.
x
Ebazpena.
Inz
x
1-Inz
fl@) = —5—, f)=1
x
—3+2Inz
1 — " 1 — _3
oy =0 = s
11-61
@)=, F(1) =115
x
—50+ 241
FOe) = () = 50,

D
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Hortaz, Taylorren polinomioa honela geratuko da:

F@) =0+ e =1+ S = 124 5= 1P+ - 1) =
:@Fﬂ)—g@—lﬁ+%§@—lﬁ—%§@—ly.

25. Kalkula ezazu f(x) =

1 funtzioaren Maclaurinen garapen orokorra.
-z

Ebazpena.
Maclaurinen garapena lortzeko, funtzioaren deribatuak kalkulatu behar ditugu, eta x = 0 pun-

tuan balioztatu:
T 1

f) =t = 1= (1), £0) =0
F@) = (D=1 = = 70 =1;

(@) = (F1)(2)(1 =) (1P = s, f0) =21 =2

F(@) = (D231 =0) 1P = £(0) =31 = 6
Fa) = (DB =a) 1) = e 0 == 24
() = nl(1 =) = F(0) =

P = (1)1~ a) ) = P = e

Hortaz, funtzioaren garapena honela geratuko da:

120, 3, 4, nl (n+1)! il
f(@) =0+ o+ 5 TR TE AR R e £ +(n+1)!(1—c)"+2x =

1
=c4 22+ 234244+ 4"+ ————a2"h ce(0,2) edo c€ (x,0) izanik.
(1—c)n+2
3 5
26. z-ren zer baliotarako ordezka daiteke sinz funtzioa x— 3 + 13070 adierazpenez, 0,0001

baino errore txikiagoa eginez?
Ebazpena.

Erantzuna emateko, sinz funtzioaren Maclaurinen garapena erabiliko dugu.

f(z) =sinz, £(0)=0;
f'(z) = cos, f10)=1;

f"(xz) = —sinx, 17(0)=0;
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f"(x) = —cosz, 17(0)=-1;

[ (x) =sinz, f(0) =0;
) =cosr, O(0) =1
fYY(z) = —sinx, fYP(c) = —sine.

Hortaz, Maclaurinen garapena honela geratuko da:

0+1 +0 n -1 +0 +1 5+—sinc 6 x3+x5 sinec 6
sinz = —r4—224+ — 4+ —t4 =z r=r——+———
3! 5! 6! 6 120 720

€(0,z) edo ce (x,0) izanik.
sinc 6]

Errorea azken batugaiaren balio absolutuak emango digu, hau da: 20 O

6

6
87112106 28] < 7%20‘ denez, nahikoa da |7$20| < 0,0001 izatea; eta hortik, beraz, |2 <0,0720

edo |z|] <0,64499 aterako dugu. Ondorioz, (—0'6449,06449) tarteko balioetarako egin
daiteke ordezkapena.

27.27.1. Gara ezazu cosx funtzioa Taylorren bidez (x — g)—ren berreturatan.

27.2. Aurreko garapenaren lehenengo hiru gaiak hartuz, z-ren zer baliotarako da errorea 0,00005
baino txikiagoa?

Ebazpena.

27.1. Erantzuna emateko, cosz funtzioaren Taylorren garapena erabiliko dugu.

f(x) = cosz, f(ﬂ> :1'

f'(z) = —sinz, f/ (g) :_\f;
f"(x) = —cosz, # (g) _ _%;
f"(x) = sin, 1% <7;> _ \f;
2 (x) = —cosw, 22 g _ _%;

fQ”_l)(x) = sinz, f2n—1)

£ (x) = cosz, f2n) <W> _ 1

f2n+1) (.T) = —sinz, f2n+1) (C) = —ginec.
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Hortaz, Taylorren garapena honela geratuko da:

o e S

+—sinc($_7r)2"+1 c€<x W) edo cE(W x) izanik
2n+1)! 3 ’ '3 3ot)

27.2. Lehenengo hiru gaiak hartzen baditugu, errorea hirugarren ordenako deribatuak emango
digu; beraz, aurreko gai osagarrian n =1 egin behar dugu eta hau lortuko dugu:

—sinc T\ 2t _ |—sinc T\ 3 sinc¢ T\
Cnr1\" 3 T "3 6 \" 3/
sinc \3 1 \3 . .
5 T — 3 6 T — 3 denez, nahikoa izango da ondoko hau betetzea:

HE) (~3)

z— g‘ < {/0,0003 = 0,0669433 aterako dugu.

Bestalde,

< 0,00005; eta hortik < 0,0003 edo, erro kubikoak kalkulatuz,

Ondorioz, esan dezakegu (g —0,0669433,7;4—0,0669433) edo (0'980254,1'11414)

tarteko balioetarako dela errorea 0,00005 baino txikiagoa.

28. Kalkula ezazu /5 balioa 1072 baino errore txikiagoa eginez.

Ebazpena.

V5 kalkulatzeko, f(z)= vz +4 funtzioa erabiliko dugu. Horrela, Maclaurinen garapenean
x =1 ordezkatuko ahal izango dugu, eta kalkuluak egin.

(o) = VaTE= (), 1(0) = VA

i) = {lat )7, 710 = (1),

1) = S 510 =1 2w
)= DD @y gy = LEDED gy

137 (4n—5)

1 T (x_|_4)—(4n—1)/47

13-7--(4n—5)

fm(0) = (—1)%11 qn—1

,13:7- (4n—5)(4n—1)
4 4n

fri(z) = (-1) (a+4) (a4,

n13:7-(4n—5)(4n—1)
4 4qn

fn+1)(c) _ (_1) (C+4)7(4n+3)/4_
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29.

Beraz, Maclaurinen garapena honela geratuko da:

13 2 13-7 z?
—3ar 12 y-r/at 20 Loy—nat
1! 44( ) 21 4 42 (4) +

4 1
flw) =i+ 1(4) -

o1 137 (An—=5) , 1y 2"
+(-1) lzT(‘l) “ 1)/4H+

13-7---(4n—5)(4n—1 _ gl
+(_1)n1 ( o )( )(C+4) (4n+3)/4

(n+1)V"

ce(0,z) edo ce (x,0) izanik.

/5 kalkulatzeko, z =1 egin behar dugu aurreko garapenean; honela geratuko da:
1 1 13 1 13-7
F)= Y5 = YA+ (@) ¥ - @ T

1! 44 21 4 42
13- 7---(4n—5
_|_(_1)” 14()

1
—-11/4
(4) /ﬁ_"'+

1
—(4n—-1)/4
e R
2137 (4n—5)(4n—1)
4 4n

1
+H=1) (n+1)!"

Garapenaren azken gaiaren balio absolutuak ematen digu errorea; 0 <c< 1 denez, froga
daiteke (c+4)~(@4nt3)/4 < (4)=(n+3)/4 " Jela; beraz, erroreak bornapen hau onartuko du:

(C—|— 4)—(4n+3)/4

c€(0,1) izanik.

13-7- (4n—5)(4n —1) - 1

_ |1yt 4 (4n+3)/4___—

e=|(=1)"] o (c+4) CEI
13-7--(4n—=5)(4n—1) ' (ypigyy 1

Eta errorea 10~2 baino txikiagoa izan dadin, nahikoa da

}3-7---(471—5)(471—1) 1 <L
4 4qn (n+1)! " 100
daiteke:

3.7 (4n—5)(4n—1)-100 < 4-4™ . (4)In+3)/4 . (n L 1)1 = 4. 427 . 43/ (1)),

(4)~(nt3)/4 izatea. Hortik, beste baldintza hau atera

Orain, n-ri balioak emango dizkiogu. n =1 aukeratzean baldintza betetzen da:
ezkerraldean, 3-100 =300 ateratzen da eta,

eskuinaldean, 4-42.(4)3/4.21 =64-(4)%/*.2 = 362,038672...

1 1 11
4 o ~ 4 - 73/4 __ 4 _ —
Beraz, /5= f(1)= \/1+4(4) = \/1+4<1/4>3—1,50260191... da.

Kalkula ezazu sin% balioa Taylorren garapena erabiliz eta 10~2 baino errore txikiagoa eginez.
Ebazpena.

Erantzuna emateko, sinz funtzioaren Maclaurinen garapena erabiliko dugu, % =0,523598

balioa gertu dagoelako x = 0 puntutik.
f(z) =sinz, f(0)=0;

f'(x) =cosz,  f1(0)=1;
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f"(x) = —sinw, £7(0) =
@) = —cosz, F7(0) =1
f(x) =sin, FM(0)=0

() = cosz, 0 =1
f2n=2)(z) =sina, £202)(0) = 0;
2=V (z) = cosz, F2D(0) = 1;
f2(x) = —sinz, £27(0) = 0;
(@) = —cosa, () = —cose.

Hortaz, Maclaurinen garapena honela geratuko da:

1 O -1 0 1 0 9n—9 1 on—1
0
+® 271 + %xQnJrl, ceE (0,33) edo c S (SU,O) izanik.
Eta sinplifikatuz,
s ! ! +1 St ! -1y —CORC o € (0,z) edo c € (z,0) izanik
int=—z—=z3+=zx — — c x ¢ € (x,0) izanik.
1! 3! 5! (2n—1)! (2n+1)! ’ ’ ’
E : : T ) —COSC ont1
rrorea bornatzeko, azken batugaiaren balio absolutua erabiliko dugu: mw .
n !
_ | _TCOSC an1 1 2n+1
errorea = ‘ (2n+1)!x < Gnr) |z| da.

Orain, sin% balioa kalkulatu behar dugunez, x = % egingo dugu aurreko formulan:

1 2n+1
beraz, errorea < ——— <) da.
(2n+1)! \ 6

Egin nahi dugun errorea gehienez egiteko, nahikoa izango da ondoko hau betetzea:

1 o\ 201 7\ 2ntl
— | = < 0,01; eta hortik 100( — < (2n+1)! aterako dugu.
(2n+1)' \ 6 6

n !

n-ri balioak emanez gero, hau lortuko dugu:

3
n =1 denean, ezkerraldean 100 (g) = 14,35 dugu, eta eskuinaldean 6; ez da betetzen.

5
n =2 denean, ezkerraldean 100 (g) = 3,93 dugu, eta eskuinaldean 120; betetzen da.

3
Ondorioz, n =2 hartuz, sinz=z— 3 izango da eta errorea 1072 baino txikiagoa izango
da. Hortaz,

s r 1/7\° =x 3
T (TN T T ) 4996741794, .
e =6 6(6) 6 o
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30. Erabil ezazu Maclaurinen garapena e zenbakiaren balio hurbildua kalkulatzeko, 10~* baino
errore txikiagoa eginez.

Ebazpena.

f(x) = e® funtzioa erabiliko dugu eta garapena jatorriaren ingurune batean egingo dugu;
ondoren, e balioa lortzeko, x =1 egingo dugu.

f(x)=e", fO)=e"=1;
f'(x) = e, f10)=1;
f(w) = e, f"(0)

f"(x) = e, f"(0)

f”+1)(1’) = e?, f"+1)(c) — eC.

Hortik, funtzioaren Maclaurinen garapen hau lortuko dugu:

1 1 1 1 1 e

_ _ N3 S OV (e _ o)t

flz)= 1+1'(x 0)+ 2'(95 0)2 3!(:v 0) +4!(£U 0)*+ +n!(x 0)"+(n+1)!(x o)+
€(0,z) edo ce€ (z,0) izanik.
Eta sinplifikatuz,
e :L‘" e
f(z )—1—|— BT +3‘ tate + (n+1)‘m”+1, ce(0,z) edo ce (x,0) izanik.
eC
Errorea gai osagarriaren balio absolutuak emango digu: ‘ T 1)'ggnﬂ
n !

Adierazpen horretan agertzen den ¢ balio ezezaguna desagerrarazi behar dugu; bestalde x =1
ordezkatuko dugu eta balio guztiak positiboak direnez, balio absolutua kenduko dugu:

€(0,1) =0<c<l=1<e<e<3.

e n+1 3 n+l _
Hortaz, ‘(n+1)!x < (1) = 1! bornapena dugu.
3
Errorea 10~* baino txikiagoa izateko, nahikoa da (1] <10™* 1izatea, edo sinplifikatuz,
n !

30.000 < (n+1)! izatea.

Hori betetzen duen n-ren lehenengo balioa n =7 da. Ondorioz, e zenbakiaren balio hurbildua
garapenaren lehenengo zortzi batugaiak batuz lortuko dugu:

1 1 1 1 1 1 1
€= 1ty oyt gyt gty T g T oy = 2718253968
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6.7. ARIKETA PROPOSATUAK

1. Funtzio deribagarriak

1. Kalkula itzazu hurrengo adierazpenen deribatuak:

1 1-— 1
) — 2) “? 3) 1Iny/ e
r+1 1+ -z

1
4) 3zx+ Jr+—; 5) asingg; 6) ln<x+\/1+x2);
T

7)  avcos2x; 8) (a+z)va—uwm; 9) 2sinx+ cos3ux;
10) (2z—1)(3z+2)x; 11) sin?z; 12) z*.
2. Eman ezazu puntu batean jarraitua baina deribagarria ez den funtzio bat.

3. Azter ezazu ondoko funtzioen deribagarritasuna. Kalkula ezazu deribatu funtzioa.

X
D= ) fa) = aell
- <0 sinx, x <0,
3) f(as):{ m(SHQ;Q) §<xf O @)=y o O<z<l,
o= 3re+b5r—7, 1<ux;
In(1+ x?) 1
—_ 1
5) f(z)= . 0 ) p@) =] Ty PP
0, z=0; 0, z=1

1
) f(x)z{“méc—r Th f(ﬂﬁ):{g?z’ >y
; r=1 ’ ’

4. Izan bitez f(x) eta g(x) ondoko taulek definitutako funtzioak:

1 2 3 4 5 6 y |1 2 3 4 5 6
f@)[6 5 4 3 2 1 9(y) | =6 -5 —4 -3 —2 —1
Ffla)[=2 -1 =3 -4 -5 —6 Jp 2 1 3 4 5 6

f: X —Y eta g¢g:Y — Z jarraituak, deribagarriak eta monotonoak [0,6] tartean. Bila
itzazu:

4.1. f~! funtzioaren deribatua y = 3 puntuan;

4.2. ¢~ funtzioaren deribatua z = —4 puntuan;

4.3. (go f) funtzioaren deribatua x =4 puntuan;

4.4. (go f)~! funtzioaren deribatua z = —4 puntuan.
5. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapenak faltsuak ala egiazkoak diren:

5.1. f(x)+g(z) funtzioa = a puntuan deribagarria da baldin eta soilik baldin f(x) eta g(x)
deribagarriak badira x = a puntuan.

5.2. f(z)-g(x) eta f(x) funtzioak deribagarria badira = = a puntuan, g(x) ere deribagarria
izango da = = a puntuan.
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6. Izan bedi f:R — R funtzio alderanzkarria eta deribagarria, f(2)=1 eta [f/(2)=-1
betetzen dituena. Kalkula ezazu ¢'(1) balioa,

g(x) = izanik.

=)

7. Kalkula itzazu a eta b balioak y =2z zuzena y=2?+ax+b kurbaren ukitzailea izan dadin
P(2,4) puntuan.

2. Funtzio deribagarrien propietateak

8. Aplika dakieke Rolleren teorema ondoko funtzioei? Zergatik?

Y A Y B
X 0 a ¢
C Y C
0 a bX 0 a bX

9. Froga ezazu 2°—3r+b=0 ekuazioak gehienez soluzio bat duela [-1,1] tartean.

10. y=Inz kurbako zer puntutan da ukitzailea M (1,0) eta M (e,1) puntuak lotzen dituen korda-
rekiko paraleloa?

11. y=2a" kurbako zer puntutan da ukitzailea M (0,0) eta M (a,a™) puntuak lotzen dituen korda-
rekiko paraleloa?

12. Froga ezazu sinx <z dela Vx>0 eta sinx>x dela Va <O0.

3

13. Froga ezazu f(x)= S funtzioa hertsiki beherakorra dela (O, } tartean.
x

\V)

3. Limiteen kalkulua L’Hoépitalen erregela erabiliz

14. Kalkula itzazu, L’Hopitalen erregela erabiliz, ondoko limiteak:

. V3r—+12—x . a . 1\*
lim ; 2)  limz%Inx; 3) lim(Iln—) ;
5327 — 310 5z -0 AN

1 1\* tanx —sinx Inzx
4) lim ( - 2) : 5 lim—— 6) lim :
z—=0\sin“z z—0 x—sinx z—0 cotx

1)
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. 1 1 . . 3/x2, : sinx,
7 33%(2(1—-v6ﬁ 3(1—»@Gg>’ 8)  lim(cos22)™; 9) B (cotz)™:
. )\ B tanzx et
1) tim (1an ) W Jm sl 1)
In(si .
13) lim M; 14)  lim 2% 15) lim zln(tanz);
z—0+ In(sinn) z—0+ z—0+
) €x+€_x. . 1/a eil/z. sin3x .
16) Jm o 1)l (V1) 1) i o
: 1 5 (1N R
)t (-5 ) ) Jim(2) 2
T4+1)—-2(e"—1 1- —t
22) lim et +1) 3 (e ); 23) limix; 24) lim w;
z—0 x z—11— g2 z—0 3
25) hnl( ’ —-5); 26) lim ze/7; 927) limzlnz;
z—1\x—1 Inzx z—0 z—0
1 1 tan ZE
28) 1Hn<—- * ); 20)  lim z(a'/*—1); 30) lhn<> .
z—1\Ilnx x-1 z—to0 =1\ x

4. Taylorren garapena

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Kalkula itzazu funtzio hauen 4. ordenako Taylorren garapena emandako puntuetan:
sinx

) f@)=17 2=0; 2) fla)=—7, z=1
3) f(z)=sinz, x=mn/2; 4)  f(z)=tanz, x=0;
5) f(x)=e% x=0; 6) f(z)=e"sinz, z=0;
7 flz)=lnz, z=1; 8) flz)=e®, z=1;

9) f(x)=cosz, z=0; 10) f(z)=+1+=z, z=0.

Gara ezazu 3 +42% —5r+8 polinomioa (x — 2)-ren berreturetan.

Idatz itzazu sinz eta cosz funtzioen Maclaurinen garapenak eta borna itzazu erroreak
funtzioen baliotzat garapenetako lehenengo hiru gai ez-nuluen baturak hartzen direnean.

Zenbat gai hartu behar dira e® funtzioaren Maclaurinen garapenean, e zenbakia 10~ baino
errore txikiagoz hurbiltzeko?

Bila itzazu balio hurbilduak Taylorren garapena erabiliz:

19.1. €7,
19.2. sin20°,
19.3. In0,8, 0,0003 baino errore txikiagoa eginez.
19.4. cosl,

milarena baino errore txikiagoa eginez.

milarena baino errore txikiagoa eginez.

milarena baino errore txikiagoa eginez.

2
x
x-ren zer baliotarako ordezkatzen du 1— 5 adierazpenak cosz funtzioa 0,001 baino errore

txikiagoa eginez?
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Gai honetan, funtzioen adierazpen grafikorako behar ditugun elementuak aztertuko ditugu. Ho-
rien artean, definizio-eremua, jarraitutasuna eta deribagarritasuna jadanik aztertu ditugu. Orain,
gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak, mutur erlatiboak, ahurtasun- eta ganbiltasun-tarteak eta
inflexio-puntuak bilatzeko metodoak ikusiko ditugu. Bukatzeko, funtzioak hainbat kasutan duen
joera ere aztertuko dugu asintoten bidez.

7.1. FUNTZIOEN MUTURRAK

7.1. Teorema. Mutur erlatiboa existitzeko baldintza beharrezkoa
f(z) funtzio deribagarriak x = a puntuan mutur erlatiboa badu, f'(a)=0 Dbeteko da.

7.2. Teorema. Mutur erlatiboa existitzeko baldintza nahikoa
f(x) funtzioa x = a puntuan n+1 aldiz deribagarria bada eta  f'(a) =---= fM(a) =0 eta
Y (a) #£0  badira,

1. n bakoitia bada eta

1.1. f"*Y(a) >0 bada, f(z) funtzioak x = a puntuan minimo erlatiboa izango du;

1.2. f"Y(a) <0 bada, f(z) funtzioak x = a puntuan mazimo erlatiboa izango du;
2. n bikoitia bada, f(x) funtzioak x = a puntuan inflexio-puntua izango du.

7.3. Definizioa. Inflexio-puntuak
f"(a)=0 bada edo f"(a) ez bada existitzen eta x = a puntuaren alboetan f"(x) zeinuz desberdina
bada, funtzioak r = a puntuan inflexio-puntua du.

Oharra.

Definizio hori eta 5.7. Definizioa ez dira zeharo berdinak; izan ere, 5.7. Definizioan ez da fun-
tzioaren jarraitutasunaz hitz egiten, ez eta deribagarritasunaz ere. Guk beti pentsatuko dugu funtzio
jarraitua dela inflexio-puntuan.

30F

L L L
-10 -05 A 10 15

L L L
-10 -05 05 10 15

-10 -05 05 10 15

Irudiko hiru funtzioen kasuan, funtzioa ahurra izatetik ganbila izatera igarotzen da x =0 puntuan.
Hortaz, 5.7. Definizioaren arabera hiru funtzioek inflexio-puntua dute x = 0 puntuan.

Ezkerreko funtzioaren kasuan, funtzioa ez da deribagarria x =0 puntuan. Are gehiago, funtzioak
minimo erlatibo bat du x = 0 puntuan eta x = 0 puntuko ukitzaileak ez du kurba zeharkatzen.

Erdiko funtzioaren kasuan, f'(0) = f”(0) = oo da eta x = 0 puntuko ukitzaileak kurba zeharka-
tzen du.

Ezkerreko kasua baztertuko dugu, hots, ez dugu inflexio-puntutzat hartuko.
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7.4. Adibidea. Kalkula ditzagun f(z)=

v funtzioaren muturrak (ikusi irudia).
1422
Lehendabizi definizio-eremua emango dugu: Dy =R. Horrez gain, funtzioa jarraitua eta infinitu
aldiz deribagarria da R osoan. Beraz, aurreko bi teoremak erabili ahal izango ditugu R osoan.
Ondorioz, funtzioaren deribatuen bidez mutur erlatibo guztiak lortuko ditugu.
Aurrera egin baino lehen, lehenengo hiru deribatuak kalkulatuko ditugu:

1—2? 223 — 6 —122" 4 82° +302% +- 82 — 6
f'(z) = v @)= T @)= 5\ :

(1422) (14+22) (1+22)

Mutur erlatiboa izateko baldintza beharrezkotik, hots, f’(z) =0 berdintzatik, 1—22=0

aterako dugu; eta hortik =41 bi puntuak. Horietan bakarrik egon daitezke funtzioaren mutur
erlatiboak, R osoan funtzioaren lehen deribatua ez delako beste puntuetan anulatzen.

Muturra izateko baldintza nahikotik aterako dugu maximoa, minimoa edo inflexio-puntua dagoen.

5 da.
—1

(1) = 5> 0; beraz, minimoa dago x = —1 puntuan eta minimoa f(—1)= 5

-1
') = -5 < 0; beraz, maximoa dago x =1 puntuan eta maximoa f(1)=

da.

Y

05—

7.5. Teorema. Ahurtasunaren eta ganbiltasunaren baldintza nahikoa
f(x) funtzioa bi aldiz deribagarria bada (a,b) tartean, f"(x)>0 bada, funtzioa ahurra da, eta
f"(x) <0 bada, funtzioa ganbila da.

7.6. Adibidea. Aurreko adibideko f(z)=-—

22 funtzioaren inflexio-puntuak eta ahurtasun- eta
x

ganbiltasun-tarteak bilatuko ditugu.

7.5. Teoremaren lehenengo hipotesia betetzen da, hots, funtzioa bi aldiz deribagarria da R osoan.
Hortaz, inflexio-puntuak lortzeko, f”(x) =0 -ekuazioa ebatziko dugu, ekuazio hori betetzen duten
puntuek funtzioaren zati ahurra (f”(z) >0) eta ganbila (f”(z) <0) banatuko dituztelako.

f"(2)=0=223—6r=0= 2=0, v=+/3 eta x=—/3 puntuak lortuko ditugu.
2z (2% - 3)

r<—V/3=3<12=122-3>0=22(22-3)<0 = f'(2) = 1+ 22

< 0;

beraz, f(z) ganbila da (—o0o,—/3) tartean;
2z (2% —3)

A+a28 O

-V3<r<0=122<3 = 22-3<0=22(22-3)>0 = f'(z)=
beraz, f(x) ahurra da (—+/3,0) tartean;
27 (x? —3)

(1+a22)3 ~

0<r<V3=122<3=22-3<0= 22(22-3)<0 = f'(2) =

beraz, f(z) ganbila da (0,v/3) tartean;
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22 (2% - 3)

r>VE=3<at = 0t =350 = 2?3 >0 = ['(a) = 1)

> 0;
beraz, f(x) ahurra da (v/3,00) tartean.
Hortaz, =0, z=+/3 eta 2=+/3 puntuetan funtzioak inflexio-puntu bana dauka.

Bestalde, ahurtasun- eta ganbiltasun-tarteak aurkitu ditugu. Funtzioa ahurra da (—+/3,0) eta
(V/3,00) tarteetan eta ganbila da (—oo0,—+v/3) eta (0,4/3) tarteetan.

Goiko irudian ikus daitezke ezaugarri horiek.

7.2. ASINTOTAK

7.7. Definizioa. Zuzen bat kurba baten asintota da kurba eta zuzenaren arteko distantzia zerorantz
badoa, baina zuzenak kurba ukitu gabe.

Hiru asintota-mota bereiziko ditugu, eta kalkulatzeko metodoak emango ditugu.
Asintota bertikalak:

1i£n f(x) =400 denean, x=a zuzena f(z) funtzioaren asintota bertikala da.
r—a

Asintota horizontalak:

ll}gl f(z)=1 denean, y=1[ zuzena f(z) funtzioaren asintota horizontala da.
x oo

Asintota zeiharrak:

lirin (f(x) —mxz—b) =0 denean, y=mx+b zuzena f(x) funtzioaren asintota zeiharra da.
— OO

Kasu horretan, honela kalkulatuko ditugu zuzenaren koefizienteak:

m= lim @#0 eta b= lim (f(z)—mx).

r—+too r—+o00

1

7.8. Adibidea. Ikus dezagun f(x)=zxIn (e + ) funtzioak asintotarik duenetz.
x

Asintota bertikalak:

-1
Funtzioa ez dago definiturik (,0) tartean. Hortaz, funtzioak asintota bertikala izan dezake
e

tartearen bi muturretan. Kalkula ditzagun ezker-limitea x = — puntuan eta eskuin-limitea = =0
e

puntuan.
. . N -1
lim f(r)= lim zln(e+—)=—-(—00) = +o0;
z—=L" rz—=1" x e

-1
beraz, funtzioak asintota bertikal bat du £ = — puntuan.
e

In (e—i— 1) —1/z?
. . 1 . x) @) .. et
lim f(z)= lim zln (e—l—) = lim ——% = lim L =

+ + + 1 +—1/22 hm+ 1
x—0 x—0 x z—0 p z—0 /.le —0 6—{-1,

=0.

(1) berdintzan, L'Hopitalen erregela erabili dugu limitea kalkulatzeko.
Hortaz, x = 0 puntuan ez dago asintota bertikalik.

Asintota horizontalak:

Asintota horizontalak bilatzeko, ll}rin f(z) =1 limiteak kalkulatu behar ditugu.
X (0.9]

r—r-+00 T——00

1 1
lim xln(e+)=+oo-1:+oo eta lim xln(e—i—)z—oo-l:—oo dira.
xT X

Hortaz, funtzioak ez du asintota horizontalik (ikusi irudia).
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Asintota zeiharrak:

f(z)

Kalkula ditzagun, lehendabizi, m = lim ——= #0 limiteak.
r—+oo I
zln (e + %) 1
lim ———* = lim In (e—l— ) =1 dira biak.
x—+o0 x x—+o00 x
Orain, b= lim (f(z)—maz) limiteak kalkulatuko ditugu:
z—+oo

lim {xln (e—|—1> —:1:} = lim =z {ln (e—i—l) — 1} = lim =z [ln (e—l—l) —lne} =
z—+o0 € r—+o00 €T r—+o0 €T

= 1 1 1 1
= lim :Ulne+x: lim xln(l—l—)g lim z— = lim - = - dira biak.

r—+o00 e r—+o00 ex r—+oo ex r—+oo e e
1 1 1
(1) berdintzan, In (1 + > ~ — Dbaliokidetza erabili dugu, — — 0 doalako.
ex exr ex

Hortaz, y=x+4— zuzena funtzioaren asintota zeiharra da.
e

I{JA
_IAA
n

-

7.9. Adibidea. Egin dezagun, orain, f(z)=xe® funtzioaren azterketa osoa (irudia bukaeran).

1. Definizio-eremua
Lehendabizi, definizio-eremua zehaztuko dugu: Dy =R da, z eta e® funtzio elementalak
R osoan definiturik daudelako, eta biderketak ez duelako arazorik sortzen.

2. Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna
f(x) funtzioa R osoan da jarraitua eta deribagarria, funtzio elementalen arteko biderketa delako,
6.8. eta 6.9. Propietateen arabera.

3. Funtzioaren puntu kritikoak

f(x) funtzioa R osoan da jarraitua eta deribagarria; beraz, mutur erlatibo guztiak deribatuen
bidez aurki ditzakegu.

Mutur erlatiboa izateko baldintza beharrezkoa f/(x) =0 izatea da, 7.1. Teorema erabiliz.

f(x)=(1+=x)e* da;beraz, f'(x)=0= x=—1; hau da, izatekotan, mutur erlatibo bakarra
x = —1 puntuan izango du, gainerakoetan deribatua ez delako anulatzen.

Orain, 7.2. Teorema erabiliko dugu izaera zehazteko.
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f"(x) = (2+x)e” da; hortik, f”(—1)=1/e>0 da; hortaz, minimo erlatiboa dago x = —1
puntuan, eta funtzioaren minimoa f(—1)=—1/e da.
4. Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna aztertzeko, lehen deribatuaren zeinua erabil
dezakegu, funtzioa deribagarria delako R osoan. 6.17. Ondorioak erabiliko ditugu.

f(x) >0 da x> -1 denean. Hortaz, f(x) gorakorra da (—1,00) tartean.
f'(x) <0 da 2 <—1 denean. Hortaz, f(x) beherakorra da (—oo,—1) tartean.

Ondorioz, esan dezakegu f(—1)= —1/e funtzioaren minimo absolutua ere badela, z = —1
puntuaren ezkerrean beherakorra eta eskuinean gorakorra delako.

Maximo absolutua ez da existitzen, 111;1_1 xe’ = +oo  delako.
T—+00

5. Funtzioaren inflexio-puntuak

Inflexio-puntuak bilatzeko, 7.5. Teorema erabiliko dugu. Funtzioa bi aldiz deribagarria da R
osoan; beraz, bigarren deribatua anulatzen duten puntuek banatuko dituzte funtzioaren zati
ahurra eta zati ganbila; horietan aurki ditzakegu funtzioaren inflexio-puntuak, 5.7. Definizioaren
arabera.

f"(z) =0 = x = —2; hortaz, inflexio-puntu bakarra izan dezake x = —2 puntuan; eta hala
da, f"(z)=(3+xz)e® izanik, f"(-2)=(3—-2)e"?#0 delako. Azkenik, f(—2)=—2/e?
denez, funtzioaren inflexio-puntua (—2,—2/e?) da.

6. Funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna
Horrez gain, 7.5. Teorema bera erabiliz,
f"(z)>0 da z>—2 denean. Hortaz, f(z) ahurra da (—2,00) tartean.
f"(z) <0 da < —2 denean. Hortaz, f(z) ganbila da (—o00,—2) tartean.

Irudi honetan ikus dezakegu nola banatzen diren gorakortasun- eta beherakortasun-tarteak eta
ahurtasun- eta ganbiltasun-tarteak.

belﬂakma_Q\/ gorakoma

-1

7. Funtzioaren asintotak
Orain, funtzioaren asintotak bilatuko ditugu:
f(z) =ze® funtzioa jarraitua denez R osoan, ez du asintota bertikalik.

lim ze® =4o00. Hortaz, ez dago asintota horizontalik +oo aldera.
T—+00

lim ze®=0. Beraz, y=0 zuzena asintota horizontala da —oo aldera.
T—r—00

Asintota zeiharrak aurkitzeko limite hauek kalkulatuko ditugu:

. T . re® .
m= lim M = lim — = lim e*=+4o0.
rx—+oo X r—+o0o X r——+00
X
) x . ze .
m= lim M = lim — = lim e*=0.
r——00 I T——00 I T——00

Hortaz, ez dago asintota zeiharrik ez oo aldera ez —oo aldera.

Ondorioz, asintota bakarra y =0 zuzen horizontala da, x — —oo doanean.
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Y
y=xe®
P
0 |
I T 1 x
””” e
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7.3. ARIKETA EBATZIAK
1. Galdera teorikoak

1. Esan ezazu, erantzuna arrazoituz, ondoko baieztapena egiazkoa edo faltsua den:
x € R puntu guztietan deribagarria den funtzio orok mutur erlatiborik onartzen du.
Erantzuna.

Faltsua da; esaterako f(z)=2x funtzioa deribagarria da R osoan; baina, ez du mutur erlati-
borik; izan ere, f’(x)=1 da beti, hau da, deribatua ez da inoiz anulatzen eta hori baldintza
beharrezkoa da mutur erlatiboa izan dezan.

2. Izan bedi f(x) funtzioa jarraitua I = [a,b] tartean eta deribagarria (a,b) tartean. Esan ezazu,
laburki arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:

2.1. f’(¢) =0 bada, x = ¢ puntuan funtzioak mutur erlatiboa dauka.
2.2. f'(e)=f"(c)=f"(c) =0 bada, funtzioak mutur erlatiboa dauka x = ¢ puntuan.
2.3. f(x) funtzioak x( puntuan maximoa badu, f/'(z9) =0 izango da.

2.4. f(x) funtzioak x¢ puntuan maximo erlatiboa badu eta bertan deribagarria bada, f”(z) <0
izango da.

Erantzuna.

2.1. Faltsua da; f(z) =2% funtzioa hartuz, deribatu funtzioa f’(z)=3z? da.
f'(2)=0 = 322=0 = =0 da; baina, f”(z)=6x denez, f”(0)=0 da; hortaz,
funtzioak inflexio-puntua du z =0 puntuan.

2.2. Faltsua da; inflexio-puntua izan daiteke: f(z)=(z—1)° eta I=10,2] badira, funtzioak
inflexio-puntua du x = 1 puntuan.

2.3. Faltsua da; adibidez, f(z)=+/z funtzioa [0,1] tartean; f'(z)= 2\[ >0, Vxe(0,1);

beraz, f(x) gorakorra da bertan; hortik, f(z) funtzioak maximoa x = 1 puntuan lortuko

du, f(1)=1; aldiz, f'(1)= % #0 da.

2.4. Faltsua da; f(x)=2% funtzioa [0,1] tartean; f/(z)=3z2>0, Vz € (0,1); beraz, f(z)
gorakorra da bertan; hortik, f(x) funtzioak maximoa x = 1 puntuan lortuko du, f(1)=1;
aldiz, f”(z)=6x denez, f"(1)=6>0 da.

3. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak edo faltsuak diren:
3.1. f(x) funtzioak badu maximo absolutua xy puntuan, baina ez da deribagarria bertan.

3.3. f

3.4. f(x) funtzioa ez bada jarraitua puntu batean, ezin du mutur erlatiborik izan bertan.

X

()

3.2. f(z) funtzioak maximo absolutua du, baina ez maximo erlatiboa.
(z) funtzioak minimo erlatiboa du, baina ez minimo absolutua.
(z)

Ebazpena.

3.1. Bai, izan daiteke; esaterako, f(z)= —|z| funtzioak maximo absolutua du z =0 puntuan,
baina ez da deribagarria bertan.

3.2. Bai, izan daiteke; esaterako, f(z)=1 funtzioak maximo absolutua du [0,1] tartean,
baina ez du maximo erlatiborik.
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3.3. Bai, izan daiteke; esaterako, f(z) =23 —2?+1 funtzioak minimo erlatibo bat dauka

2 2 23
T = 3 puntuan, f <3> =20 baina ez du minimo absoluturik R osoan.

. z, 0<z <1,
)] 3—x, 1<x<2,
x =1 puntuan, f(1)=2, eta ez da jarraitua bertan.

3.4. Ez, faltsua da; esaterako, f(z) funtzioak maximo erlatiboa du

2. Funtzioen muturrak eta inflexio-puntuak

4. Kalkula itzazu f(z) = 32° — 523+ 15 funtzioaren muturrak eta inflexio-puntuak.
Ebazpena.

Funtzioa jarraitua eta deribagarria da R osoan, polinomio bat delako. Berez, infinitu aldiz
da deribagarria R osoan. Beraz, mutur eta inflexio-puntu guztiak bilatzeko deribatuak erabil
ditzakegu, 7.1. eta 7.2. Teoremei esker.

f'(x) =152* — 1522, f"(x) = 602> —30z eta f"(x)=180x2—30 dira.

Puntu kritikoak f/(z) =0 ekuaziotik lortuko ditugu:

152 — 1502 =0 = 2%(2? —1) =0 = 2 =0, 2 = +1; hiru puntu kritiko atera ditugu.
Orain, puntu horien izaera jakiteko bigarren deribatua erabiliko dugu:

f7(0)=0; f"(1)=30>0 eta f’(-1)=-30<0 ditugu; beraz, x =1 puntuan funtzioak

minimo erlatiboa du, f(1) =13; z = —1 puntuan, ordea, funtzioak maximo erlatiboa du,
f(=1)=17; azkenik, x = 0 puntuaren izaera determinatzeko, hirugarren deribatua beharko
dugu.

f"(0)=-30#0 denez, z =0 puntuan funtzioak inflexio-puntu bat dauka, f(0)=15 izanik.

Bestalde, f”(x)=0 -ekuaziotik inflexio-puntu gehiago lortu ditzakegu, puntu horiek funtzioa-
ren zati ahurra eta ganbila banatzen dituztelako (7.5. Teorema eta 5.7. Definizioa):

+1

7

x = 0 puntua aztertuta dago; beste bi puntu horien izaera jakiteko bigarren deribatua nola
aldatzen den ikusiko dugu:

6023 —30r =0 = 302(22° —1)=0 = =0,z =

— 1
az:<E = 5<az:2 = 1<20? =222 -1>0 = 302(222 - 1) <0 = f"(2) < 0;
beraz, f(x) ganbila da <—oo,

V2

1 1
——<x<():>3:2<§ — 222 -1<0 = 302(222—1) >0 = f"(z) > 0;

V2
-1
beraz, f(x) ahurra da (\/§’0> tartean;

) tartean;

1 1
<< —==22<- = 202-1<0= 302222 -1) <0 = f"(z) <0;

V2 2
1
beraz, f(z) ganbila da <0’\/§) tartean;

1 1
=<y = - <2’ =222 -1>0 = 302222 - 1) >0 = f"(z) > 0;

V2 2
1
beraz, f(x) ahurra da | —,00 | tartean;
= 1) (ﬂ )
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+1
Hortaz, z = 7 puntuetan ere funtzioak inflexio-
puntuak ditu (ikus irudia).
Bukatzeko, +00 aldera zer gertatzen den ikusiko dugu.

. IRT 5 .3 _ .
Ih_)rgof(m)—mlg&(?)x 5z° +15) = oo;

lim _f(z)=_lim (32° — 523 +15) = —o0.

T—r—00

Hortaz, funtzioak ez du maximo ez minimo absoluturik.

5. Bila itzazu f(z) = funtzioaren mutur erlatiboak eta inflexio-puntuak:

x4 +1
Ebazpena.

Funtzioa definiturik dago R osoan, eta jarraitua eta (infinitu aldiz) deribagarria da. Hortaz,
7.1., 7.2. eta 7.5. Teoremak erabil ditzakegu.

oo 1=3z 423(3a?—5)
f(if)—ma f(x)—w

1222 (52 — 2221 +5)

1) dira.

eta f"(z)=

Puntu kritikoak bilatzeko f'(z) =0 egingo dugu:

1
fx)=0=1— 30i=0= 2*= g; hortik, bi puntu kritiko erreal aterako ditugu: x=

s o

Puntu kritikoen izaera determinatzeko funtzioaren bigarren deribatua erabiliko dugu:

o ):4@93(3(;@)“—5) el R ST C R W
: 7

V3

(B)'+) G @

beraz, funtzioak maximo erlatibo bat dauka x = puntuan, eta balio hau da:

1
V3

1
1y B 1 1 3
f(%)—(l)iﬂ—mﬂ—w@

1\ (o (=1 _ NE
(-1 4( 3) 3(%) ) e (35_5) FV3(-4) 9,
"N 5=)= = = = = 3 :1\/3>0 da;
& ((‘1) +1> (5+1) (3)
V3
-1
beraz, funtzioak minimo erlatibo bat dauka x = 4—\/3 puntuan, eta balio hau da:

N 11 -3

—1
f(ﬁ) - (%)‘;1 T BI T Wl

Bestalde, inflexio-puntuak bilatzeko f”(x) =0 egingo dugu:

)
f"(x) =0 = 423(32* —5)=0 = =0 edo 2* = 3 hortik, hiru puntu kritiko erreal aterako
)
4

5
ditugu: z= =0, x:i‘/; eta r=-— 3

Orain, funtzioaren hirugarren deribatua erabiliko dugu egiaztatzeko inflexio-puntuak direnetz:

f"(0) =0 denez, hurrengo deribatuak kalkulatu beharko ditugu:
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24z(152'2 — 13528 + 1012 — 5)
(1’4 + 1)5
120(21216 — 33622 4 5462° — 12021 4 1)
Vi — Vi) — .
fi(z)=- @1y eta fV(0)=—-120#£0 dira;
beraz, funtzioak inflexio-puntu bat dauka x =0 puntuan, 7.2. Teoremaren arabera.

f”’<4 5) :_12(</§)2(5(4 3)8—22(4 §)4+5> 12[( (7) —22§+5> )
’ (WHY (1)

12 —160 135
3 9
2

V()= fIV(0)=0 dira eta

122 —160 135
3 9

5 5
beraz, funtzioak inflexio-puntu bana dauka x = C/; eta z=—4 3 puntuetan, 7.2. Teore-

maren arabera (ikus irudia).

Y
B ‘
43 3
,ﬁ ;1 0 LW X
3
,,,,,,,,,, e

6. Kalkula itzazu f(z) = ze'/® funtzioaren mutur absolutuak eta erlatiboak [—2,2] tartean.

Ebazpena.

f(x) funtzioa ez dago definiturik = 0 puntuan; beraz, Dy =R—{0} da. Gainerako puntuetan
funtzioa jarraitua da, eta (—2,0)U(0,2) multzoan (infinitu aldiz) deribagarria da. Hortaz,
7.1., 7.2. eta 7.5. Teoremak erabil ditzakegu.

f(x) = (1_;) VT, ()= el et f(r) =Ll

dira.

1 1
flx)=0= (1 — ) e/* =0 = 1-——-=0= z=1, puntu kritiko bakarra.
x x

f"(1)=e>0 da. Hortaz, funtzioak minimo erlatibo bakar bat dauka x = 1 puntuan, eta
f(1) =e da minimo erlatiboa.
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Beste muturrak, absolutuak edo erlatiboak, funtzioa deribagarria ez den puntuetan edo [—2,2]
tartearen muturretan egon daitezke.

—2<x <0 denean, f'(x)>0 da; beraz, funtzioa gorakorra da; horrek esan nahi du [—2,0)

tartean funtzioaren balio txikiena x = —2 puntuan hartuko duela, eta minimo hori hau da:

f(=2) = —2e'/72 = —1,21; eta maximorik ez du, z = 0 puntuan ez delako existitzen. x =0

puntuan, funtzioaren ezker-limitea hau da:

lim f(z)= lim ze'/*=0-e">*=0-0=0.

z—0~ z—0~

0<xz <1 denean, f'(r)<0 da; beraz, funtzioa beherakorra da; horrek esan nahi du (0,1]

tartean funtzioaren maximorik ez dagoela, z = 0 puntuan ez delako existitzen; eta minimoa

x =1 puntuan hartuko duela: f(1) =e. z =0 puntuan, funtzioaren eskuin-limitea hau da:
el/m ) _1/1,261/17

lim f(z)= lim zeY* = lim = lim —2" " — lim Y% = +00.
$*>0+f( ) z—0t z—0* 1/$ z—0* —1/1)2 z—0t

Hortik ondoriozta dezakegu funtzioak ez duela maximo absoluturik izango [—2,2] tartean.

1<z <2 denean, f’(z)>0 da;beraz, funtzioa gorakorra da; horrek esan nahi du [1,2] tartean
funtzioaren balio txikiena z = 1 puntuan hartuko duela, f(1)=e; eta baliorik handiena x =2
puntuan hartuko du, f(2)=2e/? = 3,29.

Laburbilduz, minimo absolutua x = —2 puntuan du eta f(—2)=—1,21 da; minimo erlatiboa
x =1 puntuan du eta f(1)=e da.

Ez dago maximo erlatiborik, ez absoluturik (ikus irudia).

7. Kalkula itzazu f(x) =sin?z+cosz funtzioaren maximoak, minimoak eta inflexio-puntuak.
Ebazpena.

f(z)=sin?xz+4cosz funtzioa jarraitua eta (infinitu aldiz) deribagarria da R osoan; beraz, mutur
erlatibo guztiak eta inflexio-puntu guztiak bila ditzakegu funtzioaren deribatuak erabiliz.
f'(x) =2sinxzcosz —sinz = sinz(2cosx — 1),

2 2

1" (x) = cosxz(2cosx — 1) +sinx(—2sinz) = 2(cos® x —sin“ ) — cosx =
=2(cos?x — (1 —cos?z)) —cosz = 4cos’x —cosz —2 eta

" (xz) =8cosz(—sinz) +sinx =sinz(l —8cosz) dira.

Puntu kritikoak bilatuko ditugu:

f/(x) =0 izateko, bi aukera ditugu sinz =0 edo 2cosxz—1=0.
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1) sine=0= x=kn, k€Z izanik;

1 5
2) 2008$—1:O:>cosx:§:>x:g—|—2k7r edo x:?ﬂ—i—Qkﬂ', k €Z izanik.

Puntu kritikoen azterketa egiteko, aukera desberdinak aztertuko ditugu. Kalkuluak errazteko
asmoz, berdintza hau erabiliko dugu: coskr = (—1).

1) z=kr puntuak,
f"(km) =4cos?km —coskr —2=4((-=1)F)2 = (=1)F —2=4—(-1)F —2=2—-(-1)F >0, VkeZ;

beraz, funtzioak minimo erlatiboa du x = kn puntuetan, eta minimo erlatiboaren balioa k-ren
arabera aldatuko da:

f(km) =sin?kn +coskm =0+ (—=1)¥ = (=1)* da, k€ Z izanik.
2) z= T ok puntuak,

3
f”(ﬂ—i—Qk ) 4COSQ(W+2/€ ) cos(ﬂ+2k: ) 9 =4cos? T —cost —2 4(1)2 L 2
— T = — i — — i — = _— — = — _— =
3 3 3 3 3 2 2
1 1 1 -3
—4- - - _9=1—-—-_—92= .
173 > 2 <0 da;
beraz, puntu horietan funtzioak maximo erlatiboak ditu:
2
3 1 3 1 5
f(g—l—le) = sin? <§+2k‘7r)+cos (7;4—2]4:77) :sin2g+cosg: ({) +§:1+§: T
o7
x:?+2k‘7r puntuak,
5 5 5 5 5
1 (;T—i-Qkﬂ') = 4cos? (;T—&—Qlwr) — cos (;T—i-?kﬂ) -2 :4(3082?7r —COS?T(—Q =
\? 1 11 1 -3
=4(z) —2—2=4---—-2=1---2="""c0 da;
Q) 2 12 2 g =7 O

beraz, puntu horietan funtzioak maximo erlatiboak ditu:

2
— 1
f (5; —|—2k7r> = sin? (5; +2k7r> + cos (5; +2k7r) = sin? 5% +COS5?7T = <\/§> + 5=

3 1 5

1T
Inflexio-puntuak bilatzeko, bigarren deribatua zerorekin berdinduko dugu:

f"(z) =0 = 4cos?z —cosz —2=0 denez, cosz =t aldaketa egingo dugu.

1+y1+32 1+4/33
8 8
14+/33 1—+/33

3 >0 edo cosx= S

Lehenengo aukerak bi angelu emango dizkigu 0 eta 27 artean, a eta 2 —« (1. eta 4. koa-
dranteetan); bigarrenak beste bi emango dizkigu: f eta 27— (2. eta 3. koadranteetan) (ikus
irudia). Lau puntu motak funtzioaren hirugarren deribatuan ordezkatuko ditugu. Kalkuluak
sinplifikatzeko bi balio hauek erabiliko ditugu:

1433 , , 1+v33\>  [15-33
3 eta sina=sin(2r—a)=,|1— 2 — T;

2
cosB:cos(QW—ﬁ):l_;/ﬁ eta Sinﬂ:Sin(zﬂ_ﬂ):J1_<1_g/§> :\/W'

Hortaz, 4cos’z—cosz—2=0= 4t>—t—-2=0=t=

< 0.

Hortik, bi aukera ditugu: cosx =

cosa = cos(2m — ) =
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" (a+2km) = sin(a + 2km)(1 — 8cos(a + 2km)) = sina(1l — 8cosa) =

15—+/33 14++/33 15—+/33
:,/732 <1—8 2 )-—\/@ 5y 70

(27 — ) + 2k7) = sin((27 — ) + 2k7) (1 — 8 cos((2m — ) 4+ 2k7)) =

15—3;/@(1_81+§/§>__m 15—32\/5?&0

=sin(2m —a)(1 —8cos(2m — ) =

f"(B+2km) =sin(8+ 2kw)(1 — 8cos(f 4 2kn)) =sin (1 —8cosf) =

15+ /33 1—-+/33 15++/33
:,/732 <1—8 2 ):@ —gy 70

1727 — B) + 2k7) = sin((27 — 8) + 2k7)(1 — 8cos((2m — B) + 2kmw)) =

=sin(2r — B)(1 —8cos(2m — f)) = 15‘22\/§<1_81—g/@>:\/§ 154:;;/@#0

Hortaz, puntu horietan guztietan funtzioak inflexio-puntuak ditu.

Y
5
W /N
1
- -

0]

3. Funtzioen adierazpen grafikoa
8. f(x)=2|z| —2? funtzioa emanik,

8.1. azter itzazu jarraitutasuna eta deribagarritasuna horren definizio-eremuan.
8.2. Kalkula itzazu, existitzen badira, mutur erlatiboak eta absolutuak.

8.3. Irudika ezazu funtzioa [—i,i] tartean.

Ebazpena.

8.1. Definizio-eremua
Definizio-eremua R da, balio absolutua eta 22 polinomioa R osoan existitzen direlako.

Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna

Balio absolutu funtzioa eta z? polinomioa jarraituak direnez R osoan, f(z) funtzioa ere
jarraitua da R osoan.

Balio absolutua ez da deribagarria jatorrian, 6.7. Adibidean ikusi genuen bezala; beraz, de-
ribagarritasuna jatorrian aztertu beharko dugu. Horretarako, funtzioa bi zatitan banatuko
dugu, honela:
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8.2.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

2

f(x):{ —23:—352 , x <0,

20 —z2*, 0<z.

x # 0 puntuetan funtzioa deribagarria da, funtzio elementalen bidez definiturik dagoelako.
x = 0 puntuan ezker- eta eskuin-deribatuak kalkulatuko ditugu:

lim 7f($)_f(0) = lim M = lim (-2—2x)=—-2;

z—0— z—0 z—0— T 2—0—
_ 2r — x2) —
lim L@ SO Qema) =0 oo
z—0t xz—0 rz—0Tt X z—0t

beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 0 puntuan. Hortaz, deribatu funtzioa hau da:

/ _ —2—-2z, x<0,
f(x)—{ 22z, 0<ux.

Deribatu funtzioa deribagarria da bere definizio-eremuan: R —{0}.

Funtzioaren puntu kritikoak

Mutur erlatiboak existitzeko baldintza beharrezkoa f/(z) =0 izatea da, deribatua exis-
titzen den puntuetan. Hortaz, bi ekuazio izango ditugu: —2—2z=0 eta 2—2x=0.
Lehenengoaren soluzio bakarra x = —1 da, eta bigarrenaren soluzio bakarra x =1 da.
Hortaz, bi puntu kritiko ditugu.

Puntu kritikoen izaera determinatzeko, bigarren deribatua kalkulatuko dugu. Orain, zu-
zenean egingo dugu, ez dagoelako arazorik:

f//(x):{ _27 $<0,

-2, 0<u=m.

Hortik, f”’(-1)=-2<0 eta f”(1)=-2<0 dira eta, 7.2. Teoremaren arabera, x = —1
eta x =1 puntuetan funtzioak maximo erlatiboak izango ditu: f(—1)=1 eta f(1)=1.

Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

Aztertzeke dagoen puntu bakarra x = 0 da, bertan funtzioa ez delako deribagarria.
“1<zr<0=0<-2r<2= —2<-2-22<0= f'(2) <0 da;

beraz, funtzioa beherakorra da (—1,0) tartean.

0<zr<l= -2<-22<0=0<2-22<2= f'(z)>0 da;

beraz, funtzioa gorakorra da (0,1) tartean.

Hortik ondorioztatzen dugu x = 0 puntuan funtzioak minimo erlatibo bat duela, f(0)=0.

) 5) 1
—Z<1:<—1:>2<—2:c<§:>0<—2—2a:<§:>f’(x)>0 da;

5
beraz, funtzioa gorakorra da <—4,—1) tartean.

) ) 1
1<w<1:>—§<—2x<—2:>—§<2—2x<0:>f’(x)<0 da;

beraz, funtzioa beherakorra da (1, i) tartean.

5 5 5 (5\* 5 25 15
Kontuan izango dugu f (—4) =f (4) =2- 1 (4) =37 16" 16 <1 direla.
. . DY N ; — L — )= —
Bestalde, xll}r_noof(:v) = xll}r_noo( 2r —x°) oo eta mlggof(:c) Jj11_>1r¥>1o(2:c x) 00

dira; beraz, funtzioak ez du minimo absoluturik.

Hortik ere ondorioztatzen dugu funtzioaren maximo absolutua f(—1)= f(1)=1 dela.
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Laburbilduz, beraz, funtzioak maximo erlatiboa eta absolutua ditu z = —1 eta z =1
puntuetan eta maximoa f(—1)= f(1)=1 da. Bestalde, funtzioak minimo absolutua eta
erlatiboa du = 0 puntuan eta minimoa f(0) =0 da (ikus irudia).

8.3. Funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

f"(xz) <0 da beti; beraz, funtzioa ganbila da 2z = 0 puntuaren bi aldeetan, eta ez dauka
inflexio-punturik.

N R e T P

9. 9.1. Azter itzazu f(z)=|sin(x+1)| funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna.
9.2. Ba al daude mutur absolutuak [—2,2] tartean? Arrazoi ezazu erantzuna.
9.3. Baiezkoan, zeintzuk dira horien balioak? Kalkula itzazu funtzioaren mutur guztiak.

Ebazpena.

9.1. Definizio-eremua

f(z) funtzioaren definizio-eremua R osoa da, z+1 eta sinz funtzio elementalak eta
|x| funtzioa R osoan daudelako definiturik.

Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna

x+1 eta sinz funtzio elementalak eta |x| funtzioak jarraituak dira R osoan, ikus
5.31. Adibidea; beraz, f(z) ere jarraitua da R osoan.

x+1 eta sinz funtzio elementalak deribagarriak dira R osoan; eta |z| funtzioa deriba-
garria da Vx # 0, ikus 6.7. Adibidea; beraz, f(z) ere deribagarria da Vz / sin(z+1) #0.
sinfr+1)=0= z+1=kr = z=kn—1, k€Z. Sinu funtzioaren periodikotasuna

kontuan hartuz, nahikoa da horietako puntu bat aztertzea, adibidez, x = —1 puntua.
lim flz)—f(=1) — lim |sin(z+1)]—0 — lim —sin(z+1) _

z——1- = —(-1) z——1- r+1 a——-1-  x+1
lim flz)—f(-1) _ |sin(z+1)|—0 — lim sin(z+1) 1

z——1t x—(—1) z——1+ r+1 a——1+ x+1

desberdinak direnez, funtzioa ez da deribagarria puntu horietan guztietan.

9.2. Weierstrassen teoremak dio funtzio bat jarraitua bada tarte itxi batean, bertan maximoa
eta minimoa hartzen dituela.

Gure funtzioa jarraitua da [—2,2] tartean; beraz, maximoa eta minimoa lortuko ditu
bertan.

9.3. Funtzioaren puntu kritikoak

Muturrak egon daitezke edo tartearen muturretan, edo funtzioa etena edo ez-deribagarria
den puntuetan edo f’(z) =0 betetzen duten puntuetan.

Tartearen muturrak z = —2 eta x = 2 dira; funtzioa jarraitua da tarte osoan; eta ez da
deribagarria x = —1 puntuan.
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10.10.1.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

_ g _9< _ _ _ _
f(a:):{ sin(z+1), —2<z<-—1, ot f’(x):{ cos(zr+1), —2<x<—1, dira.

sin(z+1), —-1<z<2, cos(z+1), —-1l<z<2,

f'(x) =0 izateko, edo —cos(z+1)=0 edo cos(z+1)=0 bete daiteke. Hortik,

x+1:g edo :c+1:77r aterako dira, hau da, x:g—l edo mz%—l; azken

balioa ez dago tartean; beraz, baztertuko dugu.

Puntu kritikoaren izaera determinatzeko, funtzioaren bigarren deribatua erabiliko dugu:

woon ) osin(z+1) —-2<zr<-1
f(m)_{—sin(x—i—l) “l<zx<2 °

1 (72r - 1) = —sin g —141)= —sing =—1<0 da; beraz, funtzioak maximo erlatiboa
izango du x = g—l puntuan, f(;r—l) = |sin (g—l—i-l)’ = sin% =1.

Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

2<zr<-1= -1<z+1<0= —cos(z+1)<0 = f'(z) <0 da;

beraz, funtzioa beherakorra da (—2,—1) tartean.

—1<x<g—1 = 0<z+1< g = cos(z+1)>0 = f'(z) >0 da;

beraz, funtzioa gorakorra da <—1, g — 1) tartean.

g—1<x<2:> g<x+1<3:>cos(x+1)<0:> f(z) <0 da;

beraz, funtzioa beherakorra da (;r —1, 2> tartean.

Hortik ondorioztatzen dugu funtzioak minimo erlatibo bat izango duela x = —1 puntuan,

eta f(—1)=sin(—1+1)=sin0=0 da; beraz, minimo absolutua ere bada, funtzioa ez
delako inoiz negatiboa.

Kalkula ditzagun funtzioaren balioak x = —2 eta x = 2 puntuetan:
f(—2) = —sin(—2+1) = —sin(—1) = 0,84147; beraz, ez da mutur absolutua.
f(2) =sin(2+1) =sin3 =0,14112; beraz, ez da mutur absolutua.

Aurreko guztia laburbilduz (ikus irudia),

funtzioak minimo absolutua eta erlatiboa du
x =—1 puntuan eta f(—1)=0 da.

Funtzioak maximo absolutua eta erlatiboa du

x:g—lpuntuaneta f g—l =1 da.

Aszter itzazu f(z) = 2z +3V/z2 funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna eta
kalkula ezazu f’(x) deribatu funtzioa.

10.2. Kalkula itzazu f(z) funtzioaren muturrak, absolutuak eta erlatiboak, [—2,1] tartean.
10.3. Irudika ezazu funtzioa, x — oo eta x — —oo limiteak kalkulatuz.

Ebazpena.

10.1. Definizio-eremua

Definizio-eremua R osoa da, funtzio elementalen arteko eragiketa delako eta eragiketa ho-
riek ez dutelako arazorik R osoan.
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10.2.

10.3.

Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna
Funtzio jarraitua da R osoan, funtzio elementalen arteko eragiketa delako.
Arrazoi beragatik esan genezake funtzioa deribagarria dela. Baina, horren deribatua kal-

2
1B =24

2
kulatzen dugunean, f'(z)=2+ 33 ?, ikus dezakegu deribatua ez dagoela
T

definituta x = 0 puntuan.
Hortaz, x = 0 puntuko deribatua definizioaren bidez kalkulatuko dugu:

_ 2
lim M — lim 2z +3vVa”—0 — lim <2+3) = +oo;
x z—0 Jr

x—0 x—0 x—0
beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 0 puntuan.

Deribatu funtzioa honela geratzen da: f'(z) =2+ x#0 izanik.

2
Ve
Funtzioaren puntu kritikoak
Funtzioa jarraitua denez [—2,1] tartean, mutur absolutuak existitzen dira.

Funtzioa deribagarria da (—2,0) eta (0,1) tarteetan; tarte horietan mutur erlatiboak bi-
latzeko f’(z) =0 ekuazioa ebatziko dugu.

2 1
Vo #£0 f’(x)=2+3—\/5:() = Tﬁ:_l — JYx=-1= z=-1, puntu kritiko
bakarra da.
—2 -2

-2

") = —— da, Vo #0; f’(-1)=—==— <0 denez, funtzioak maximo erlatibo
PO = AT

bat dauka x = —1 puntuan, eta f(—1)=-24+3=1 da.

Mutur gehiago bilatu nahi baditugu, x = —2,0,1 puntuak aztertu beharko ditugu.

Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

x € (—2,—1) denean, f’(x)>0 da; beraz, funtzioa gorakorra da. Hortaz, minimoa
r = —2 puntuan dago eta f(—2)=—4+3/4=0,7622 da, eta maximoa x = —1 puntuan
eta f(—1)=-24+3=1 da.

xz € (—1,0) denean, f'(x) <0 da; beraz, funtzioa beherakorra da. Hortaz, minimoa
x =0 puntuan dago eta f(0)=0 da, eta maximoa x = —1 puntuan eta f(—1)=1 da.

x € (0,1) denean, f'(x)>0 da; beraz, funtzioa gorakorra da. Hortaz, minimoa x =0
puntuan dago eta f(0) =0 da, eta maximoa x =1 puntuan dago eta f(1)=24+3=5
da.

Ondorioz, [—2,1] tarteko maximo erlatibo bakarra x = —1 puntuan dago eta f(—1)=1
da. Minimo erlatibo eta absolutu bakarra = = 0 puntuan dago eta f(0) =0 da; eta
maximo absolutua z =1 puntuan dago eta f(1) =5 da (ikus irudia).

Funtzioaren inflexio-puntuak eta funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

—2
["(x) = —5—= <0 da, Vx#0; beraz, funtzioa ganbila da beti, eta ez du inflexio-
3Vt

punturik.
Bukatzeko, Y

lim f(z)= lim (2z+3V22) =400 da eta
r—r—+00 r—r—+00

. _ . 3/ 2\ __
. 3 o 2 a0 1 X
= mgr_noox <2+ %) = —o00 da.
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11. Azter itzazu f(x) funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna. Kalkula itzazu funtzioaren
muturrak. Irudika ezazu funtzioa, horren ezaugarriak aipatuz.

—zt—423, <0,
f(:E) = 0, x =0,
zv/3—2x, 0<uz.

Ebazpena.

1. Definizio-eremua

f(z) funtzioaren definizio-eremua (—o00,3] da, /3—z erroa 3 edo balio txikiagoetarako
baino ez delako existitzen.

2. Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna
Vx#0,3 funtzioa jarraitua da eta x =3 puntuan funtzioa ezker-jarraitua da eta YV #£0,3
deribagarria da, funtzio elementalez osatuta dagoelako.

x =0 puntuaren ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta
eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu.

lim f(z)= lim (—z*—42%) =0 eta lim f(z)= lim 2v3 -2 =0 dira;
z—0~ z—0~ z—07t xz—07t
f(07)=f(0")= f(0)=0 direnez, funtzioa jarraitua da x =0 puntuan.

Orain, funtzioaren deribagarritasuna aztertuko dugu xz = 0 puntuan. Deribagarritasuna
aztertzeko, ezker- eta eskuin-deribatuak kalkulatuko ditugu:
f(x)—f(0) —xt — 423 -0

lim = lim ————— = lim (—2® —42?) = 0;
z—0~ z—0 z—0~ x z—0~

fim LSOy aV3m 20 s,
z—07t z—0 z—07F x xz—07t

beraz, funtzioa ez da deribagarria x = 0 puntuan.
—42® —1222, <0,

Laburbilduz, deribatu funtzioa hau da: f'(x) = 6_ 32

23—z’

0<x<3.

3. Funtzioaren puntu kritikoak
Mutur erlatiboak egon daitezke edo =0 puntuan edo f’(z) =0 betetzen duten pun-
tuetan.
f'(x) =0 izateko, bi aukera daude:
1) —42%-1222=0=2=0 edo —4r—12=0 = 2 = —3; baina, 2 = 0 puntua ezin
dugu onartu, funtzioaren deribatua ez delako bertan existitzen.

6 —3x
2) ——=0=6-3z=0=z=2.
) 23—z v v
Hortaz, bi puntu kritiko daude: x = —3 eta x = 2. Horien izaera determinatzeko, funtzioa-

ren bigarren deribatua erabiliko dugu:
—1222 - 24z, <0,

(@) = 3z —12 da.
——, <z <3,
4(3—x)v/3—x v

Beraz, f"(—3)=-1084+72=-36<0 da; ondorioz, x = —3 puntuan funtzioak maximo

erlatibo bat du, eta f(—3) =—-814+108 =27 da.

6—12 —6
Bestalde, [f"(2) = 1111 < 0 da; ondorioz, x = 2 puntuan funtzioak maximo

1-
erlatibo bat du, eta f(2)=2v/3-2=2 da.
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4. Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

x = 0 puntua aztertzeko, deribatuaren zeinua aztertuko dugu puntuaren ezkerrean eta
eskuinean.

—3<r<0= 4231222 = —42%(z+3) <0 = f'(z) <0;
beraz, f(x) beherakorra da (—3,0) tartean;
0<r<2=6-3x=32—-2)>0= f'(z)>0;

beraz, f(x) gorakorra da (0,2) tartean;

Ondorioz, f(z) funtzioak minimo erlatibo bat du = 0 puntuan, eta f(0)=0 da.
r<—3 = —42%(x+3) >0 = f'(r) >0; beraz, f(x) gorakorra da (—oo,—3) tartean;
2<r<3=3(2—2)<0= f'() <0; beraz, f(x) beherakorra da (2,3) tartean.

Laburbilduz, funtzioa gorakorra da (—oo,—3) eta (0,2) tarteetan, eta beherakorra (—3,0)
eta (2,3) tarteetan.

5. Funtzioaren inflexio-puntuak
Inflexio-puntuak egon daitezke edo x = 0 puntuan edo f”(x) =0 betetzen duten pun-
tuetan. f”(z) =0 izateko, bi aukera daude:
1) —122%2 242 =—122(z+2)=0=2=0 edo 2+2=0= z=—-2da; baina, z=0
puntua ezin dugu onartu, funtzioaren bigarren deribatua ez delako bertan existitzen.

3z —12
2) TS 0= 3r-12=0= 1= 4; baina balio hori definizio-eremutik
4(3—x)v/3—x
kanpo dago.

x = 0 puntua 7.1. ataleko oharrean baztertu dugun kasua da; beraz, ez dugu inflexio-
puntutzat hartuko.

Hortaz, x = —2 puntuan baino ezin du funtzioak inflexio-puntua izan. Hori ikusteko,
bigarren deribatuaren zeinua aztertuko dugu.

6. Funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna
r<—-2= —12z(z+2) <0 = f"(x) <0; beraz, f(z) ganbila da (—o00,—2) tartean;
—2<1<0= —12z(z+2) >0 = f"(x) >0; beraz, f(z) ahurra da (—2,0) tartean.

0<z<3=32—-12<0 = f"(z) <0; beraz, f(z) ganbila da (0,3) tartean.

Hortaz, x = —2 puntuan funtzioak inflexio-puntu bat du, N Y,
f(=2)=-16+32=16 izanik.

Laburbilduz, funtzioa ganbila da (—oo,—2) eta (0,3) tartee-
tan, eta ahurra (—2,0) tartean (ikus irudia).

7. Funtzioaren asintotak . 0 3 X

Funtzioa jarraitua denez, ez du asintota bertikalik.

lim (—z'—42%)= -0 eta
Tr—r—00
4 3
—zt—4
m= lim M: lim o lim (—:U3—4x2):—|—oo
T——00 I T——00 T T——00

direnez, funtzioak ez du asintota horizontalik, ez zeiharrik 40

—oo aldera.
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12. Izan bitez f(x) funtzioa eta horren grafikoa:

—2xe®, <0,
151
1
flz) = o O<z<l, 10
2 051
T
z? L < /\
2’ o ‘ ‘ s s ‘ ‘ s
-5 -4 -3 2 - 1 2

Arrazoi ezazu funtzioaren grafikoa horren ezaugarriak aipatuz: ebaki-puntuak ardatzekin, ja-
rraitutasuna eta deribagarritasuna, monotonia, mutur erlatiboak eta absolutuak, ahurtasuna
eta ganbiltasuna, inflexio-puntuak, asintotak.

Ebazpena.

1. Definizio-eremua
f(x) funtzioaren definizio-eremua R osoa da.
Ebaki-puntuak bilatzeko, f(0) eta f(z) =0 aztertu behar ditugu.
f(0)=0 da.

1 2
f(z) =0 izateko, edo —2ze®* =0, edo — =0, edo % =0 aukerak ditugu.

Lehenengotik, x = 0 ateratzen da; bigarrena ezinezkoa da; eta hirugarrena z = 0 denean
betetzen da, baina 1 < x bete behar denez, baztertu behar dugu.
Ondorioz, ardatzekiko ebaki-puntu bakarra jatorria da.

2. Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna
Irudiak esaten digu funtzioa ez dela jarraitua jatorrian, eta x =1 puntuan jarraitua dela.
Gainerakoetan ez da arazorik ikusten jarraitua izateko.
x = 0 puntuaren ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta
eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu.

1
lim f(z)= lim —2xe®* =0 eta lim f(x)= lim — = +4oc dira;
z—0~ f( ) z—0~ z—0t f( ) z—0t 2

f(07)=f(0) =0 direnez, funtzioa ezker-jarraitua da x =0 puntuan.

x =1 puntuan ere ezker- eta eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu.
2

1 1 T 1
li = lim —=_- eta i = lim — = - dira;
10 =l g =g e lip S0 = i =g dim

1
fa)=fatH)=r01)= 3 direnez, funtzioa jarraitua da z =1 puntuan.

Irudiak esaten digu funtzioa ez dela deribagarria x = 0 puntuan, ez delako jarraitua. Eta
x =1 puntuan funtzioak erpin bat duela erakusten digu. Gainerako puntuetan ez da
arazorik ikusten deribagarria ez izateko.

x =1 puntua aztertzeko, ezker- eta eskuin-deribatuak kalkulatuko ditugu:

11
lim 7][(%)_]&(0) = lim 222 — Jim i :_—1'
a1 x—1 es1- =1  a251-2(x-1) 27
2 1
lim M: lim T3 — lim ﬁ: im L—Hzl.
z—1+ r—1 z—1+ x—1 r—1+ 2(.’17—1) 1t 2 ’

beraz, funtzioa ez da deribagarria = 1 puntuan.

—2(1+x)e*, =<0,
1
_ﬁ’ 0<.T<1,

x, 1 <.

Laburbilduz, deribatu funtzioa hau da: f'(z) =
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3. Funtzioaren puntu kritikoak

Irudian ikus dezakegu funtzioak maximo erlatibo bat eta bi minimo erlatibo dituela, x = —1
eta r =0 eta z = 1 puntuetan, hurrenez hurren. Puntu kritikoa izan daitekeen bakarra
x = —1 puntua da, bertan deribatua existitzen delako.

—2(2+x)e*, =<0,
1

Funtzioaren bigarren deribatua hau da: f”(x) = — 0<z<1,
x
1, 1<
x = —1 puntuan funtzioa deribagarria da eta f'(—1)=0 dela egiazta daiteke; horrez

-2
gain, f"(—1)=-2(2—1)e’! = —= <0 da; irudiak erakusten duen bezala, funtzioak
e

2
maximo erlatibo bat du z = —1 puntuan, eta f(—1)=- da.
e

x = 0 puntuan funtzioa ez da deribagarria; baina, puntuaren ingurune batean funtzioak
hartzen duen baliorik txikiena f(0) =0 da, ezkerrean eta eskuinean funtzioa positiboa

1
delako, 2z <0 denean, f(z)= —2ze* >0 eta, 0<z denean, f(z)= By >0

x
direlako. Hortaz, funtzioak minimo erlatiboa du bertan.

x =1 puntuan funtzioa ez da deribagarria; baina, puntuaren ezkerraldean funtzioa behera-

1
korra da eta eskuinaldean gorakorra da, f'(z)= ~5.2 <0 eta f'(r)=2>0 direlako.
x

Hortaz, funtzioak minimo erlatiboa du bertan eta f(1) = 3 da.

4. Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

Irudiak erakusten digu funtzioa gorakorra dela (—oo,—1) eta (1,00) tarteetan. Eta hala
da, lehenengoan, x < —1 denean, z+1<0 eta f'(z)=-2(1+z)e” >0 direlako eta
bigarrenean, 1<z denean, f'(z)=x>0 delako.

Bestalde, irudian ikusten denez, funtzioa beherakorra da (—1,0) eta (0,1) tarteetan. Hori
ere egia da, lehenengoan, —1 <z <0 denean, z+1>0 eta f'(z)=-2(1+x)e*<0

direlako eta bigarrenean, 0 <z denean, f/(z)= ~9.2 <0 delako.
x

5. Funtzioaren inflexio-puntuak

Irudiak erakusten du x = —1 puntuaren ezkerraldean egon daitekeela inflexio-puntu bat.
Bestalde, = 0 puntua funtzioaren lehen mailako etenunea da eta, beraz, ez da kontuan
hartzen inflexio-puntua izateko aukera.

f"(x) =0 egiten badugu, —2(2+z)e® =0 da bete daitekeen aukera bakarra; esan
bezala, x = —1 puntuaren ezkerraldean. Ekuazio horretatik x = —2 aterako dugu.

6. Funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

Badirudi funtzioa ahurra dela —oo aldera eta (0,00) tartean; ordea, jatorriaren ezkerral-
dean funtzioa ganbila dela dirudi. Egiazta dezagun.

r<-2=124+2<0= —-2(2+2)e* >0 = f"’(x) >0 da; beraz, f(z) ahurra da
(—00,—2) tartean;

2<r<0=0<24+2= —22+2)e" <0 = f"(x) <0 da; beraz, f(x) ganbila da
(—2,0) tartean;

1

0<r<l= —5>0= f"(r)>0 da; beraz, f(z) ahurra da (0,1) tartean;
x

l<z = f"’(x)=1>0 da; beraz, f(z) ahurra da (1,00) tartean.

Ondorioz, f(z) funtzioak inflexio-puntu bat du z = —2 puntuan, eta f(—2)=— da.
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7. Funtzioaren asintotak

Irudiak erakusten digu funtzioak asintota bertikal eta horizontal bana dituela, x = 0 pun-
tuan eta —oo aldean, hurrenez hurren.

Funtzioa etena da x = 0 puntuan; eta puntuaren eskuinaldean limite hau dugu:

1
lim f(x)= lim — =+o00; beraz, x =0 zuzena kurbaren asintota bertikala da.
x—0T z—0t 2T

—2x 2
Bestalde, lim —2ze® = lim = lim — =0 da;
T—>—00 z——oo e~ T r——oco e ¥
beraz, y =0 =zuzena funtzioaren asintota horizontala da —oo aldean.
2

Eta zh_}rgo 5= oo denez, funtzioak ez du asintota horizontalik +oc aldean.
Bukatzeko,
. f(2) . % T . . o
m= lim —— = lim = = lim — =400 denez, funtzioak ez du asintota zeiharrik.
=00 T—00 I T—00 2

13. Azter ezazu f(x) = 2?Inz funtzioa: definizio-eremua, jarraitutasuna eta deribagarritasu-
na; f’(x) deribatu funtzioa; f(z) funtzioaren mutur erlatiboak eta absolutuak; gorakortasun-
eta beherakortasun-tarteak; ahurtasun- eta ganbiltasun-tarteak; inflexio-puntuak; asintotak;
irudia.

Ebazpena.

1.

Definizio-eremua
f(x) funtzioaren definizio-eremua Dy = (0,00) da, logaritmo nepertarra zenbaki positi-
boetarako baino ez dagoelako definiturik.

. Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna

Definizio-eremuan jarraitua eta (infinitu aldiz) deribagarria da, funtzio elemental jarrai-
tuen eta (infinitu aldiz) deribagarrien arteko biderkadura delako.
Lehenengo hiru deribatuak hauek dira:
2
f(x)=z2lnz+1), f'(x)=2Inz+3 eta ["(z)=—.
x

. Funtzioaren puntu kritikoak

Puntu kritikoak f'(z) =z(2lnz+1) =0 ekuaziotik aterako ditugu: z =0 eta z = e~ /2,
x = 0 baztertu behar da, ez dagoelako definizio-eremuan.

-1
z=e /2 puntuan, f"(z)=2lne /243 = 27 +3=2>0 denez funtzioak minimo
-1 -1
erlatibo bat izango du bertan, eta f(e='/2) = (e~1/2)2lne~ /2 = 6*17 =5 da.
e
Ez dago mutur erlatibo gehiagorik, funtzioa jarraitua eta deribagarria delako definizio-
eremu 0soan.

. Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

2

-1
ﬂj‘<€_1/2:>h'lﬂf<].n€_1/ :7:21nx<—1:>21n:13+1<():>

— f'(z)=2z(2lnz+1) <0 da, eta funtzioa beherakorra da (0,e~/?) tartean.

1/2

r>e denean, f'(z) positiboa da, eta funtzioa gorakorra da (e~1/2,00) tartean.

. Funtzioaren inflexio-puntuak

Funtzioa definizio-eremuan infinitu aldiz deribagarria denez, inflexio-puntu bakarrak
f"(z) =0 ekuaziotik aterako dira.

f"(x)=2Inz+3=0 ekuaziotik z=e 32 soluzio bakarra lortuko dugu.
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6. Funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

< ed? = Inz <lne?? = %3 = 2lnz < -3 = f"’(z) =2lnz+3 <0 da eta

funtzioa ganbila da (0,e=3/2) tartean (ikus irudia).

x>e 32 denean, f”(x) positiboa da, eta funtzioa ahurra da (e=3/2,00) tartean.
-3
Hortaz, funtzioak inflexio-puntu bat du z = e~%/2 puntuan, eta f(e_s/z) = 5.3 da.
e
7. Funtzioaren asintotak Y
Etenunerik ez dagoenez, ez dago asintota bertikalik. 24
h_)rn z?Inz =00 denez, ez dago asintota horizontalik.
xX oo
Bestalde,
2
T r‘lnx
m = lim M = lim = lim zlnzx =00 denez,
r—00 T—00 €T T—00
funtzioak ez du asintota zeiharrik oo aldera.
Azkenik,
Inx 1/x —z3

lim 2°lnz = lim 5 = imL: im — = 1 1
2—0+ a—0t /22 am0t —2/23  asot 2z — —

2 0| V& V7
= lim — =0 da. ) !

z—0t 2 Se | ! X

14. Azter itzazu f(x) funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna. Kalkula itzazu funtzioaren
muturrak. Irudika ezazu funtzioa, horren ezaugarriak aipatuz.

5—ax%—2zx, x<-2,
flz)= 241, —2<x <1,
4—2e L 1 <.

Ebazpena.

1. Definizio-eremua

f(x) funtzioaren definizio-eremua R osoa da, definizioaren eskuinaldeko baldintzek R osoa
hartzen dutelako.

2. Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna

Vo # —2,1 funtzioa jarraitua eta deribagarria da, funtzio elementalez osatuta dagoelako.

x = —2 puntuaren ezkerraldean eta eskuinaldean funtzio desberdinak daudenez, ezker- eta
eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu:

lim f(z)= lim 5—2?>—22x=5 eta lim f(z)= lim 2°4+1=5 dira;

T——2" T——2" z——2F z——2%1
f(=27)=f(-2%)= f(-2)=5 direnez, funtzioa jarraitua da z = —2 puntuan.
x =1 puntuan ere ezker- eta eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu:

lim f(z)= lim 2°4+1=2 eta lim f(z)= lim 4—2¢ "' =2 dira;
Tz—1- z—1- z—1t rz—1t

f(17)=f(1")=f(1) =2 direnez, funtzioa jarraitua da z =1 puntuan.

Orain, funtzioaren deribagarritasuna aztertuko dugu. Deribagarritasuna aztertzeko, ezker-
eta eskuin-deribatuak kalkulatuko ditugu.
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T = —2 puntuan:
- f(-2 —z2 -2z — - 2
r——2" X — (—2) r——2" T+ 2 r—>—2" T+ 2 r——2"
(= 2 _ _
lim M: lim L”: lim w: lim z—2=—4;
z——2t x—(—2) z——2t T+2 a——2+ r+2 z——2+
desberdinak direnez, funtzioa ez da deribagarria x = —2 puntuan.

z =1 puntuan:

- f@1 241-2 D(x—1
lim M: lim rrl-2 lim M: lim z4+1=2;
r—1— r—1 r—1— r—1 r—1— r—1 r—1—

_ 1 4-—9 —x+1_2 21 — —x+1 2 —x+1
g @S gy A2 =2 2T g 2T
z—1+ r—1 z—1t r—1 r—1+ r—1 z—1+ 1

berdinak direnez, funtzioa deribagarria da x =1 puntuan, eta f/(1)=2 da.

—2r—-2, <=2,
Laburbilduz, deribatu funtzioa honela geratuko da: f/(z) = 2z, —2<z <],
2e vt 1< q.

. Funtzioaren puntu kritikoak

Muturrak egon daitezke edo f’(x) =0 betetzen duten puntuetan edo x = —2 puntuan.
f(x) =0 izateko, hiru aukera daude:
1) —2x—2=0= x=1; ez du balio, ez dagoelako tarte horretan.
2) 2r=0= z=0.
3) 2e72tl =0, ezinezkoa da.
Hortaz, puntu kritiko bakarra dago: = = 0.
-2, T < =2,

Funtzioaren bigarren deribatua hau da: f”(x) = 2, —2<r<l,

—2e7 1<,

Puntu kritikoa ordezkatuz, f”(0)=2>0 da; ondorioz, funtzioak x =0 puntuan minimo
erlatibo bat du, eta f(0)=1 da.

. Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

x = —2 puntua aztertzeko, funtzioaren joerak aztertuko ditugu ezkerretik eta eskuinetik.

r<—-2= —2r>4=— —2x—-2>2>0= f'(z) >0 da; beraz, f(z) gorakorra da
(—00,—2) tartean;

—2<x<0=22<0= f'(x) <0 da; beraz, f(z) beherakorra da (—2,0) tartean.
Ondorioz, f(z) funtzioak maximo erlatibo bat du = —2 puntuan, eta f(—2)=5 da.

0<x<1=2x>0= f(x) >0 da; beraz, f(z) gorakorra da (0,1) tartean;
1<z = 2" >0= f'(z) >0 da; beraz, f(x) gorakorra da (1,00) tartean.

Laburbilduz, funtzioa gorakorra da (—oo,—2) eta (0,00) tarteetan eta beherakorra da
(—2,0) tartean.

. Funtzioaren inflexio-puntuak eta funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

f"(x) =0 ekuazioak ez du soluziorik. Hortaz, inflexio-puntu izan daitezkeen puntu baka-
rrak x = —2 eta x = 1 puntuak dira, bietan ez delako bigarren deribatua existitzen (z =1
puntuaren kasua egiaztatu gabe dago). Beraz, puntu horien azterketa berezia egin behar-
ko dugu.



Funtzioen analisi lokala 195

r<—2= f"(x)=-2<0 da; beraz, f(z) ganbila da (—oo,—2) tartean;
—2<zr<1l= f"(x)=2>0 da; beraz, f(z) ahurra da (—2,1) tartean;
l<x = -2 <0 = f"(x) <0 da; beraz, f(z) ganbila da (1,00) tartean.

Laburbilduz, funtzioa ganbila da (—o0,—2) eta (1,00) tarteetan eta ahurra da (—2,1)
tartean.

x=—2 puntua 7.1. ataleko oharrean baztertu dugun kasua da; beraz, ez dugu inflexio-
puntutzat hartuko.

Ondorioz, f(z) funtzioak inflexio-puntu bat du z =1 puntuan.

6. Funtzioaren asintotak

Funtzioa jarraitua denez R osoan, ez du asintota bertikalik (ikus irudia).

Em (5—12%—2z) = —oc0 da, eta ez du asintota horizontalik —oco
x —0oQ
aldean.
h_)m (4—2e ") =4 da; beraz, y = 4 zuzena funtzioaren asintota horizontala da +oo
Tr— 00
aldean.
5—a%—2 —2x—2
Bestalde, m = lim M — lim 2= "% gy ZETE 400 denez, funtzioak
T——00 I T——00 x T—>—00 1

ez du asintota zeiharrik —oo aldera.

15. Azter ezazu f(z)= ~ % funtzioa.
x?—1

Ebazpena.

1. Definizio-eremua

Funtzioa ez dago definiturik izendatzailea 0 denean edo errokizuna negatiboa denean:

D Va2—1=0=22-1=0 = z=+1.

2) 12 -1<0=22<1 = |2| <1

Ondorioz, definizio-eremua Dy =R—[-1,1] da.

(_ :L‘)2 _ :UQ
V=1 Va1
tzen delako. Arrazoi hori erabil daiteke esateko OX ardatzerdi positiboan gertatzen dena
simetriaz gertatzen dela OX ardatzerdi negatiboan.

Funtzioa simetrikoa da OY ardatzarekiko, f(—z)=

= f(x) bete-

2. Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna
Definizio-eremuan, funtzioa jarraitua eta (infinitu aldiz) deribagarria da, funtzio elemen-
talen konposizioa delako eta izendatzailea ez delako bertan anulatzen.
23— 2z r(z? —2)
(22— 1)3/2 - (z2—1)3/2"

Horren deribatu funtzioa hau da:  f/(z) =
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3. Funtzioaren puntu kritikoak

Mutur erlatiboak bilatzeko, puntu kritikoak bilatuko ditugu, definizio-eremuan ez dagoe-
lako puntu berezirik. Horiek f’(z) =0 ekuaziotik aterako ditugu:
3
z° —2x

WZO:ZES_QI‘:OZI:O edo 952_2:0:>a:::|:ﬂ

Baina, z = 0 puntua baztertu behar dugu, ez dagoelako definizio-eremuan.
2
" oz +2
f (x) - ($2 _ 1)5/2'

Orain, funtzioaren bigarren deribatua erabiliko dugu:

242
f"(V2) = m =4>0 da; beraz, funtzioak minimo erlatibo bat du z = /2 puntuan,
2
eta f(v2)=———==2 da.
2—1
" 2 + 2 . o . .
f"(—V2) = m =4>0 da; beraz, funtzioak minimo erlatibo bat du = = —v/2

2
puntuan, eta f(—v2) = —=—— =2 da.
v2—-1

. Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna

r < —2 denean, 2?2>2 = 22-2>0 = 2(22-2) <0 = f/(z) <0 da; beraz,
funtzioa beherakorra da (—oo0,—+/2) tartean.

—V2<x<—1denean, 2?2<2= 22-2<0= 2(22-2)>0= f'(z) >0 da; beraz,
funtzioa gorakorra da (—v/2,—1) tartean.

1<z <v2denean, 22<2 = 22-2<0= 2(2?2-2)<0= f'(r) <0 da; beraz,
funtzioa beherakorra da (1,+/2) tartean.

V2 <z denean, 22>2 = 22-2>0= 2(22-2)>0 = f'(z) >0 da; beraz, funtzioa
gorakorra da (v/2,00) tartean.

. Funtzioaren inflexio-puntuak eta funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

f"(z) ez da inon anulatzen, eta kasu guztietan positiboa da; beraz, funtzioa ahurra da
(—00,—1) eta (1,00) tarteetan.

Ondorioz, ez dago inflexio-punturik (ikus irudia).

. Funtzioaren asintotak

x = —1 eta x =1 puntuetan ezker- eta eskuin-limiteak kalkulatuko ditugu, hurrenez hurren.
z? x?
i o= M g mco b S0l o o di
beraz, r = —1 eta x = 1 zuzenak funtzioaren asintota bertikalak dira.
x? x?
Bestalde, mli}r_noof(:c) = xli}r_nooﬁ =400 eta lim f(z)= xlg]goﬁ = +00

dira; beraz, funtzioak ez du asintota horizontalik.

Azkenik, asintota zeiharrak bilatuko ditugu:

72

m= lim @— im Y=L — lim —2 _ —1 da
=400 I T—4o00 =400 /2 — 1

: : a?
Eta b= xll}rfoo(f(:x) —x)= mll)l}_loo (m - x) =0 da.

Bi limite horiek 5. gaiko 19. Ariketa ebatzian kalkulatu genituen.
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Hortaz, y=ax zuzena funtzioaren asintota zeiharra da +oo aldera.

Funtzioaren simetria erabil dezakegu ondoko limiteen balioak horiek direla arrazoitzeko:

22
m= lim @ — lim Y L_ lim —Y -1 da
T——00 T T——00 T x——00 /2 — 1

Eta b= lim (f(x)+z)= lim (1:24—:5):0 da.

T——00 T——00 2 -1
Hortaz, y= —x zuzena funtzioaren asintota zeiharra da —oo aldera.
Y

,,,,,,,,,,,,,,,,

8
16. f(z) = o funtzioa emanik,
16.1. kalkula ezazu f(0,1) balioa Maclaurinen 2. ordenako garapena erabiliz.
16.2. Kalkula itzazu horren maximo eta minimo erlatiboak eta absolutuak, existitzen badira.

16.3. Irudika ezazu funtzioa.
Ebazpena.

16.1. Definizio-eremua

Funtzioaren definizio-eremua R—{—2,2} da, izendatzailea x=+2 puntuetan anulatzen
delako.

Funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna

Definizio-eremuan, funtzioa jarraitua eta (infinitu aldiz) deribagarria da, polinomioen ar-
teko zatidura delako eta izendatzailea ez delako bertan anulatzen.

r = 0 puntuaren ingurune batean, |v?—4|=4—2? da, 2%?<4 izango delako; beraz,

fz)= R funtzioa dugu Maclaurinen garapena kalkulatzeko.
—x
@)= — 7(0) =2
- 4 _ xg ) !
162
(1) = ——— (0) = 0;
64 + 48z>
M\ — "0) = 1:
_192z(4+a?) ~192¢(44c?)

f”’(x) W’ f”’(c) W
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Orain, Maclaurinen formula idatziko dugu:

0 1 ) f///(c) 3 $2 f///(c)

Eta x=0,1 eginez,
O, 12 fl/l(c)

23, c€(0,z) edo cé€ (z,0) izanik.

0,01 ()

f(0,1)=2+ TR 0,13 =2+ 5+ % 0,13, c€(0,0'1) izanik.
0,01 1192¢(4 + 2
f0,1) =2+ ’2 =2,005 da eta egiten den errorea 6C4C£cj)i)07001 da.
401 1 100\ *
0<c<0,1 delajakinda, froga liteke c(4+4c?) < 1000 eta m (399) betetzen

direla. Hortik, beraz, errorearen bornapen hau atera genezake:

1192¢(4+c?) 1.283.200
6(402)40’001’ < “3091 0,0000506294...
Funtzioaren puntu kritikoak
8
L T < —2,
. . 8
Funtzioa honela ere idatz dezakegu: f(z) = 122 —2<r <2,
—x
8
m, 2 <x.
—16x
EE T < —2,
) . , 16x
Eta horren deribatu funtzioa hau da: f'(z) = m, —2<x <2,
—16x
m, 2 <x.

Mutur erlatiboak bilatzeko, puntu kritikoak bilatuko ditugu. Baldintza beharrezkoa lehe-
nengo deribatua anulatzea da: f'(z) =0 = 2 =0 puntuan baino ez da betetzen, hots,
hori da funtzioaren puntu kritiko bakarra.

Maclaurinen garapenean jatorriaren inguruan kalkulatu dugun bigarren deribatuaz balia-
tuz, f”(0)=1>0 dela esan dezakegu; beraz, funtzioak = =0 puntuan minimo erlatibo
bat dauka, eta f(0)=2 da.

Alde batetik, funtzioak ez du maximo absoluturik, x = 42 puntuetan 4oo-ra hurbiltzen
delako.

Beste aldetik, funtzioak ez du minimo absoluturik, beti positiboa delako eta inoiz ez delako
0 izango (ikus irudia).

Funtzioaren gorakortasuna eta beherakortasuna
x < —2 denean, f'(z) > 0 da; beraz, funtzioa gorakorra da (—oo,—2) tartean.

—2 < x <0 denean, f'(x) <0 da; beraz, funtzioa beherakorra da (—2,0) tartean.
0 < x <2 denean, f’(x) > 0 da; beraz, funtzioa gorakorra da (0,2) tartean.

2 <z denean, f’'(z) <0 da; beraz, funtzioa beherakorra da (2,00) tartean.
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Funtzioaren inflexio-puntuak eta funtzioaren ahurtasuna eta ganbiltasuna

64 4 48z
7(302 mIER T <=2,
2
Funtzioaren bigarren deribatu hau da: f”(z) = m, —2< <2,
—T
64 + 4822
7(372_4)3 , 2< .

f"(z) ez da inon anulatzen, eta kasu guztietan positiboa da; beraz, funtzioa ahurra da
(—00,—2), (—2,2) eta (2,00) tarteetan.

Funtzioaren asintotak

Bi etenune ditu, £ = —2 eta x = 2 puntuetan.
lim f(z)= lim 5 _ oo eta lim f(z)= lim 5 _ oo dira;
T—>—2" N r——2- 12 —4 a r——21 N z——2+ 4 — 2 a ’
8
lim f(x)= lim =00 eta lim f(z)= lim —— =00 dira;
T2~ /(@) a—2- 4 — 12 a2+ /(@) a2t 12 —4
beraz, r = —2 eta x = 2 zuzenak funtzioaren asintota bertikalak dira.

. . 8 . . 8 _
Bestalde, $ll>r_noof(w) = $ll>r_noo o 0 eta zh_}rglo f(x) = lim 1= 0 dira;
beraz, y =0 zuzena funtzioaren asintota horizontala da —oco eta oo aldera.

Horren ondorioz, ez dago asintota zeiharrik.

Y

= 0 2 X
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7.4.

. Esan ezazu, arrazoituz, ondoko baieztapenak egiazkoak ala faltsuak diren:

10.

Analisi Matematikoa. Ariketa ebatziak

ARIKETA PROPOSATUAK

1.1. f(z) funtzioak = a puntuan minimo erlatiboa dauka eta ez da deribagarria.

1.2. f'(a) existitzen bada eta x = a puntuan mutur erlatiboa badago, f’'(a) =0 izango da.
Kalkula itzazu f(z) =23 —52% + 32423 funtzioaren muturrak [0,5] tartean.

3.1. Froga ezazu ondoko funtzioak badituela maximoa eta minimoa [—1,1] tartean.

3.2. Kalkula itzazu horren mutur erlatiboak eta absolutuak emandako tartean.

f(x):{ x2, -1 <2 <0,

|zlnz|, 0<z<L.

Bila itzazu ondoko funtzioen mutur erlatiboak:
3

1) y:%—2x2+3x+1; 2) y=vzlnz; 3) y=uz—arctanx;
xT
4) y=2sin2z+sindz; 5) y=sin®z—cosdx; 6) y= <
x
In ] , x <0,
. —z .
Izan bedi f(z) = z, 0<z<l1, funtzioa.

202 —Tr+6, 1<u,

5.1. Azter itzazu funtzioaren jarraitutasuna eta deribagarritasuna.

5.2. Ba al du mutur absoluturik [1,3] tartean? Arrazoi ezazu erantzuna eta, egonez gero, saia
zaitez kalkulatzen.

5.3. Kalkula itzazu Taylorren 3 mailako polinomioak x = —1 eta x = 2 puntuetan.
Kalkula itzazu f(z) = x2e’/* funtzioaren mutur absolutu eta erlatiboak [—1,2] tartean.
Bila itzazu y = 2sinz +cos2z funtzioaren mutur erlatiboak [0,27] tartean.

Zenbat luze-zabal da zilindro bat horren azalera osoa minimoa izan dadin, horren bolumena B
bada?

a aldeko latorrizko xafla karratu batekin bolumenik handiena duen tiradera irekia egin nahi
da. Latorriaren angeluetan karratuak moztutakoan tolestu egiten da tiradera eratzeko. Zenbat
luze izango da moztutako karratuen aldea?

Egin itzazu ondoko funtzioen adierazpen grafikoak:

_r+1 et _ 2.1/
) fla)=—2 2) f(x)_ﬁ’ 3) flz)=a"e/7;
4 f@)=3"+3"  5) f(r)=x+sina 6) o) =r\ /i

) f@)=e*hr ) fl@)=l(@?+a—2); 9) flz)=a2a—3).
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Kontzeptuen Aurkibidea

A
adierazpen
adierazpen binomial, 6
adierazpen esponentzial, 7
adierazpen geometriko, 7
adierazpen polar, 7
adierazpen trigonometriko, 7
ahurtasun, funtzio baten, 116
aldagai
aldagai independente, 115
mendeko aldagai, 115
aldeko jarraitutasun, 121
alderantzizko funtzio, 116
ardatz
ardatz erreal, 7
ardatz irudikari, 7
argumentu
argumentu nagusi, 6
zenbaki konplexu baten argumentu, 6
arrazoi, serie geometriko baten, 74
asintota, funtzio baten, 173
azpisegida, 45

B
balio absolutu, 34, 36, 121
balio nagusi
berreketaren balio nagusi, 10
logaritmo nepertarraren balio nagusi, 10
logaritmoaren balio nagusi, 10
baliokidetasun, 49, 120
barnealde, multzo baten, 31
barne-puntu, multzo baten, 31
batez besteko balioaren teorema, 147
batuketa, 14, 7, 47, 119
batura
batura hurbildu, 85
batura partzial, 73
serie baten batura, 73, 80
batura partzialen segida, 73
baturaren norma, 34
behe-borne, multzo baten, 3
behe-mutur, multzo baten, 4
beherakortasun, funtzio baten, 115

beheren, multzo baten, 4
berreketa, 8, 10, 47
biderkaduraren irizpide, 80
biderketa, 1-4, 8, 47, 119
bijekzio, 5
bola
puntu baten bola ireki, 30
puntu baten bola itxi, 30
Bolzanoren teorema, 122
borne
multzo baten behe-borne, 3
multzo baten goi-borne, 3

C

Cauchyren irizpide, 78

Cauchyren irizpide segidetarako, 51
Cauchyren irizpide serieetarako, 75
Cauchyren segida, 51

D
D’Alemberten irizpide, 79
Darbouxen teorema, 122
definizio-eremu, funtzio baten, 115
deribagarritasun, funtzio baten, 141
deribatu, 141
bigarren ordenako deribatu, 142
deribatu funtzio, 141
eskuin-deribatu, 141
ezker-deribatu, 141
n ordenako deribatu, 142
desberdintza triangeluar, 29
distantzia, 29
distantzia diskretu, 36
distantzia euklidear, 29

E

erroaren irizpide, 78

erroketa, 9

errore, 85, 149

esfera, 30

espazio
espazio metriko, 29
espazio normadun, 34
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esponentzial, 47

etenune
bigarren mailako etenune, 122
etenune gaindigarri, 121
funtzio baten etenune, 121
lehen mailako etenune, 121

Eulerren formula, 7

F
Fibonacciren segida, 52
funtzio, 115
aldagai errealeko funtzio erreal, 115
alderantzizko funtzio, 116
balio absolutu funtzio, 121, 141
deribatu funtzio, 141
funtzio ahur, 116
funtzio baliokide, 120
funtzio baten definizio-eremu, 115
funtzio bornatu, 119, 122
funtzio deribagarri, 141
funtzio erreal, 115
funtzio eskuin-jarraitu, 121
funtzio eten, 121
funtzio ezker-jarraitu, 121
funtzio ganbil, 116
funtzio hertsiki monotono
beherakor, 115
gorakor, 115
funtzio jarraitu, 121
funtzio konposatu, 116
funtzio monotono
beherakor, 115
gorakor, 115

gai

gai orokor, 45, 73

gai osagarri, 149

Lagrangeren gai osagarri, 149

segida baten gai, 45

serie baten gai, 73
ganbiltasun, funtzio baten, 116
garapen

Maclaurinen garapen, 149

Taylorren garapen, 149
goi-borne, multzo baten, 3
goi-mutur, multzo baten, 4
gorakortasun, funtzio baten, 115
goren, multzo baten, 4
gorenaren norma, 34
grafo, funtzio baten, 115

H
hondar, 73
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hondarren segida, 73

I

indeterminazio, 48

indukzio-printzipio, 1

infinitesimal, 49, 120

infinitu, 49, 120

infinituen ordena, 50, 120

inflexio-puntu, funtzio baten, 116, 171

ingurune, puntu baten, 31

irizpide
biderkaduraren irizpide, 80
Cauchyren irizpide, 78
Cauchyren irizpide segidetarako, 51
Cauchyren irizpide serieetarako, 75
D’Alemberten irizpide, 79
erroaren irizpide, 78
Leibnizen irizpide, 89
Pringsheimen irizpide, 80
Raaberen irizpide, 79
Stolzen irizpide, 50
zatiduraren irizpide, 79

irudi multzo, 115

irudikari puru, 7

J
jarraitutasun
aldeko jarraitutasun, 121
funtzio baten jarraitutasun, 121
jauzi, etenune baten, 121

K

kanpoalde, multzo baten, 31
kanpo-puntu, multzo baten, 31
kenketa, 2—4, 7, 47, 119

L
Lagrangeren gai osagarri, 149
Lagrangeren teorema, 147
lehen elementu, 1
Leibnizen irizpide, 89
L’Hopitalen erregela, 148
limite
eskuin-limite, 118
ezker-limite, 118
funtzio baten limite, 117
segida baten limite, 45
logaritmo, 10, 47
logaritmo nepertar, 10

M
Maclaurinen garapen, 149
maximo
funtzio baten maximo, 115
maximo absolutu, 115
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maximo erlatibo, 115

multzo baten maximo, 5
metrika, 29

metrika diskretu, 36
minimo

funtzio baten minimo, 115

minimo absolutu, 115

minimo erlatibo, 115

multzo baten minimo, 5
modulu, zenbaki konplexu baten, 6
monotono

funtzio monotono, 115

segida monotono, 47
muga, multzo baten, 31
muga-puntu, multzo baten, 31
multzo

irudi multzo, 115

multzo behetik bornatu, 3

multzo bornatu, 3, 33, 35

multzo bornegabe, 3

multzo goitik bornatu, 3

multzo ireki, 32

multzo itxi, 32

multzo ongi ordenatu, 1

multzo zenbakiezin, 5

multzo zenbakigarri, 3
mutur

funtzio baten mutur, 115

multzo baten behe-mutur, 4

multzo baten goi-mutur, 4

mutur absolutu, 115

mutur erlatibo, 115

N

norma, 34
baturaren norma, 34
gorenaren norma, 34
norma euklidear, 34

O

ordena-erlazio, 1-4
ordezkapen-printzipio, 50, 120

P
Pringsheimen irizpide, 80
printzipio
indukzio-printzipio, 1
ordezkapen-printzipio, 50, 120
puntu

funtzio baten inflexio-puntu, 116, 171

multzo baten barne-puntu, 31
multzo baten kanpo-puntu, 31
multzo baten muga-puntu, 31

R
Raaberen irizpide, 79
Rolleren teorema, 147

S
segida, 45
batura partzialen segida, 73
Cauchyren segida, 51
Fibonacciren segida, 52
hondarren segida, 73
segida baliokide, 49
segida dibergente, 46
segida errepikari, 52
segida hertsiki monotono
beherakor, 47
gorakor, 47
segida konbergente, 45
segida konstante, 45
segida monotono
beherakor, 47
gorakor, 47
segida oszilatzaile, 46
serie, 73
gai positiboko serie, 76
serie alternatu, 89
serie dibergente, 74
serie geometriko, 74
serie harmoniko, 75
serie harmoniko orokor, 77
serie konbergente, 74
serie maiorante, 77
serie minorante, 77
serie oszilatzaile, 74
Stolzen irizpide, 50

T

tarte, 5

tarteko balioen teorema, 122
Taylorren garapen, 149
Taylorren polinomio, 149
teorema

batez besteko balioaren teorema, 147

Bolzanoren teorema, 122
Darbouxen teorema, 122
Lagrangeren teorema, 147
Rolleren teorema, 147
tarteko balioen teorema, 122
Weierstrassen teorema, 122
txikiago edo berdin, 1-4

U
unitate irudikari, 6
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Weierstrassen teorema, 122

Z
zati

zati erreal, 6

zati irudikari, 6
zatiduraren irizpide, 79
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zatiketa, 3, 4, 8, 47, 119
zenbaki
zenbaki arrazional, 3
zenbaki arrunt, 1
zenbaki erreal, 4
zenbaki konplexu, 6
zenbaki konplexu konjugatu, 6
zenbaki o0so, 2
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Kalkulu diferentziala eta integrala |
Joserra Aizpurua eta Patxi Angulo (koord.)
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2010ean argitaratua
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2010ean argitaratua
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R Commander eta Datuen Analisia
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Irakaslegaientzako matematika eta bere didaktika
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