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21. GAIA

SEGIDA FUNTZIONALAK

Aipatuko ditugun funtzioak E (EcR) multzo komun ba

tetan definituak dira.

21.1. Definizioa

Segida bat, zeinen elementuak x aldagaiaren funtzioak

baitira, segida funtzionala edo funtzio-segida deitzen da.

Adibidez, 1, x, x
2
, x

3
,	 x

n
,

21•2• Definizioa 

{f n (x)}	 segida funtzionalak x
o puntu batetan konber

gitzen duela esaten da, {f n (x o )}	 zenbaki-segida konbergentea

denean.

Propietate hori betetzen duten puntuen multzoa, D, se

gida funtzionalaren konbergentzi eremua deitzen da.

D = { x e E / {f n (x)}	 konbergentea

D	 (I) baldin bada, ondoko eran definitzen den f(x) funtzioa,

{f
n (x)} segida funtzionalaren limitea deitzen da:

VxE D	 f(x) =	 lim f(x)
n

n-•co
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21.3. Definizioa

{f n (x)}	 segida funtzionala E multzoan puntualki kon

bergentea dela eta f(x) funtzioa limitetzat duela esaten du

gu, E multzoko edozein x elementutarako {f n (x)}	 zenbaki-

-segida konbergentea denean eta beraren limitea f(x) zenba-

kia denean; hau da,

V E> 0	 V xe E
	

N = N(E,x)/V n EN	 ifn(x) - f(x)1<£.

baldintza betetzen denean, eta kasu honetan 	 lim f n
(x) =f(x)

n--xo

idazten da.

x puntuari loturik dagoen zenbaki-segida hartzen du-

gunez, N zenbakia E. eta x delakoen menpean dago.

Oharra

Konbergentzia puntuala definitu ondoren, aurkeztenden

problemarik garrantzizkoena hauxe da: limitera pasatzean,

f
n
(x)	 (n = 1,2,3,...) funtzioen propietateetatik zeintzugor

detzen diren jakitea.

f
n
(x) (n = 1,2,3,...) funtzioak jarraiak edo deribaga

rriak badira, noiz esan daiteke f(x) limite funtzioa jarraia

edo deribagarria dela?

Generalki, ondoko adibideetan ikusiko dugunez, konber

gentzia puntualak ez du behar den bezain indar f(x) funtzioak

f n (x) funtzioen propietateak betetzeko



f n (x) =

	

0 < x < 1	 denean,
(n=1,2,..)

	

x > 1	 denean.

0 X

a) Demagun

5

funtzio—segida dugula.

Y

LY- i , 1 _ Lb4)

,. . L(x)

i

I >
I
1 >

x

0 < x < 1 denean,

	

lim	 f (x) = f(x) =C)

	

n,w	
n	 1	 x > 1 denean.

Adibide honetan,	 f n (x) (n = 1,2,...) funtzioak [ 0,+m) tar

tean jarraiak izan arren, f(x) funtzio limitea x=1 puntuan

etena da.

b) Kontsidera dezagun ondoko funtzioen segida:
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1
x < — —

n
denean,

f
n
(x) =	 nx	 -	

X	
denean, (n=1,2,..)

1
	

1 < x
	

denean.

Y,

4 --

"' I
"Ax) I

1	 '-'ikx)
I

- d_ i 1

1

i

1

 i

i	 i

1	 i

i

^/5 1/2, i
>

X

1

-i—

f(x) = lim
n.co

f
n
(x) =

-1

0

1

x

x

x

<

=

>

0

0

0

denean,

denean,

denean.

'/

1

o
x

Berriro ere, f(x) funtzioa etena da nahiz eta f
n
(x) (n=1,2,..)

funtzio guztiak jarraiak izan.
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c) Adibide honetan f
n
(x) (n = 1,2,...) funtzioak de-

ribagarriak dira R multzo guztian:

fn") =

-1

nffxsin
'

x

1

1

1
< -

<<	 x	
n-	 - 

<	 x

bada,

bada,

bada.

(n =	 1,2,....)2

1

\3=-) lfr !  53-5‘.1

'
i
'	 =‹?$(4

I
1

1
-1	 -1/2, -'4 0	 i	 i	 i

r	 t

i
I

4/3 4/2,	 1
>

X

111

i	 i
i

,...1

	

-1	 x < 0 denean,

f(x) =	 lim f
n (x) =
	

0	 x = 0 denean,
n-,co

	

1	 x > 0 denean.

Beraz, funtzio limitea, f(x), ez da deribagarria ez

jarraia.

d) Azkenengo adibide honetan f n (x) (n = 1,2,...) fun-

tzioak integragarriak dira [0,1] tartean.

f n") =

2n2xdenean,0	 X < 
'75-1

2n-2n
2
xdenean, (n = 1,2,...)

1

2n < x <

1 < x < 1	 denean.n 
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i

i	 1/2n
f
n
(x) dx =	 2n

2
x dx +

	

0	 0

1/n
(2n-2n 2 x) dx = .1 Vn eN.

2'
1/2n

Bestalde, erraz ikusten da Vx c [0,11 ,	 lim f
n (x) = 0 dela;

n•co
beraz,

f(x) = 0 ,	 V x e [0,1]

Honelatan, ba, funtzio limitea, f(x), integragarria da [0,1]

tartean, baina limitea eta integrala ez dira trukakorrak:

í"

i
lim	 f(x) dx #	 ( lim	 f n (x)) dx.
n+ co 0	 0	 n+ co

21.4.	 Definizioa

A multzo batetan	 {f n (x)} segida funtzionalak f(x)

funtziorantz uniformeki konbergitzen duela esaten da ondoko

baldintza betetzen duenean:

\dE> 0,	 Vx€A ,	 3N = N(E)	 / \dri > N, if(. x) - f(x)n 
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Kasu hori f 	 u f edo	 lim f
n
(x) = f(x) [uniforme-

n4co
ki] adierazten da.

f(x) funtzioa segida funtzionalaren limite uniformea

deitzen da.

Aurreko baldintzan N delakoa ez da x-en funtzioa;

beraz, E finkatuz, A multzoko edozein x puntutarako N-ren

balio bakar bat erabil daiteke.

Adierazpen geometrikoa

f(x) funtzioa A multzoan {f
n
(x)} segidaren limite

uniformea bada, y = f(x) +E	 eta y = f(x)	 ekuazioetako

kurbek mugatzen duten edozein bandetarako zenbaki arrunt bat,

N, existitzen da, non N-tik aurrerantzeko edozein n-tarako,

f
n
(x) funtzioaren grafikoa banda horren barnean baitago

1

i
I

— --

__

„.-1,=%(A-E

..„__	 (,,),E.

,P,:-._ gcy.)

I

I

i
I

i
I	

>
X

0

21.5.	 Teorema

A multzoan	 {f(x)}	 segida funtzionala uniformeki
n

konbergentea baldin bada, orduan multzo honetan puntualki



konbergentea da.

Definizioak kontutan harturik, frogapena bistakoa da.

Oharra

Ondoko adibideetan ikusten denez, konbergentzia pun-

tualak ez du konbergentzia uniformerik inplikatzen.

Har dezagun	 ikusitako	 d)	 adibidea:

2n
2
x	 0 < x

1
<

2n
denean,

f n (x) =
1

2n-2n
2
x

271	
x

1
denean, (n=1,2,...)

0	 1
— < x
n—

<	 1 denean.

Segida honen	 limite puntuala Vx E [0,1] ,	 f(x)	 = 0 funtzioa

da, baina funtzio nulua ez da limite uniformea. Funtzio ho-

nen inguruan 2E. zabaleradun banda bat hartzen badagu, nahiz

eta n oso handia hartu, f n (x) funtzioaren grafikoa ez da-

go bandaren barnean.

Problema berbera planteiatzen da a) adibidean:

N/ 	 r,
,I-E.--

—	 -r

1.E. - ri __ __ _1

'1'()

(lr
Al

I

1

4/400/
i 'J -43('')

E 4,,,-,	 j -1 -.."/ y -A (x)

1...r.J/
r

X

10
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Segida honen limite puntuala ondokoa da:

f(x) = 
	 0

1	

0 < x <1 denean,

x >1 denean.

Baina funtzio hau ez da limite uniformea. Esate baterako,

E < 1/2 hartuz, f-ren inguruan dagoen 2E zabaleradun ban-

da kontsideratzen badugu, nahiz eta n oso handia hartu,

f
n
(x) funtzioaren grafikoa ez dago banda horren barnean.

21.6.	 Teorema

[a,b]	 tartean	 f n (x) (n = 1,2,...) funtzioak jarraiak

badira eta tarte honetan {f n (x)} segida funtzionalak f(x)

funtziorantz uniformeki konbergitzen badu, orduan f(x) fun

tzioa jarraia da	 [a,b]	 tartean.

Frogapena

Suposa dezagun x o puntua [a,b]	 tarteko edozein pun

tu dela; f(x) funtzioa x o puntuan jarraia dela frogatuko

dugu.

[a,b] tartean {fn (x)} segidaren limite uniformeaf(x)

denez, tarte honetako z puntu guztietarako ondoko hau dugu:

V E>0,	 ]N = N(E)	 /	 n > N	 Ifn (z) - f(z) l<	 (1)

Bestalde,

(x )-f ( x o )	 <	 I f(x)-f n ( x )1 + Lf n (x )-f n ( x o )	 + I f n (x 0 )-f (x o ) 1.

x eta x o puntuak	 [a,b]	 tartekoak direnez, edozein E hau
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taturik, (1) baldintzaren bidez ondoko desberdintzak ditugu:

1f n (x) - f(x)1 <€
	

(n > N),

lf n (x 0 ) - f(x0)1<£
	

(n > N).

Gainera, f(x) funtzioa jarraia denez, aurreko E delakorako:

3 is > 0	 /	 < d -->	
Ifn(x)	 fn(xo)I < E.

Honelatan, ba,

1f(x) - f(x 0 )1 < 3E	 ,	 1x-x o l< 5	 eta VE> 0 denean.

Eta teorema frogatu dugu.

21.7.	 Teorema

f n (x) (n = 1,2,3,...) funtzioak 	 [a,b]	 tartean inte

gragarriak badira, [a,b]	 tartean	 {f n (x)}	 segida funtzio-

nalaren limite uniformea f(x) funtzioa bada eta tarte ho-

netan f(x) funtzioa integragarria bada, orduan limiteaeta

integrala trukakorrak dira:

(	 lim	 f n (x)) dx =
	 lim	 f n (x) dx,

a	 n.co	 n.co 1 a

Fro2apena

[a,b]	 tartean	 {f
n
(x)}	 f(x)	 denez,

	

Vx e [a,b] , V€,> 0,	 3N = N(E) /	 > N , if o (x) - f(x)i<E.

Honelatan,ba, n > N bada,

Ç

lp
f
n
(x) dx	 ( lim f

n
(x)) dx

b
f n (x) dx -	 f(x) dx

a	 , a
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[f (x)-f(x)] dx
a	 n	 •

<
b	 b

 [fn(x)-f(x)] dx <E	 dx = E(b-a).

Eta desberdintza \7/ 6> 0 eta Vn > N baliotarako betetzen de

nez, limitearen definizioaren bidez, teorema frogaturik dago.

Ikusi dugu limite uniformeak jarraitasuna gordetzen

duela, baina f n (x) (n = 1,2,3,...) funtzioak deribagarriak

izan arren, limite uniformeak ez du zertan deribagarria izan

behar. Adibidez, f n (x) (V n e N) funtzioen grafikoak ondoko

hiperbolak badira, funtzio deribagarriak dira, baina beraien

limite uniformea, f(x) = lx1	 funtzioa, ez da deribagarria.

Bestalde, limite uniformea deribagarria baina f'(x) 	 lim f'(x)
n.co	 n

izatea gerta daiteke.

21.8.	 Teorema

Demagun	 [a,b]	 tartean	 f n (x) (n = 1,2,3, 	  ) fun-

tzioak deribagarriak direla eta tarte honetan	 {f n (x)}	 segi

dak	 f(x)	 funtziorantz puntualki konbergitzen duela. Suposa
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dezagun baita ere, {f(x)} segidak g(x) funtzio jarrai

batetarantz uniformeki konbergitzen duela [a,b] tartean.

Orduan, f(x) funtzioa deribagarria izango daetaondokober

dintza betetzen da.

f'(x) =	 lim	 f'(x).
n-Ko

Frogapena

Hipotesiz, Vx e [a,b] {fr'i(x)} g(x) eta g(x)

funtzio jarraia (beraz, integragarria) direnez, 21.7. teore

maren bidez ondoko hau dugu:

x	 /x
g(t) dt = lim	 f'(t) dt = lim [f n (x)-f (a)] = f(x) - f(a)

a	 n->co / a n	 n-kco

Honelatan, ba,	 g(x) = f'(x)	 xcLa,b1	 dela dugu, eta ber-

dintza honek teorema frogatzen du.
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22. GAIA

SERIE FUNTZIONALAK

22.1. Definizioa

E multzo batetan	 {f n (x)) funtzio-segida bat emanez,

ondoko expresioa,

f 1 (x) + f 2 (x) + ...+f n (x) +

serie funtzionala edo funtzio-seriea deitzen da eta f (x)
n=1 n

sinboloaz adierazten.

s
n
(x) = f 1 (x) + f 2 (x) +...+ f n (x)	 batura n-garren ba-

tura partziala deitzen da.

22.2. Definizioa

o 
puntua E multzoko puntu bat izanik,

f
1
(x

o
) + f

2
(x

o
) +....+ f

n
(x

o
) +

zenbaki-seriea konbergentea bada, 	
ao 

 f
n
(x)	 serie funtziona

n = 1
la x o  puntuan konbergentea dela esaten da.

Propietate hau betetzen duten puntuen multzoa, D, serie

funtzionalaren konbergentzi eremua deitzen da:

co
D = {x eE /	 f

n (x) konbergentea )
n= 1
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D bada, ondoko eran definitzen den f(x) funtzioa,

VXCD
	

f(x) = lim s
n
(x)

n+co

serie funtzionalaren batura deitzen da, eta f(x) =^ f n (x)
n=1

idazten.

Adibidea

Kalkula dezagun ondoko seriaren konbergentzi eremua

eta batura:

	

1 + x + x
2 

+	 + x
n 

+

X = X	 balio bakoitzerako lortzen den seriea, 1 + x o
 + x 2 +

+ + x
o +
	 , q = x

o
 arrazpidun serie geometrikoa da.

Dakigunez, lqi< 1	 denean, serie geometrikoa konbergenteada.

Beraz, emandako serie funtzionalaren konbergentzi eremua

(-1,1) tartea da.

Serie honen batura (-1,1) tartean definiturik dago eta

f(x) -

	

	 funtzioa da.
11x

= 1
	 x

n	
1-x
	 V x E (-1,1)

OD 

Suposa dezagun, D multzoan

	

	 f
n
(x) serie funtzio

n = 1
nalaren batura f(x)	 funtzioa dela; hau da,	 lim s (x) =f(x)

	

n-co	 n

V c >0	 ,	 Vx e D,3N = N( c,x) / Vn >N	 I s n (x)-f(x)1 
<

D multzoko puntuen kopurua finitua bada, D 	 x
o' l'"'' xml'
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nahikoa izango da N = max (N , N
o	

Nm) hartzea, ondoko

hau idazteko:

V c>0	 VxeD, 3N = N(c) / V n > N	 isn(x) - f(x)I<E

Baina D multzoak infinitu elementu badauzka, D mul-

tzoko puntu guztietarako ez du zertan N-ren balio komun bat

existitu behar. xe D balio guztietarako N zenbaki komuna

existitzen denean seriea uniformeki konbergentea dela esaten

da.

22.3. Definizioa

D multzoan
ao 

 f
n (x) seriea uniformeki konbergen-

n=1
tea eta f(x) baturatzat duela edo f(x) funtziorantz uniforme

ki konbergitzen duela esaten da, ondoko baldintza betetzen

denean:

lim s
n (x) = f(x)	 [ uniformeki]

n+co

>	 V	 >0 ,	 d xe	 3N = N(e)	 iVn>N	 isn(x)-f(x)i<E

Adibidea

Izan bedi	 x + (x 2 -x) +(x 3
-x

2
) +... + (x

n
-x

n-1
)+...

serie funtzionala; beraren gaiak ondoko hauek dira:

• f (x) = x n -x n-1f 1 (x) = x;	 f 2 (x) = x2-x.	 ; •

Batura partzialak:

s ( x ) = x



20

s_(x) = x + (x 2-x) = x
2

s
n
(x) = x + (x

2
-x) +...+ (x

n
-x

n-1
) = x

n

Marraz ditzagun batura partzial hauen grafikoak [0,11 tartean:

f(x) =	 lim	 s
n
(x) =	 lim x n =	

0

	

lxi < 1	 denean,

	

n•co	 n.eo	 1	 x = 1	 denean.

Baina batura partzialen segida funtzional hau ez da uniforme

ki konbergentea (21. gaian ikusi denez).

Beraz, emandako serie funtzionala ez da uniformeki kon

bergentea (-1,1]	 tartean.

SERIE UNIFORMEKI KONBERGENTEEN OINARRIZKO PROPIETATEAK

22.4. Teorema

Demagun	
ao

 n=1
f
n
(x)	 serie funtzionalak f(x) funtzio-
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rantz uniformeki konbergitzen duela [a,b] tartean.

f
n
(x) (n = 1,2,...)	 funtzioak [a,b]	 tartean jarraiak badi-

ra, orduan f(x) funtzioa jarraia izango da [a,b] tartean.

Frogapena

Hipotesiz,

	

	 lim s n (x) = f(x)	 [uniformeki] Vxc [a,b]
n+co

Eta f
n
(x)	 funtzioak jarraiak direnez,

s n (x) = f (x) + f 2
(x) +	 + f n (x),	

VneN
1

baturak jarraiak izango dira.

Eta 21.6.	 teoremaren bidez, teorema frogaturik gera-

tzen da.

22.5.	 Teorema (Serie baten gaiz gaiko integrazioa)

Izan bedi
ou 

 f
n
(x)	 serie funtzionala f(x)	 batu-

n=1
radun serie uniformeki konbergentea [a,b] tartean.

f
n
(x) (n = 1,2,...)	 eta f(x)	 funtzioak	 [a,b] tar-

tean integragarriak badira, ondoko berdintza betetzen da:

	

/ b	 Çlp

f(x) dx = 	 	 f (x) dx

	

a	 n=1 a n

Edo

	

b w	 w b
f(x) dx =	 f (x) dx
n

	a n=1	 n=1 ,a n

Frogapena

	

Hipotesiz,	 lim	 s (x) = f(x)	 [uniformeki] vxE [a,b]
n + oo	 n



n 
= lim 	 	 f

k
(x)dx =

n+m k=1 a

(b

)

f
n

(x) dx.
an=

22

f r (x)	 integragarriak	 	 ›	 sn(x) = f 1 (x) + f 2 (x) +..+fn(x)

integragarriak.

21.7.	 teoremaren bidez,

j

b
f(x)

a
dx =	 lim	 s

n
(x)	 dx	 =

n.m	 a

(b
= lim
n+co

(f
1
(x) + f

2
(x) +

a
+	 f n (x)) dx	 =

/b
= lim	 f

1
(x)dx + 	 f

2
(x)dx +	 f

n
(x)dx =

n.co ) a

22.6. Teorema (Serie baten gaiz gaiko deribazioa)

f
n
(x)	 serieak	 [a,b]	 tartean f(x)	 funtziorantz

n=1
puntualki konbergitzen badu, eta tarte honetan

	

	 f'n(x) se-
n=1

riak funtzio jarrai batetarantz uniformeki konbergitzen badu,

orduan:

f . (x) = n=1 f'n(x)

Edo

f , (x))' =	 f'
n
(x)	 dx

n=1	 -	 n=1

Frogapena

f
n
(x) funtzioak deribagarriak direnez,

s n (x) = f 1 (x) +	 + f
n
(x)	 baturak ere, deribagarriak dira
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eta,

	

s'(x) = f(x) + f'(x) +	 + f'(x)
1	 2

Hipotesiz,

lim s
n
(x) = f(x)	 [puntualki] Vxe [a,b]

n+m

eta

lim	 s'(x) = g(x)
	

[uniformeki]	 d x e [a,b] ;
n+m

g(x)	 funtzioa jarraia izanik.

Beraz, 21.8 teoremaren bidez,

f'(x) =	 lim	 s'(x) = lim	 (f(x)+f(x)+	 +f'(x))=1	 2
n+co	 nico

=	 lim	 	  f'(n) =	 f'(x)
n+co	 k=1	 n=1	 n

22.7. Weierstrass-en erizpide nahikoa konbergentzia unifor-

merako.

Gai positibotako serie konbergente bat, a1+a2+..+an+..,

existitzen bada, zeinen gaiak ondoko desberdintzak:

If n (x)1 < an
	

V x e A	 (n = 1,2,...)

betetzen baitituzte, orduan f 1 (x) + f 2 (x) +	 + f n (x) +

serie funtzionala absolutuki konbergentea (eta beraz, konber

gentea) eta uniformeki konbergentea izango da A multzoan.

Frogapena

a) Ikus dezagun, serie funtzionala absolutuki konber-

bentea dela. Dakigunez, serie bat absolutuki konbergentea de
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la esaten da, beraren gaien balio absolutuen seriea konber-

gentea denean

n=1	 n=1n
Vx	 A,	 if

n
(x)	

n
a

CO

a
n
	konbergentea

n=1

Vx	 A > 	 if (x)i	 konbergentea

	

n=1	 n

==	 Vx e A 	  f
n
(x) absolutuki konbergentea.

n=1

b) Ikus dezagun, serie funtzionala uniformeki konber-

gentea dela A multzoan.

	  a	 konbergentea 	 > lim 	  ak
 - 0

n
n=1	 n+co k=n+1

co 

o 3N = N(c) / V n >N	 	  a k I< e

k=n

Suposa dezagun,	 f
n
(x) seriearen batura A mul

n=1
tzoan f(x) dela;	 beraz,

	

1f(x) - s n (x)I =	 fk(x) - 	  fk(x)k=
k=1	 k=1

= I>__ f
k k (x)1 <	 a

k
	< e

k=n+1	 k=n+1	 k=n+1

Baldintza hau V. > 0, \i x e A, y n >N	 balioetarako betetzen

da. Beraz N zenbakia x-en dependentea ez denez, serie fun-

tzionala uniformeki konbergentea da A multzoan.
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Adibidea

Azter dezagun ea ondoko serie funtzionala absolutuki

eta uniformeki konbergentea den:

sin x	 sin 2x	 sin nx

2
	

2
2	

2n

Azken teoremaren arauera, serie hau absolutuki eta

uniformeki konbergentea izango da, baldin serie honen honen

zenbaki-serie majoratzaile konbergente bat lor badezakegu

sin nx

2
n

1

- 2n
Vx e R	 (n = 1,2,...)

	

co	
1

Eta	 serie geometriko konbergentea denez, serie

	

n=1	 2
funtzionala R multzoan absolutuki eta uniformeki konbergen

tea da.

22.8. Cauchy-ren baldintza konbergentzia uniformerako

A multzoan	 f
n (x) seriea uniformeki konbergen-

n=1
tea da, baldin eta soilik baldin:

(1) VE>0,	 Vx e A, 3N = N(E)	 / \Si n >N, (p=1,2,..)
n+p

	  fk(x
k=n+1

<E

Frogapena

s n (x) =	 f k (x)	 denez, (1)	 baldintza ondokoan bi
k=1

hurtzen da:

(2) VE>0, \ix c A,	 N=N(c)	 Vn>N	 (p=1,2,..) isn+p(x)-sn(x)HE
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==) \s/ x c A	 lim s n (x) = f(x) [uniformekij badaYc >0 eta
n+co

Vx e A baliotarako hauxe dugu:

3N = N(c) /Vn >N	 isn(x) - f(x)	 < E /2

3 N = N(c) / V n >N	 (p=1,2,...)	 len+p(x)-f (x)	 c/2

is n+p (x) - sn(x)ke

Vx cA	 1s n+p (x) - s n (x)kc erlazioa betetzen bada,

zenbaki-serieetan ikusitako Cauchy-ren erizpidearen
co 

bidez, A multzoan	 f n (x) konbergentea dela du
n=1

gu; beraz,

Vx E A
	

lim s n (x) = f(x)	 [ puntualki]
n.co

Ikusi behar dugu f(x) funtzioa limite uniformea dela.

p infiniturantz doanean (2) baldintzatik ondokoa ateratzen

da:

E >0,	 V x c A, 3N = N(c) / dn >N , Is n (x) - f(x)1“.

Hau da,

lim	 s n (x) = f(x)
n->co

\s/xc A [uniformeki]
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23. GAIA

BERREDURA	 SERIEAK

23.1.	 Definizioa

c
0
 + c 1 x + c

2
x
2
 +	 + c

n
x
n
 +	 [1] motatako se-

rie funtzionalak berredura-serieak deitzen dira, eta

c o ,c 1 ..... c n , ..	 zenbakiak berredura-seriearen koefizien-

teak.

Oharra.- [1] berredura-seriea x=0 puntuan beti da konber

gentea.

23.2. Teorema (Abel-en lema) 

[1] berredura-seriea	 x
o	0 puntu batetan konber-

gentea baldin bada, orduan lx1 < ix o i	 baldintza betetzen du-

ten x puntu guztietan konbergentea eta absolutuki konber-

gentea da.

Beste era batetan esanda,	 [1] berredura-seriea xo

puntuan konbergentea bada orduan absolutuki konbergentea da

(-Ixol , Ixol) tartean.

Frogapena

Hipotesiz, c o + c i x o + + c
n
x
o +
	 zenbaki-se-

riea konbergentea denez,

limOc x n =
n o

n,co
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Eta zero limitetzat dituzten segidak bornaturik daude; beraz,

3m >o	 ic x n i <M
n o (n = 0,1,2,...)

IxI < Ix
o

I	 denean:

Ic
n
x n I = ic x n	 (2L)

n	 n

	

 <mi x l	 = m qn
n o	 x0	 lx0 1

0 < q = I x I <1 izanik.
x

Honelatan, ba,	 M q n zenbaki-seriea q <1 arrazoidun
n=0

serie geometrikoa da; beraz, konbergentea. Eta konparaziozko
CO

teoremaren bidez, Ic
n
x
n I serie konbergentea da IxI<lx

o
I

denean; hau da,	 ›-- c
n
x
n berredura-seriea absolutukim

n=0
konbergentea Ixl<Ix 0 1	 denean.

23.3. Ondorioa

x
1
 puntu batetan

	

	 c n x n berredura-seriea dibergen
n=0

tea bada, orduan Ixl>lx 1
I 	baldintza betetzen duten x pun-

tuetan dibergentea da.

Frogapena

lx1>lx 1 l baldintza betetzen duen x	 puntu batetan be

rredura-seriea konbergentea izango balitz, Abel-en lemaren

arauera, x 1 puntuan seriea konbergentea izango litzateke, hi

potesiaren aurka.

Berredura-serie baten konbergentzi tartea eta erradioa

n =

a) Ba daude edozein x#0 puntutan dibergenteak diren



31

berredura-serieak. Har dezagun, adibidez,	 n! x
n 

seriea.
n=0

Balio absolutuen serieari D'Alembert-en erizpideaapli

katzen badiogu:

lim	
I (n+1)! x n+1

n.m 	 n! xn

co

= lim IxI (n+1) = m (V x	 ==
n.m

>	 n! x n seriea ez da absolutuki konbergentea x# 0
n=0

denean.

Gainera ez da konbergentea ere ez, zeren x o puntu ba-

tetan konbergentea izango balitz, Abel-en leman ikusi dugu-

nez, (-Ix o l, lx 0 1) tartean seriea absolutuki konbergentea

izan beharko litzatekeen.

b) Existitzen dira, baita ere, puntu guztietan absolu

tuki konbergent?ak diren berredura-serieak.

ao	
x
n

Esate baterako, lor dezagun >__
n
ñi

n=1
riearen izaera.

berredura-se

x	
n! 

n+1
lim

n.co	 x
n
 (n+1)!

Ix1- lim	 - 0
n+1

n.co
(V xER)

CO

n=1
bergentea da.

x
n

n!
seriea puntu guztietan absolutuki kon-

c) Existitzen dira halaber, zero ez diren puntu batzu

tan konbergenteak eta beste batzutan dibergenteak diren be-

rredura-serieak.

Har dezagun seriea. Balio absolutuen seriea
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ri D'Alembert-en erizpidea aplikatzen bazaio, lx1 <1 tartean

absolutuki konbergentea eta ixl> 1 puntuetan dibergentea de

la ikusten da.

23.4. Teorema

ao
cc n x n berredura-serieetarako, zenbaki positibo

n=0
bat, R,	 (0 R <+ co izanik) existitzen da, non:

I) R = 0 bada, x	 0 puntu guztietan seriea dibergentea

den,

II) R = + m bada, zuzen errealaren puntu guztietan seriea

absolutuki konbergentea den,

III) 0 <R <+ m bada, (-R,R) tartean seriea absolutuki kon

bergentea den eta [-R,R] c multzoan dibergentea.

(x = R eta x = - R puntuetarako ez da ezer esaten).

Fro2apena

I) eta II) enunziatuak III) enunziatuaren kasu parti-

kularrak direnez, nahikoa da azken hau frogatzea.

Suposa dezagun, a 1 >0 eta b 1 >0 bi puntu desberdinak
co 

existitzen direla, > 	 c n
x
n
 seriea a puntuan konbergentea

1
n=0

izanik eta b puntuan dibergentea.
1

Tarte bateko muturretan seriearen izaera desberdina de

nean, tartea fundamentala deituko dugu [a 1 ,b 1 ] tartea tarte

fundamental bat da.
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[a 1 , b
1

]	 tartea erdibitzen badugu, tarte berrietariko bat

fundamentala da eta 	 [a 2,
 b 2

] adieraziko dugu.

Prozesu hori errepikatuz eta Cantor-ren teorema kontu

tan hartuz, ondoko baldintza ateratzen da: "Tarte fundamental

guztien ebakidura puntu bakar bat, R, da".

Ikus dezagun, R balioak teoremaren baldintzak betetzen

dituela.

lxi< R bada,
n 

,
	

ixi< a
n
 <R izanik. Eta berredura se-

riea a
n
 puntuan konbergentea denez, Abel-en lemaren arauera,

konbergentea izango da halaber, x puntuan.

co 

ixi> R bada, 3b
n' 

lxi> b
n
 > R izanik. Eta	 c

n
x
n
 seriea

n=0
b
n puntuan dibergentea denez, Abel-en ondorioaren bidez, be-

rredura-seriea dibergentea izango da x puntuan.

23.5.	 Definizioa

R zenbakia berredura-seriearen konber2entzi erradioa

deitzen da, eta (-R,R) tartea, konbergentzi tartea.

Oharra:

Konbergentzi tartea kalkulatzeko, balio absolutuen se

riei D'Alembert-en edo Cauchy-ren erizpideak aplikatzen zaiz

kie.

Ondoko teoremak berredura-serieen konbergentzi erra-

dioa kalkulatzeko beste formula bat ematen du.
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23.6. Teorema (Cauchy - Hadamard)

co
Izan bedi >-- c

n
x
n

[1] berredura-seriea. Kontside-
n=0

	

ra ditzagun	 = lim	 1c
n 	 eta R	

1
=	 balioak. Or-

n4m
duan, R hau emandako seriearen konbergentzi erradioa da.

Beste modu batetan esanda:

I) R = m bada, [1] seriea zuzen errealaren puntu

guztietan konbergentea da.

II) R = 0 bada, Vx	 0 puntutarako [1] seriea diber

gentea da.

III) 0 <R <+ co bacra, [1] seriea lxi< R denean absolu

tuki konbergentea da eta ixi> R denean, dibergen-

tea.

Frogapena

I) R = co ==	 = 0. Orduan,

lim	 v\i Ic n x n l	 =	 lim 1\,/ ic n i = Ix I . 0 = 0 -< 1
n +co	 n4co

Cauchy-ren erizpidearenarauera,

	

	 Ic
n
x
n I konbergentea

n=0
da x guztietarako; beraz [1] seriea absolutuki konber

gentea da x guztietarako.

1

	

II ) R = o	 h=	 co 	 >	 o
n	

11 

V ic I>n1CT
k	

>

	

nk 	 n
k

	-> 	 I c
n

x	 I > 1 	 	 I c n x n I	 > 0
k 

x	 0 denean, gai generalak ez du zerorantz jotzen; be

raz, x	 0 denean [1] seriea dibergentea da.
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III) 0 <R < + co ==	 o < A <	 co

a) ixi< R	 == 3 o < e- <1 /	 ixi -

Am_

n. ,	 	v-,	 	

iim v ic n i =-_ A 	 V ic n i < iTre' , V n > N 	
n+co

> v	 < er
	

ic
n
x n 1 	 < eYn	dn > N

m	 m 
Z_ ef

n
serie geometriko konbergentea da eta >	 1c x n 1

n=0	 n=d	 n
seriearen majoratzailea; beraz, [1] seriea absolutuki kon

bergentea da ixi < R denean.

1
b)	 ixl >R =	

3riklicril>	 1

nk 	

\/ Ic	 x nk l > 1
nk 

ic
n

x n ki > 1
k

c x
n

n
0 

Honelatan, ba, [1] seriea dibergentea da	 lxi> R denean.

Oharra:

x = R eta x = - R puntuetan ez dakigu [1] seriea kon

bergentea edo dibergentea den.
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Berredura-serieen oinarrizko propietateak

23.7. Teorema

co
c x n
	 , berredura-seriea edozein [-r,r] c(-R,R)

n=0
tarte itxitan uniformeki konbergentea da.

Frogapena

-R < -r < r < R

n 

-r
	

r R
	

lx1 < r	 lc
n
x
n

1 	 1c
n
r
n

1

	lc
n
r
n

1 	zenbaki-seriea konbergentea da eta [-r,r]
n=0

tartean [1] seriearen majoratzailea; beraz, Weierstrass-en eriz

pide01 bidez, [1 seriea uniformeki konbergentea da [-r,r] tar

tean.

Ondorioa

lal <R,	 1b1 < R eta a < b	 badira, [1] seriea unifor-

meki konbergentea da [a,b] 	 tartean.

23.8. Teorema

ao

c
n
x
n
	[1]	 berredura-seriearen batura, s(x), jarraia

n=0
da (-R,R)	 tartean.

Frogapena

Vx	 (-R,R), 3r > 0 / -R < -r<x<r<R

[1] seriea [-r,r] tartean uniformeki konbergentea denez eta

c
n
x
n
 (n=1,2,..) funtzioak jarraiak direnez, 22.4 teoremaren

arauera, seriearen batura, s(x), x puntuan jarraia izango da.

Baina x	 (-R,R) tarteko edozein puntu denez, s(x) 	 funtzioa
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(-R,R) tartean jarraia da.

23.9. Teorema

Go

5-- c x
n 

berredura-seriea	 V [a,b1 c(-R,R) tarte itxi
n=Ö	 n

tan gaiz gai integra daiteke.

Frogapena

[a,b]C(-R,R) tartetan berredura-seriea uniformeki kon

bergentea eta beraren gaiak eta batura jarraiak direnez, teore

ma hau 22.5. teoremaren ondorio bat da; hots,

c n
x
n
 dx =

ao 
	
í b

x n dx =

c

= 	
n

n+1	
(bn+1	 an+1).

n=0

Oharra:

Berredura-serie bat 0-tik X-eraino (x c	 integra

tzean, berredura-serie berri bat lortzen da eta beraren konber

gentzi erradioa emandako seriearena edo handiagoa da.

Frogapena

x e (-R,R)	 izanik,	 s(x) = c o + c i x +	 + c n
x
n
 +

seriea 0-tik x-eraino integratzen badugu,

	

2	
1 

	)c
	

cn	
x s(x) dx = c

o
x +	 x

2
 +	 +	 +

n+1 xn+1

berredura-seriea lortzen dugu eta Vxc (-R,R) balioetarako kon

bergentea denez, beraren konbergentzi erradioa R edo R baino

handiagoa izango da.

b

a n n=0 n



23.10. Teorema

> 
aD

 C x n seriearen batura deribagarria da (-R,R) tartean
n=0

eta tarte honetan gaiz gai deriba daiteke.

Fro2apena

ao 

n=0 c
n
xn seriea gaiz gai deribatuz

c
1
 + 2c

2
x +	 + nc

n
x
n-1

 +

seriea lortzen da

Vxc(-R,R)	 ==	 3r 1 xe[-r,r]cn(-R,R)

Har dezagun p zenbaki bat, - 0 < r < p < R izanik.

-R	 -r	 r

in cn x
n-1

n	 I

	

r n-1 / 	in cn e n-1 ( r ) n-1	 icn e n-1 1r, ( re) n-1 [2]

CO

c
n
x n seriea x = p puntuan konbergentea 	

n=0

	

lim cn p
n 

- 0 	 	 {cn p
n
} segida bornatua 	

n.co

3M 1 =	 pM > oi	 Ic n e
n
i< p M , (n=1 ,2,...)

3M>0	 icn en-li<<M	 ( n = 1,2,...).	 [ 3

[2] eta [3] baldintzak kontutan harturik, ondokoa

38

in cx
n-1 

i < M n	
qn-1

n
, (0< r = q < 1	 izanik).
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co
Eta	 M nq

n-1 
zenbaki-seriea konbergentea denez,

n=1	 co 

Weierstrass-en teoremaren arauera,	 n c
n
x
n-1 

serie deriba-
n=1

tua uniformeki konbergentea da [-r,r] 	 tartean. Honelatan,

ba, emandako seriearen batura deribagarria da x puntuan eta

puntu hau (-R,R) tarteko edozein puntu denez, deribagarria da
co 

(-R,R) tartean eta	 c
n
x
n

seriea gaiz gai deriba daiteke.
n=0

23.11. Ondorioa

aD 

cc n x n berredura-seriea gaiz gai mugagabeki deriba
n=0

eta integra daiteke (-R,R) konbergentzi tartean, eta era hone

tan lortzen diren serieek konbergentzi erradio berbera dute.

Frogapena

ao 

c x
n 

[1]1	 berredura-seriea gaiz gai deribatuz,
n=0 n

c
1
 + 2c

2
x +	 + n c

n
x
n
 +
	

[2]

seriea lortzen da. Demagun [1] seriearen konbergentzi erradioa

R dela eta [2] seriearena, R1.

23.10 teoremaren arauera, [2] seriea gutxienez (-R,R)

tartean uniformeki konbergentea denez, R i > R dela dugu. Baina

[2] seriea gaiz gai integratuz [1] seriea lortzen denez, 23.9

teoremaren bidez R 1 <R dela ateratzen dugu; beraz, R = R 1 da.

Prozesu hau mugagabeki errepika daitekeenez, frogatu dugu on-

dorioa.

x-x	 kenduraren berredura-serieak

Kontsidera dez agun x - x o kendu raren berredura-ser ie
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bat, hots,

c
o 

+ c (x-x
o
) +	 + c

n
(x-x

o
)
n
 + 	 	 [4]

1

motatako seriea, non x o puntua edozein den.

x
o 
= 0 eginez, gai honetako lehen partean ikusitako se-

rieak lortzen dira. Generalean, x-x o = z hartuz,

c
o 

+ c
l
z + c

2
z
2
 +	 + c

n
z
n
 +
	

[5]

seriea lortzen da, eta serie honen konbergentzi erradioa R ba

da, dakigunez,

a) [5] seriea	 IzI <R tartean absolutuki konbergentea da,

b) [5] seriea dibergentea da izi >R denean.

Honelatan, ba, x-x o = z denez, ondorio hauek ditugu:

a') [4] seriea lx-x 0 1 <R tartean absolutuki konbergentea da,

b') [4] seriea dibergentea da Ix-x o l> R denean.

23.12. Definizioa

(x
o
-R, x

o
+R) tartea

aD 

 c
n (x-x o )

n
seriearen konber

n=0
gentzi tartea deitzen da eta R zenbakia, konbergentzi erra

dioa.

Oharra:

[4] serieak (x o - R, x o + R) tartean [5] seriearen propie

tate guztiak betetzen ditu. Esate baterako:

1) [4] seriea (x o - R, x o + R) tartearen edozein azpitarte itxi

tan uniformeki konbergentea da.
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2) (x
o
 - R, x

o
 + R) tartean [4] seriea gaiz gai nahi den beste

bider deriba eta integra daiteke.
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24. G A I A

TAYLOR-EN SERIEAK

24.1. Teorema

x	 puntuaren ingurune batetan f(x) funtzioa
ao

o

>-- c
n
(x-x

o
) n serie bezela idatzi ahal bada, orduan c O'	 1'

n=0
c
2 '	

koefizienteak ondoko eran definiturik daude:

	

f"(x)	
fn(xo)

c
o
 = f(x o ) ,	 c = f'(x o ) ,	 c 2 =1	 2 

o 
!	

cn -
	 n

eta

(x-x )2-x(

	

	 (x-x )
n

o 
f(x) =f(x

o
) +f'(x

o
) + f"(x

o
) 	  +	 + f

n
(x

o ) 	  +
2 !	 n !

seriea f(x) funtzioaren x o
 puntuaren ingurune batetako Tay

lor-en seriea deitzen da.

Frogapena

Demagun >	 c
n
(x-x

o
)
n seriearen konbergentzi tartea

n=0
(x

o
-R, x

o
+R) dela.	 Dakigunez, serie hau gaiz gai deribatuz

sortzen diren serieak konbergentzi tarte berbera dute.

f(x) = c
o
 + c

1
(x-x

o
) + c

2
(x-x

o
)
2
 +	 + c

n
(x-x

o
)
n
 +

f'(x) =	 1! c 1 + 2c 2 (x-x 0 ) + 	  + nc
n
(x-x

o
)
n-1

 + 	

f"(x) =	 2! c 2 + 	 + n(n-1) c (x-x
o

) n-2

f
n)

(x) =	 n! c
n +
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x = x
o
 eginez, ondoko berdintzak ditugu:

f(x 0 ) = c o c
o 

= f(x )

f'(x
o
) = 1! c	 = f' (xo)

1

f"(x )
f"(x ) = 2! c

2	
c
2	 2 !

f
n)

(x )
f
n)

(x
o
) = n! c

n	
c
n	 n!

c fl (x-x
o

) n seri.ean c o , c1,	 c
o'	 1' "' , cn ' ' .
	 espre

n=0	 -
sioen ordez beraien balioak idazten baditugu, f(x) funtzioa-

ren Taylor-en formula lortzen dugu.

Oharra:

c	 c	 koefizienteak	 [1] formulareno
	 1'	 •••	 '	 n '

bidez unibokoki determinatzen dira; beraz, ondoko teorema fro

gatu dugu:

24.2. Bakartasunaren teorema

x
o 

puntuaren ingurune batetan f(x) funtzioa berredu-

ra-seriez garagarria bada, beraren garapena bakarra da eta

Taylor-en seriez adierazten.

Ondorioa

x
o 

puntuaren ingurune batetan bi berredura-ser4e,
m	 co 

> a (x-x o ) n eta	 ?	 bn(x-xo)n, n(x-xo)n,	 berdinak dira a
o 

= b
o

,
n=0	 n=0

a 1 = b 1 , .., an = b n , 	 direnean.



47

Funtzio bat Taylor-en seriez garagarria izateko baldintza be 

harrezko eta nahikoak. 

Edozein funtzio ez da Taylor-en seriez garagarria; esa

te baterako:

f(x) =	
e
-1/x

2
	x	 0 denean,

0	 x = 0 denean.

f-ren ondoz-ondoko deribatuak x = 0 puntuan nuluak dira:

f(0) = f'(0) = f"(0) = 	 = f n) (0) =	 = 0

Honelatan, ba, Taylor-en formulak ez du f(x) funtzio-

rantz konbergitzen:

0 + 0 + 0 +	 /	 f(x)

Beraz, emandako funtzioa ez da Taylor-en seriez garagarria.

24.3 Teorema 

x
o
 puntuaren ingurune batetan f(x) funtzioa Taylor-en

seriez garagarria bada, f(x) funtzioak x o puntuan edozein

ordenatako deribatuak ditu.

Fro2apena

Nahikoa da 24.1 teorema kontutan hartzea.

24.4. Teorema

Suposa dezagun x o puntuaren ingurune batetan,

lx-x1	 R puntuetan, f(x)	 funtzioak edozein ordenatako deri0 

batuak dituela. Ingurune honetan R n (x) espresioa f(x) fun-



48

tzioaren Taylor-en formularen gai osagarria izanik

lim
n
(x) = 0	 bada, orduan f(x) funtzioa esandako inguru-

n->m
nean Taylor-en seriez gara daiteke.

Frogapena

ix-x
o
 <R	 ingurunean f(x) funtzioak edozein orde-

natako deribatuak dituenez, edozein n-tarako funtzio hau Tay

lor-en formulaz adieraz daiteke:

(x-x
o 	 +
)n

Rn(x)f(x)=f(x
o
)+f'(x

o
) (x-x

o
)+...+ f

n)
(x o )	 n!

non

Rn(x) = f
n+1)	

(x_x
o
)n+1

()
(n+1)!

x o + eY(x-x o )	 (0 < 8 < 1)

diren.

(x-x )
Izan bedi	 s n (x) =f(x o

) +f'(x
o
)(x-x

o
) +...+f

n
(x

o
)

	

n!
(3
	'

beraz, Taylor-en formula ondoko eran idatz daiteke:

f(x) = s
n
(x) + R

n (x)

lim R
n
(x) = 0 ==	 lim s n (x) = f(x)
	

->
n•co	 n.co

(x-x
o
)n

f
n)

(x )
n!

n=0

24.5. Teorema

Demagun f(x) funtzioak 	 ix-x o l	 ingurunean edozein

ordenatako deribatuak dituela. Deribatu hauek ingurune hone-

tan uniformeki bornaturik badaude, hots,
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i f n) (x)1 < m
	

I x-x
o
 < R
	

(n = 1,2,...)

baldintza betetzen bada, orduan lx-x o l< R ingurunean f(x)

funtzioa berredura-seriez garagarria da.

Frogapena

	

(x_xo)n+1	
lx-x

o
I n+1

f
1 R n ( x ) I	 In+1) c) 	

M

	

( n+1 ) !	 ( n+1 ) !

Ix_x in+1

Bainan=0
	

(n+1)!	
seriea zuzen errealaren puntu

n+1
lx-x

o
i

guztietan konbergentea denez, lim 

	

	  -0 da; beraz,
(n+1)!

lim R
n
(x) = 0	 ,	 lx-x

o
l< R

n.co

Eta 24.4. teorema kontutan harturik, f(x) funtzioa

lx-x
o

I <R ingurunean berredura-seriez garagarria dela atera

tzen da.

24.6. Garapen interesgarri batzu 

a) f(x) = sin x funtzioaren garapena

Funtzio honek 24.5. teoremaren hipotesiak betetzen di

tu puntu guztietan. Honelatan, ba, beraren garapenak zuzen

errealaren puntu guztietarako balio du.

Kalkula ditzagun seriearen koefizienteak:

f(x) = sin	 x f(0) = 0

f'(x) = cos x f'(0) =	 1

f"(x) = -sin x f"(0) = 0

n.- co
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f
III

(x) = -cos x
	

f
III

(0) = -1

f
IV

(x) = sin x
	

f
IV

(0)	 = 0

Honelatan, ba,

sin x = x -
x
3	 5

x n+1  x
2n-1

-	 + (-1)
3!	 5!	 (2n-t)!	 1X1<-1- M

b) f(x) = cos x funtzioaren garapena.

COS X=1 -
x
4	(_1)n+1  x

2n-2
x
2

2!	 4!	 (2n-2)!	 ., I x I < + w

e xec) f(x) =	 funtzioaren garapena 

x
n

x
2

x
3

e
x
 = 1 + x +	 +	 +	 +	 +

2!	 3!	 n!	 7 x < + co

d) f(x) = (1 +x) m funtzioaren garapena

f(x) = (1+x)m

f'(x) =m (1+x)
m-1 

f(0) = 1

f'(0) = 1

f"(0) = m (m-1)f"(x) = m(m-1) (1+x)m-2      

f
(n)

(x) = m(m-1).. (m-n+1) (1+x)
m-n f

(n)
(0)=ffn-1)..(m-n+1)

f
(n+1)	 (n+1)

(x )= m(m-1)..(m-n)(1+x)m-n-1	 (0)= m(m-1)..(m-n)

m(m-1)	 2	 m(m-1)...(m-n+1)	 n + 	(1+x)
m
 =1 +mx + 	  x +	 + 	  x

2!	 n!

edo
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(1+x) m = x +
2
x +	

m 
x
n
 +

0	 1	 2	 n-

Generalean, m zenbakia edozein zenbaki erreal da.
m zenbakia osoa eta positiboa bada, x

m+1
espresioa duen gai

tik aurrerantz, koefiziente guztiak nuluak dira eta seriea po

linomio bihurtzen da.

m zenbaki zatikiarra, edo oso negatiboa bada, serieak

infinitu gai ez nulu ditu.

Kalkula dezagun seriearen konbergentzi erradioa:

a
n+1
a
n

– lim

n.co

m-n
=1	

lxi = lxi
r 

Beraz, konbergentzi erradioa R=1 da.

e) f(x) = arc sin x funtzioaren garapena

Har dezagun, funtzio deribatua:

f'(x) -
1

V1–x?
- (1-x

2
)
-1/2

Funtzio deribatuari binomioaren garapena aplikatuz,

1	 1	 2	 1.3	 4
= 1 +	 x	 + 	 	 1.3 .. (2n-1) x 2n +.., Ixl<

2	 2.4	 x	 "'	 2.4 .. (2n)

Serie hau 0-tik x-eraino integratuz,

arc sin x =
f x

dx 

0	 V1-x2
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1	 x
2
	1.3 x

5 	 1.3 ..(2n-1) x
2n+1

= x	 3 4- 2.4	 5	 ' .." 4- 2.4 .. (2n)	 2n+1

Eta azken serie honen konbergentzi erradioa R = 1 d .

f) f(x) ln(1+x) funtzioaren garapena

Erraz ikusten da
1

1+x
funtzioaren garapena lxi < 1 de

nean ondoko hau dela:

1
=	 - x + x 2 - x 3 +	 + (-1) n x n + 	 ,	 lxl< 1

1+x

Eta 0-tik x-eraino integratuz,

ln (1+x) =
(x

dxx
	

-x-	 2 + 3 .	
n

- . + (-1)
n+1 x

1 n	 —*/
)o

ixi< 1	 denean.

24.7. Berredura-serieen biderkaketa eta zatiketa

a) x-x
o
 kenduraren berredura-serie bi beraien konbergentzi

tarte komunean elkar biderka daitezke tarte honetan bi se-

rieak absolutuki konbergenteak direlako.

Honek beste funtzio askoren garapenak lortzeko bide

bat ematen digu.

Adibidez:

2	 n	 3	 5
ex sinx = (1 +	 +	 + x + ..) (x -	 +	 ....) =

3
= x + x

2 + x +
3

I x < + co
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b) Baita ere, konbergentzi tarte komunean bi berredura-serien

zatidura egin daiteke. Baina kasu honetan, zatiduraren konber

gentzi tarteak ez du zertan emandako serieen konbergentzi tar

te komuna izan behar.

Eman dezagun, bo	0 dela.

a
o
 + a

1
 (x-x

o
) + a

2
(x-x

o
)
2
 + 	

b o + b 1 (x-x o ) + b 2 (x-x 0 ) 2 + 	

zatidura kalkulatu nahi dugu. Zatidura x-x o kenduraren berre

dura-serie bat izango da; beraz, ondoko eratakoa:

c
o
 + c

1
 (x-x

o
) + c

2
 (x-x

o )
2
 +

c o , c i , c 2 ,....	 koefizienteakkalkulatu behar dira.

ao + a1 ( x-xo) + . . . = (co + c1 (x-xo) +. 	 ) (bo + b 1 (x-x o ) +	 )

Berredura berdinetako koefizienteak identifikatuz,

c o' c 1 , c 2, ...	 delakoen balioak lortuko ditugu.

Kalkula dezagun, adibidez, tgx funtzioaren x-en be-

rredura-seriezko garapena.

tg x =
sin x
cos x

3 5
x x

4
(x - 

x
—! + x —5! 

- ...) = (c o	 i+cx +c 2 x
2
+	 ).(1 -	 +	 ...)3 

0 = c
o 

. 1	 c0=



c
o

0 = c
2	

0

1
c 3 =

+ c
22

1	 1
- 	 = C- .3	 2
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1 = c 1 . 1	 ci = 1

Beraz, tg x = x +
x 3
3 + seriea lortzen dugu, eta

serie honen konbergentzi tartea Ixl< 2 da.
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25. G A I A

SERIE TRIGONOMETRIKOAK

25.1. Definizioa

a	 co 
o

n=1 (a
n cos nx + b n sin nx)
	

[1]

funtzio-seriea serie tri2onometrikoa deitzen da eta ao , an,bn

(n = 1,2,...) konstante errealak serie trigonometrikoaren koe

fizienteak.

[1] seriea konbergentea baldin bada, beraren batura

f(x), 2w periododun funtzio periodikoa da sin nx eta cos nx

funtzioak 2w	 periododunak direlako.

25.2. Teorema

m	 m
> 	 a	 eta >"--- b

n zenbaki-serieak absolutuki konbern
n=1	 n=1	 a

o	
CO	

_

genteak badira,---- +	 (a
n
 cox nx+ b

n
sin nx)2	 >__

n=1
serie trigonometrikoa absolutuki eta uniformeki konbergentea

da tarte erreal guztietan.

Frogapena

la n cos nx+ b n sinnxIs lan i + ib n i, V xw R, (n = 1,2,...)

Eta Yla
n

1, Zib
n

I serieak konbergenteak direnez, Weierstrass-

-en erizpidea aplikatuz teorema frogatzen da.
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25.3. Koefizienteen kalkulua

Izan bedi f(x) 2w periododun funtzioa. Demagun fun-

tzio hau serie trigonometriko baten batura dela ( ff,w) tar-

tean; hots,

f(x) = —2
2

n=1
(a

n
 cos nx + b

n
 sin nx) [2 ]

Serie trigonometrikoa uniformeki konbergentea bada, se

rie funtzionalen propietateen arauera, f(x) jarraia da eta on

doko berdintza betetzen da:

( W

f(x) dx =	
2 dx
	 >c° (
	

a
n
 cos nx dx +	 b n sin nx dx

w n=1-	 -w

Kalkulatuko ditugu serie trigonometrikoen koefizienteen

espresioak f-ren funtzioan.

a
o
 koefizientearen espresioa lortzeko kalkula ditzagun berdin

tzaren bigarren ataleko integralak:

W	 ab
dx =a

o
)-w

a n	sin	 nx
-

w

a
n
 cos nx dx =

-w

a
n
	cosnxdx

)11T
-w

= 

b
n
	sin nx dx =

-w

b
n

sin	 nx	 dx
-wf u

-b
n
 cosnx '	 w

-w

= 0=

Beraz,

f(x) dx = wa
o

eta



[4]

[5]

w

a
o	1

=	 f(x) dx

formula dugu.

Beste koefizienteen kalkulura pasatu baino lehen, inte

gral mugatu batzu kalkulatzea beharrezkoa dugu. Izan bitez n

eta k zenbaki arruntak; n 	 k denean:

f: cos nx cos kx dx = 0_ 

/

cos nx sin kx dx = 0
- w

/

sin nx sin kx dx = 0
- w

eta n = k denean:

fl

: 

cos
2	

wkx dx = 

sin kx cos kx dx = 0

f-'

sin kx dx = w

a k (k = 1,2,...) koefizienteak kalkulatzeko [2] berdintzaren

atal biak cos kx funtzioarekin biderkatzen ditugu:

ao
f(x) cos kx = -

2
- cos kx +	 (a

n
 cos nx cos kx + b

n
 sin nx cos kx)

n=1

Serietrigonometriko berri hau ere uniformeki konbergen

tea denez, gaiz gai integra daiteke:
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[3]
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+ >--C° 
a
n
	cosnxcoskx+b

n 

w

n=1
sin nx cos kx dx)

P7T
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W	

a	 .
o 

I
f(x) cos kx dx =	 cos kx dx +

-w	 -w

Eta [4] eta [5] formulak kontutan hartuz zera ikusten dugu: bi

garren ataleko integralak nuluak dira a
k koefizientedun inte-

grala izan ezik. Beraz,

(f(x) cos kxdx = a
k
	cos

2
 kx dx = a

k w '
)-w	 W

eta

f w
a
k =
	 f(x) cos kx dx

-w

espresioa ateratzen da.

b
k (k = 1,2,...) koefizienteak kalkulatzeko [2] berdintzaren

atalak sin kx funtzioarekin biderkatzen ditugu:

a^
f(x) sin kx =	 sin kx +	 (a

n
 cos nx sin kx+b

n
 sin nx sin kx)2

n=1

Serie hau uniformeki konbergentea denez, gaiz gai integratuz,

a iw
f(x)sinkxdx = —9-	 sin kx dx +

2
f-ff

[6]

n=
cos nx sin kx dx +b

n
	sin nx sin kxdx).

-ff

Berriro ere, bigarren ataleko integralak anulatzen dira

b
k koefizienteduna izan ezik:
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f(x) sin kx dx = b
k
	sin

2
 kx dx = b

k
w

-w

beraz,

	

b = !	 	 f(x) sin kx dx.
k	 w

-w

[3] , [6] eta [7] formulak [2] espresioaren koefizienteetara-

ko Fourier-en formulak deitzen dira.

25.4. Oharra

T(x) funtzioa integragarria eta w periododuna baldin

bada,

(a+w
T(x) dx =	 Y(x) dx

OE

berdintza betetzen da, a edozein zenbaki erreal izanik. Hau

da, w zabaleradun tarte guztietan T(x) funtzioaren integral

mugatuen balioak berdinak dira.

Frogapena

i

a+w	 o	 a+w
Y(x)dx =	 T(x) dx + í	 T(x) dx + 	 T(x) dx.

o	 w

Vt c R,	 T(w+t) = T(t) denez, x = w+t aldaketa eginez

gero, ondoko berdintzak ditugu:

ja+w
T(x) dx =	 T(w+t) dt = I	 T(t) dt =f	 T(x) dx

[7]
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Beraz,

ja+w
y (x) dx =	 y(x) dx +	 Y(x) dx +

eta hemendik

fa+w
,f(x) dx =	 y(x) dx

ondorioa ateratzen da.

Ohar hau kontutan harturik,	 edozein	 a	 zenbaki erreale

tarako Fourier-en formulakondoko eran	 idatz daitezke:

= —

f

a f(x)	 cospx	 dx

a+w

(p	 = 0,1,2,..)

bp = — f(x)	 sin	 px	 dx
ct-w

(p = 1,2 , 	  )

25.5.	 Serie trigonometriko orokorrak

Zentzu generalago batetan serie trigonometrikoak esa-

ten zaie ondoko motatako seriei:

a
o
2	 (a

n
 cos n w x + b

n
 sin n w x )

n=1

a
o
, a

n
, b

n	(n = 1,2,...) konstante errealak izanik.

Serie hauek konbergenteak direnean, beraien baturak

21T 
periododun funtzioak dira.
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2w
Mota honetako serie bat --- zabaleradun tarte bate-

lll

tan uniformeki konbergentea eta beraren batura f(x) funtzioa

badira, 25.3. puntuan egindako kalkuluak errepikatuz ondoko

formulak ateratzen dira:

i	 ,,
a =
P

w
w f(x) cos pwx dx
w

/ ;

, (p = 0,1,2,...)

b =p
w

f(x) sin p w x dx , (p = 1,2,3 , 	  )
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serie	 trigonometrikoa,	 zeinen	 koefizienteak

a
o 

= T	 f(x)	 dx
j 

-1

an

b
n

= T

=	
1

1

- 1

- 1

f(x)	 cos

f(x)	 sin

w n x 
d x

d x

(n=1,2,...)

(n=1,2,...

1

w n x
1

(2)
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26. GAIA

FOURIER-EN SERIEAK

26.1. Definizioa

Izan bedi f(x) funtzioa integragarria eta 21 periodo

duna.

a
o	

co

n=1 (a
n
 cos	

1
^ x + b

n
	sin 	 n x )

	
( 1 )

formulen bidez ematen diren f(x),funtzioaren Fourier-en seriea

deitzen da.

(2) formulak ateratzeko nahikoa da -71 = 1 aldaketa egitea

25.5 puntuan.

Sortzen den galdera zera da: Zeintzu baldintza bete be
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har ditu f(x) funtzioak Fourier-en seriez garagarria izan da-

din, hau da, beraren Fourier-en seriea konbergentea eta serie

aren batura f(x) funtzioa izan daitezen?

f(x) funtzioa Fourier-en seriez garagarria izateko bal-

dintza nahikoak ikusi baino lehen, ondoko bi definizioak iku

siko ditugu.

26.2. Definizioa

f(x) funtzioa (a,b) tarte irekian leuna dela esaten da

ondoko hiru baldintzak betetzen dituenean:

I) f(x) jarraia (a,b) tartean;

II) f'(x) Jarraia (a,b) tartean;

III) f(a+0), f(b-0) albolimiteak eta f'(a+0), r(b-0) al

boderibatuak existitzen dira.

26.3. Definizioa

(a,b) tartea azpitarteez deskonposa daitekeenean, azpi

tarteen kopurua finitua delarik eta azpitarte bakoitzean f(x)

funtzioa leuna izanik, f(x) funtzioa (a,b) tartean zatika leu

na dela esaten da.

Beraz, f(x)	 (a,b) tartean zatika leuna baldin bada,

lehen mailako etenguneak ditu, ez beste motatakorik, etahaiek

kopuru finitu batetan.
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Adibidea:

si^

r'''
/1 •

i	 I
i I
i	 i
i	 ,

1.../
i

I

I
0 a b

)
X

26.4. Teorema

f(x) funtzioa 21 periododun funtzio periodikoa eta

(-1,1) tartean zatika leuna baldin bada, orduan beraren Fou

rier-en serieak,

—° +
2

n=1
(a n 	cos

n x + b n sin
w n x )

1 1

delakoak,	 non

an =	
1

1

-11 f(x)	 cos
w n x

d x
1

1
b n = T

f-1
f(x)

w n x
d x

1

diren,	 jarraitasun-puntuetan	 f(x) funtziorantz	 konbergitzen

)o+	 x(f)o-x(f	 + 
du, eta etenguneetan,	 baliorantz.

2

Teorema honen bidez, Fourier-en seriez garagarriak di-
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ren funtzioen kopurua oso zabala dela ikusten da; honegatik,

Fourier-en serieak asko erabiltzen dira bai matematikan bai

fisika matematikoan.

Azken teorema hau ez dugu frogatuko eta beste era ba-

tetan enuntziatuko dugu ondoko definizioa eman ondoren.

26.5. Definizioa

Demagun f(x) funtzioa (a,b) tartean definiturik da-

goela. (a,b) tartea azpitarteez deskonposa daitekeenean, az-

pitarteen kopurua finitua delarik eta azpitarte bakoitzean

f(x) monotono eta jarraia izanik, f(x) funtzioak (a,b) tar-

tean Dirichlet-en baldintzak betetzen dituela esaten da; hau

da, f(x) funtzioak (a,b) tartean Dirichlet-en baldintzak be

tetzen ditu tarte honetan zatika monotonoa eta zatika leuna

bada eta etenguneen kopurua finitua denean.

26.6. Teorema

f(x) funtzioa 21 periododun funtzio periodikoa bada,

eta (-1,1) tartean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu,

beraren Fourier-en serieak f(x) funtziorantz konbergitzen du

f(x-o) + f(x+o) 
jarraitasun-puntuetan, eta 2

	espresiorantz,

etenguneetan.



71

26.7. Adibideak

1. Adibidea. Izan bedi f(x), 2wperiododunfuntzio bat ondoko

eran definitua:

f(x) = x	 , - w <x<w	 denean.

Adierazpen geometrikoa

\I

i

i

A

:

i

1

-3rl l
1
i

M

I

in

i

9.11 3n x

f(x) funtzioak Dirichlet-en baldintzak betetzen ditu. Kalkula

ditzagun Fourier-en koefizienteak:

1 x2
a
o

= x d x	 = ; 2
= 

-1T -w

ak

b k

=

--

—
w

j

x cos kx dx
- W

x	 ssin	 kx dx	 =

=
sin	 kx

-W

k
+

I

-ff 

sin	 kx	 dx

w
cos kx dx =

x

cos kx
x

-w 1T
_

-2 cos k w	 2 sin k w	 1 )k+1 2

k w
2

=0

Honelatan, ba, ondoko Fourier-en seriea lortzen da:
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co.

f(x) = 2	 (-1)
k+1

k=1

sin kx
k

Berdintza hau puntu guztietan betetzen da, etenguneetan

izan ezik. Etenguneetan seriearen batura funtzioaren alboli-

miteen batezbesteko aritmetikoa da; beraz, zero da.

2. Adibidea. Izan bedi

f(x) = x 2	 -w <x<w denean,

eta funtzio honen periodoa 2w izanik.

Adierazpen grafikoa:

i

I
I

i
i
1

i
I

I
i

I

i
I

i
i
1

i
i

I I
-3f1	 - -0 0 n 2n 3n x

Funtzio honek Dirichlet-en baldintzak betetzen ditu eta

beraren Fourier-en koefizienteak ondokoak dira:

If =	 x 
a = —	 x dx	 -o	 w	 3

- w	 - w
3



4w	 2
cos kw -

wk
2

wk
3

- w	 k 2
sin kx

1	 1T

= (-1)
k	 4
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1	 1 	 x sin k  w	 2

	

a
k = T	

x cos kx dx =	 x sin kx dx

f-	 W	 - 1T

2	 x cos kx
nk

-

f
+

-
cos kx dx =

ff

1	 2 .	 2b
k =
	 x sinkxdx=	

x2 cos kx 
+

kwj_	
-w 1

x cos kx dx =

2
wK

x sin kx 1_

-w

sin kx dx

2	 cos kx

wk
2

Beraz,

2

	

f(x) =
3
 + 4 >gl	 (_1)k cos kx

	k=1	 k
2

eta f(x) puntu guztietan jarraia denez, azken berdintza puntu

guztietan betetzen da.

Ondorioz, aurreko berdintzan x = w egiten badugu,

	

2
	

co 	
1

	

6	
n=1
	

n
2

W

= o
W
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formula lortzen da; hots, serie harmoniko baten batura.

3. Adibidea. Kontsidera dezagun f(x) funtzio periodikoa, 2w

periododuna, ondoko eran definitua:

f(x) = 0	 , -w<x<0	 denean;

f(x) = x	 0 < x < w	 denean.

Adierazpen geometrikoa

Kalkula ditzagun Fourier-en koefizienteak:

lj w 
f(x ) dx = --1 j

	

a - —	 x dx =
o	 w	 2

- w	 0

a
k

b
k

=

=

1	 w
711:	

0

1

x cos

cos kx

kx dx

w

0

kx	 dx

1
= —

2

w
2

k

0

1
=

k

1
—
w o

k

x	 sin

x sin kx	 w	 1 iw
sin kx dx =

0	 0

, k bakoitia denean;

, k bikoitia denean.

x cos kx	 w
+	 cos kx dx =O

	 0
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, k bakoitia denean,

k bikoitia denean.

Beraz, Fourier-en serieak ondoko forma du:

cos x	 cos 3x	 cos 5x 
f(x) = — -	 (

4	 w 1	 3
2

5
22

sin x	 sin 2x	 sin 3x
+ (

	1 	 2	 3

f(x) funtzioaren etenguneetan seriearen batura, hau da, f-ren

albolimiteen batezbesteko aritmetikoa 2 da.

4. Adibidea.	 Dernagun f(x)	 funtzio periodikoa, 2 w periodo

duna eta	 (0,2 w ) tartean f(x) = x dena.

Adierazpen grafikoa:

Y

i
/ i ii

I

- liti	 -QA-1 2..n k-i n
>
x

Funtzio hau	 [- u , u] tartean ondoko eran definiturik

dago:
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f(x) = x + 2 w	 x E [-	 0)

f(x) = x	 x E [ 0

Beraz, koefizienteetarako Fourier-en formuletan inte-

grazio-tartetzat [0,2w] tartea hartzea komeni zaigu; beraz,

(2w
x dx = 2w

) 0

f

ak =
	

2w	
1	 x sin kx 

x cos kx dx -	
cos kx	 2'

0 k2	 0

'=

2w	
dxdkxksinisx	

2w
=-

, 1	 x cos kx	 sin kx	 2b
k	 w

0	 k2 ] 0

Honelatan, ba,

f(x) = w - , sin x	
2

-	 sin 2x - 2 sin 3x - 2, sin 4x - 	
2
1	 4

Serie honek f(x) funtzioa puntu guztietan adierazten

du, etenguneetan izan ezik (hau da, x = 0, 2 n , 4 w	 pun

tuetan izan ezik). Etenguneetan seriearen baturak w balio du.

FUNTZIO BIKOITI ETA BAKOITIETARAKO FOURIER-EN SERIEZKO GARAPE

NAK.

26.8. Lema

= 0

Demagun	 Y(x) funtzioa integragarria dela [-1,11 tar
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tean.	 y(x) funtzioa bikoitia bada,

1
y(x) dx = 2

-1	 j10

Eta	 y(x) bakoitia bada,

Y(x) dx = 0
-1

Frogapena

y(x) bikoitia denean,

1	 0
	

1

Y(x) dx =	 Y(x) dx +
-1	 -1

1	 1

=l
l	 Y(-x) dx +
0	 0

Y(x) dx =	 2
1

0

Y(x) bakoitia denean,

	

1
	

1	 1
Y(x) dx =	 y (-x) dx +	 y(x) dx =

	

J-1
	

0	 0

1	 1
= -	 y(x) dx +	 Y(x) dx = 0

j 0	 / 0

26.9. Teorema

Demagun f(x) funtzioa Fourier-en seriez garagarria dela.
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f(x) funtzioa bikoitia bada, beraren Fourier-en serieak

wn x
a

n
 cos

1

forma hartzen du,

1
2 	 o	 wn xf(x) cosa = —	 dx

n	 1	 1

izanik.

(n=0,1,2,...)

Frogapena

Dakigunez, Fourier-en serieak

a
o

>--	
n x	 n

(a
n
 cos 

w 

1	
+ b

n
 sin 

w 

1 

x

n=1

eratakoak dira.

a

2 + n=1

f(x) eta cos

f(x) cos 
w n x

1

ateratzen da:

wn x 
funtzioak bikoitiak direnez,

1

bikoitia da; eta 26.8. lemaren bidez ondokoa

	

f 1	 1
n

1	 w n x	 2	 w n x 
f(x) cos	 dx =	 f(x) cos	 dxa = T

	-1	 0

Bestalde sin n n x
1

funtzioa bakoitia denez , f ( x rsin w n x
1

biderkadura-funtzioa bakoitia da; beraz•, 26.8 lemaapli

katuz,
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1
b =	 f(x) sin	

w n x

n	 1	 1
-1

dx = 0

dela dugu eta teorema frogaturik geratzen da.

26.10. Teorema

f(x) funtzioa bakoitia eta Fourier-en seriez garaga-

rria baldin bada, beraren Fourier-en serieak

b
n
 sin

	

	
n n x

1
n=1

forma du, non

j 1
W n x 

bn	
2

=	 f(x) sin	 dx	 (n=1,2,...)
 

0

den

Frogapena

w 

1
n x 

f(x) bakoitia eta cos 	  bikoitia direnez, beraien bider-

n xw 
kadura f(x) cos 	  bakoitia da; eta 26.8. lemaren bidez,

1
_ 1	 wnx

f(x) cosa n - T Í_, dx = 0

CO

1

Bestalde, sin
w n x

1

w n x
bakoitia denez, f(x) sin 	

1

bikoitia izango da; beraz,

1	 1
brirodsinwnx dx =

x	
2	 W n x 

dx1	 1	
f(x) sin

1
0



2 
b = —
n	 Tr	 o

2
sin nx dx = -	 cos nx

wn Ow

2	
11 - ( - 1)n)

w n

0 ,	 n bikoitia denean;

4	
n bakoitia denean.

n
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Aurreko bi teoremetan ikusten denez, f(x) funtzioa bi

koitia edo bakoitia denean, Fourier-en koefizienteen kalku-

lua errazagoa da.

Adibidea. Gara dezagun Fourier-en seriez 2n periododun on

doko funtzioa:

- w < x < 0	 denean;

f(x) =	 0	 x = 0 eta x = w denean;

1
	

0 < x < w denean.

Adierazpen grafikoa:

Y

t

i
1

i

:
i

i
1

1

,

—311 1

i
i

—2n,
i
1

—n'
1

I

0 ti '
1

i
i

r2nr
i
1

3i) X

f(x) funtzioa bakoitia denez, a n = 0	 (n=0,1,2,...) dugu.

Kalkula dezagun b n koefizientea:
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3P_	
X
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Beraz, Fourier-en seriea hauxe da:

4	 .	 4 sin	 3x	 4 sin 5x f(x) =	 sin x + w	 + w
	3 	 5

>co	
sin (2k+1) x 

k=(in 	 2k+1

Adibidea. Kontsidera dezagun ondoko eran definituriko 21 pe

riododun funtzioa, f(x):

f(x) = ixi ,	 -1 < x < 1

Adierazpen grafikoa:

Emandako funtzioa Fourier-en seriez garagarria da eta

bikoitia denez, b k koefizienteak nuluak izango dira; beraz,

kosinu-serie bat edukiko da.

2	 k „ x
a k = —1	 x cos	 dx =o 1

21
1,2

0
t cos kt dt =
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0 , k bikoitia denean;

k bakoitia denean.
w

2
k

2

Honelatan, ba,

	

lt	 3w	 (2p+1)w
cos T x	 cos	 x	 cos
	  +	 + 	 +..

3

	

1
2	 2

(2p+1)
2

FUNTZIO EZ-PERIODIKOEN FOURIER-EN SERIEZKO GARAPENAK

Suposa dezagun f(x) funtzioa (0,1) tartean definitu-

rik dagoela eta tarte honetan Dirichlet-en baldintzak betetzen

dituela. Ikusiko dugunez, f(x) funtzioa jarraitasun-puntuetan

Fourier-en serie baten bidez adieraz daiteke. 	 Horretarako

f(x)-en hedapenak zuzen errealean kontsideratuko dira.

26.11. Definizioa

Demagun f(x) funtzioa (0.1) tartean definiturik dagoe

la. T(x) funtzioa f(x) funtzioaren hedadura periodiko eta bi

koitia dela esaten da, ondoko baldintzak betetzen direnean:

1) T(x) = f(x)	 , 0 < x < 1	 denean.

2) T(-x)= T(x)

3) T(x+21) = T(x)

41

41
2

T(x) funtzioa f(x) funtzioaren hedadura periodiko eta bakoi
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tia da baldin

1') If(x) = f(x)	 (0 < x < 1)

2') T(-x) =	 1,(x)

3') y(x+21) =	 1,(x)

berdintzak betetzen badira.

26.12. Teorema

f(x) funtzioak (0,1) tartean Dirichlet-en baldintzak

betetzen baditu, orduan tarte honetan f(x) funtzioa kosinue-

tako Fourier-en seriez gara daiteke; beraz,

a
f(x) = o +	 a

n
 cos

n=1

n x 

1
0 < x < 1 .

1
wn x a =	 I	 f(x) cos 	  dx izanik.

n	 1	 1
0

Frogapena

Har dezagun f(x)-en hedadura periodiko eta bikoiti bat,

( x )

Y(x) funtzioa Fourier-en seriez garagarria da zuzen

erreal guztian eta serie hau kasinu-serie bat da; hots,

a	 CO

Y(x) = —2 +	 a cos
2	 1 

x 

n=1
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1
ffn x 

a	
1	 1

T(x) cos	 dx izanik.
n 

0

Baina (0,1) tartean f(x) = T(x) denez, teorema froga

tzeko nahikoa da aurreko formulak (0,1) tartera murriztea eta

T(x) = f(x) aldaketa egitea.

26.13. Teorema

f(x) funtzioak (0,1) tartean Dirichlet-en baldintzak

betetzen baditu, tarte honetan f(x) sinuetako Fourier-en se-

riez gara daiteke; beraz,

f(x) =

n=1
b
n
 sin

wn x

1
,	 0 < x < 1 ,

1
w

non b
n
	n x
=	 f(x) sin	 dx den.

0

Frogapena

Kontsidera dezagun f(x)-en hedadura periodiko eta bi-

koiti bat, T(x).

T(x) sinuetako Fourier-en seriez garagarria da. Garapen

hau (0,1) tartera pasatuz eta T(x) = f(x) eginez goiko for-

mulak lortzen ditugu.

26.14. Definizioa

Izan bedi f(x) funtzioa (a,b) tartean definitua. F(x)
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funtzio bat f(x)-en hedadura periodikoa dela esaten da:

1) F(x) = f(x),	 a < x < b	 ;

2) F(x+T) = f(x) ,	 T = b-a izanik,

betetzen dituenean.

26.15. Teorema

f(x) funtzioak (a,b) tartean Dirichlet-en baldintzak

betetzen	 baditu,

nuetako seriez

(1)	 f(x)	 =

1
a n = y

b
	
=	

1

eta 21 = b-a

tarte	 honetan f(x)	 Fourier-en	 sinu	 eta

gara daiteke;	 hots,

o	 n x	 n x>	 (a	 ircos	 + 

kosi

a<x<b, x < b,

j

2	 1n=1

b
w	 xn

w
1	n	

sin	
)

f(x)	 dx,cos
1a

b
x	

dx
w nf(x) sin

a

izanik.

Eta	 (a,b)	 tarteko	 etenguneetan	 (1) seriearen	 batura

f(x+0) + f(x-0) 
da.

2

Frogapena

Izan bedi F(x) f(x)-en hedadura periodikoa. F(x) fun-

tzioa zuzen errealean Fourier-en seriez garagarria da; beraz,
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a	 co
w x	 nw x 

F(x) = ° + Zi (a	
n

cos	 + b sin 	  ),	 (2)2	 1	 1n=1

non

a
n

b
n

1
= —i

=	
1
T

1

-1

1

-1

F(x)	 cos

F(x)	 sin

* n X
dx

dx

(3)

1

w ° x

b - a = 21

formulak diren.

(a,b) tartean F(x) = f(x) denez, (2) formula (a,b) tartera mu

rrizten bada,	 ondoko berdintza ateratzen da:

n x	 n x
f(x) = 2
	 1

+	 (a cos 	  + b sin 
	
1
 ) , a < x < b	 (4)

n=1

Baina (3) formuletan ezin da F(x) funtzioaren ordez

f(x) funtzioa idatzi (-1,1) tartean f(x) funtzioak ez duelako

zertan definiturik egon behar.

i
w x	 w n x 

Dena den, F(x) cos 	  eta F(x) sin 	  funtzioak
1

21 periododunak direnez, 25.4. lemaren bidez (3) formuletarako

beste espresio batzu ateratzen dira:

j b
1	 wnx 

f(x) cos 	  dx
a

a n = y
1
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b
1	 Ir n x

	

b	 . ,-.	 f(x) sin

	

n	 1	 1
a

Eta (a,b) tartean F(x) = f(x) denez, azken formula bi

hauek ondoko eran adieraz daitezke:

an

b
n

1
= T.

=	
1
i

,

b

a

i	 b

a

f(x)	 cos

f(x)	 sin

nnx
dx

dx

i

wn x
1

Azkenez, (a,b) tarteko etenguneetan (1) seriearen batu

2
F(x+0) + F(x-0)	ra	 denez eta (a,b) tarteko puntu guztie-

tan F(x) = f(x) delarik, argi dago (4) seriearen batura

f(x+0) + f(x-0) 

Adibidea.	 Bilatu behar dugu (0,1) tartean definitutako

f(x) = 1-x funtzioaren garapena

I) kosinuetako Fourier-en seriez,

II) sinuetako Fourier-en seriez,

III) sinu eta kosinuetako Fourier-en seriez.

I) f(x) funtzioaren hedadura periodiko eta bikoitiaren adieraz

pen grafikoa:

dx

dela.
2
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A. o
(-1,1) tartearen luzera erdia 1=1 da eta 1-x espresioaren ga-

rapenaren forma:

a
o	w

-- + ›— a
n 

cos wnx.
2

n=1

Kalkula ditzagun an (n=0,1,2,...) koefizienteen ba-

lioak:

a n = 2 
i 0
	 (1-x) cos wn x dx =

=
2
n n (1-x) sin wnx +

o

1

0	 -J

2
	  cos wnx2 2

n n

1

0

2 
=	 	 	 (1-(-1)n)	 =2 2

ir n

n bikoitia denean,

n bakoitia denean.

ao = 2	
0
	 (1 - x) dx = 1

Beraz, (0,1) tartean ondoko garapena dugu:
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1-x = 1 + 4
	 cos x	 cos 3 7r x	 cos 5 11 X 

- 
2	 2 2

1	 3
2

5
2

; 
4- 42	 Zi	

cos (2k+1) wx

n	 K=0	 (2k+1)
2

II) f-ren hedadura periodiko eta bakoitiaren adierazpen gra-

f ikoa:

I
i

-1 0

i
I
i

_

Garapenaren forma

co 

b
n
 sin wnx

n=1

da, eta

/ 1

n 
= 2	

1
b

2
(1-x) sin unx dx = _	 (1-x) cos unx

/ 0	
n	

0

2
n

Beraz,

1-x =
	 sin nx	

0 < x < 1	 denean.
n=1
	 n

1
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III) Kontsideratzen dugu, orain, hedadura berri bat:  

N
\\\  

Kasu

1-x

0	 2,	 3	 x

=

honetan

ao
=	 +

2

a	 =	 1
o

a
n 

= 2
j

b	 = 2
n

1

/1

0

1

0

1
-2-= 	 da eta garapenaren forma

(a	 cos	 2 w nx	 +	 b
n	

sinn	 -

ondokoa:

2n	 nx)

1

sin	 2n nx	 dx

n=1

1(1-x)	 cos	 2	 dx	 =unx
n

(1-x)	 sin	 2 unx	 dx	 =

(1-x) cos 2 unx
1

1T n
ol

wn

Honelatan, ba, (0,1)	 tartean	 f-ren	 sinu	 eta	 kosinueta

ko seriezko garapena hauxe da:

1
1 - x = —

2 
+	 > 

n=1

sin 2 unx
n



PROBLEMAK

Serie funtzionaletaz 	 	 93

Berredura-serie eta Taylor-en serietaz 	  104

Fourier-en serietaz 	  118

91





93

1. PROBLEMA

Bila dezagun x >0 delakoaren zeintzu baliotarako den

konbergentea ondoko seriea:

x
n 1+ 2n=1

Ebazpena

1
0 <x <1 denean,	 lim	 7 # 0

x n 
1

+ 2n-Hzo

x	
1

= 1 denean,	 lim 	 	 = 1 # 0
n+m x

n + 2

Beraz, 0 <x <1	 denean konbergentziarako beharrezko

baldintza betetzen ez denez, seriea dibergentea da.

x >1 kasuan, D'Alembert-en erizpidea aplikatuz,

x n + 2	 1 + 2/x
n

lim 	  = lim 	  - 1 < 1
n+co	 x n+1 + 2	 n+o)	 x + 2/x n

Honelatan, ba, seriea konbergentea da x >1	 denean.

2. PROBLEMA

xn-1 a)
n=1 	 n 2n
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n-1 x 2n-1
b) >21	 (-I) 

	n=1	 (2n - 1)!

Esan aurreko bi serieak x-en zeintzu baliotarako di

ren konbergenteak.

Ebaz2ena.

limla)
1 a + 1	 .= lim I 	 x n n 2 n	1_ lim 1	 nx	 1 = 1x1

a 1	 a
n+co
	

(n+1) 2
n+1 

x n-11 n.co 1 2(n+1 1	 2
n÷co

Baldin -	 < 1 *4. 1x1 <2 4=>-2 <x< 2 bada, seriea ab

solutuki konbergentea da.

Baldin 1x1 = 1 <=4 x = + 2 bada, erizpideak ez digu
2	 -

konbergentziaz informatzen, eta balio hauetan zer gertatzen

den ikusteko beste bide bat hartu behar dugu.

x = 2 balioan, serieak ondoko forma du:

11
= 2	 n2 n n=:1-

eta dibergentea da.

x = -2 balioan, ondoko seriea

>1.:)	
(-2)

n-1
 _ 

nm

	
(-1)

n-1
 2

n-1	 ,22.	
(-1)

n-1

n 2 n n 2
n	 2 nn=1	 =1	 n=1

co

n=1
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1	 co>-- (-1)
n-1

2 n=1

alternatua eta konbergentea da Leibniz-en teoremaren bidez.

IxIBaldin —2 > 1 (.) IxI >2 bada, konbergentziarako be-

harrezko baldintza ez da betetzen:

x
n-1

(x/2)	
n

(x/2)
n
 log x/2	 o

lim 	  = lim	 - lim
n+co	 n 2 n	n+co	 x n	 n+co

ao	
x
n-1

Honelatan, ba
n=1	 n 2n

mua [-2,2) tartea da.

seriearen konbergentzi ere

i a n + .1 1
x2	 x	

2
	b) lim	 lim	 - lim	 - 0I	 a n	 I	 (2n+1) 2n	 (2n+1) 2n

	

n+co	 n+co	 n+co

Edozein x-etarako seriea absolutuki konbergentea da.

3. PROBLEMA

Kalkulatu ondoko seriearen konbergentzi eremua:

OD 

n=1

1

(x+n) (x+n-1)

Ebazpena.

Deskonposatzen dugu seriearen gai generala:
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1 A(x+n-1) + B(x+n) 

(x+n) (x+n-1)(x+n) (x+n-1) x+n	 x+n-1

	1 = A(x+n-1) + B(x+n)	 A = -1 , B = 1

eta ondoko berdintza lortzen da:

	

1 	 1	 1 

	(x+n) (x+n-1)	 x+n-1	 x+n

Beraz,	 x # 0, x	 1,	 x # 2,	 .	 balioetarako:

/ 1	 1 	 )	 ( 	 1	 1
S
n
 = a 1 + a 2	+ a

n - x	 x+1	 4- x+1	 x+2

	+ ( 	 1	 1 	 \	 1	 1) = _ -
x+n-1	 x+n	 x	 x+n

)
lim	 S

n 
=	 lim	 ().11( 	

=x+n
n+m	 n•m

Beraz, emandako seriea konbergentea da x # 0, x #1,

	

x # 2, ...	 balioetarako, eta beraren batura, X funtzioa.

4. PROBLEMA

Bila dezagun x delakoaren zeintzu baliotarako 5enkon

bergentea ondoko seriea:

co 
(-1)

n+1
1

n=1
nx
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Ebazpena.

1
Balio absolutuen seriea,	 (2) serie harmoni

n=1	 n
koa, konbergentea da x >1 denean; beraz, (1) seriea absolu-

tuki konbergentea da.

1
Baldin x = 1 bada,	 (2) seriea	 — seriea bihurtzen

da.

lim	 1 = 0
n+op  

1/n 	 _ n+1	 1	 1 

n	
1

n+1
1/n+1

n e N

Leibniz-en teoremaren hipotesiak betetzen direnez, (1)

seriea x=1 kasuan kondizionalki konbergentea da.

0 < x < 1	 denean:

lim
	 1	

= o
n+co	 nx

1/(n+1) x	(n+1)x

1/n x	 (n+1)	 ix	 =4  1 	 > 	 1 
\ n	 x

	

n
	 n E N.

(1) seriea kondizionalki konbergentea da. 	 x = 0 denean, (1)

seriea 1-1+1-1+...	 seriea bihurtzen da; beraz, oszilanteada.

x <0 denean, konbergentziarako beharrezko baldintza ez da be

tetzen; beraz, (1) seriea dibergentea da.



(1)
1 

n
lnx
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5. PROBLEMA

Eman ondoko seriearen konbergentzi eremua:

co7--	 (-1) n+1
n=1

Ebazpena.

Co

Azter dezagun balio absolutuen seriea: Z.
n	 (2)
 2)

n=1 n
x

lim n a • 	  - 1	 ,
n
lnx

n co
a = ln x denean.

Baldin ln x > 1 44.x > e bada, (1) seriea absolutuki

konbergentea da. Baldin ln x = 1 ,,=> x = e bada, (2) seriea

L -1 seriea bihurtzen denez, (2) seriea dibergentea da. Ikus
n

dezagun, (1) seriea kondizionalki konbergentea dela:

	

lim	
i
7:1-	

= 0
n-eco

	

1/n	 _  n+1	 1 	 1 
	> 1	 >	 >	 VnEN

	

1/n+1	 n	 n	 n+1

Leibniz-en teoremaren hipotesiak betetzen direnez, (1)

seriea kondizionalki konbergentea da x = e kasuan.

1 <x <e denean,

	

lim	 	  - 0
n
lnx

n+co
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I a n I i . = (  nn+1  \ ln x >i ln x = 1
la n 4. i

baldintzak betetzen direnez, (1) seriea kondizionalki konber-

gentea da.

Baldin x = 1	 bada, (1) seriea 1-1+1-1+1 ...	 serie

oszilantea da.

Baldin 0<x <1 <===> - co < 1n x < 0, (1) seriea dibergen

tea da, konbergentziarako beharrezko bald intza betetzen ez due

lako.

Beraz, (1) seriearen konbergentzi eremua (1, + w) tar

tea da.

6. PROBLEMA

Azter dezagun ondoko seriearen izaera x-en balio des

berdinetarako:

m (41)n+1	 e-n sin x> 
n=0

Ebazpena.

co
-----Har dezagun balio absolutuen seriea: 	

e-n sin x
(2)

n=0
Cauchy-ren erizpidea erabiliko dugu:
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lim 
Vfe -n sin x

= e
-sin x	 1 

o-K	 e
	 x

n

1 
<1.,sinx>0<=;,2 kw < x <	 (2k+1)n	 , ke Z

e
sin x

Beraz, tarte hauetan (1) seriea absolutuki konbergentea da.

1 
>1	 sinx<0<=4(2k+1)w<x< 2 (k+1)w , ke Z

e
sin x

Beraz, (1) seriea ez da absolutuki konbergentea; eta konber-

gentziarako baldintza beharrezkoa betetzen ez denez, (1) se-

riea dibergentea dela dugu.

e
sin x
	 1 <=4	 sinx=0 <==;. x=kw
	 k E Z

x =kw ,kEZ denean, (1) seriea -1+1-1+1-.... seriea da;

beraz, oszilantea.

7. PROBLEMA

Bila dezagun ondoko seriearen izaera x-en balio desber

dinetarako:

(-1)
n-1

n=1	 n 3n(x-5)n

Ebazpena.

co 

Izan bedi n=1 n . 3n(x-5)n

	 (2) seriea eta kontside-
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ra dezagun Cauchy - ren erizpidea:

j 	 1	

1
lim

n+do 	 n 3 11 1x-51 n	 I 3(x-5)

I 	

I 3(x-5)

16
< 1	 3 1 x-5 1 > 1	 x	 eta x < 14

denean (1) seriea absolutuki konbergentea da.

1 

(x-5) 1	

= 1	 31x-51 = 1	 (2) seriea	 — seriea
3 

da; beraz, kasu honetan (1) seriea kondizionalki konbergentea

da.

x-5 = -1/3 (> x	
3	

-1
=	 kasuan	 (1) seriea	 seriea denez,

dibergentea da.

I 	 1 	
1	

14	 16> 1	 (t› 31x-51< 1,;=,	 3 < x <	 kasuan (1)
3

3(x-5)

seriea dibergentea da.

8. PROBLEMA

Aztertu ondoko seriearen konbergentzia uniformea:

co
x

n=1	 n5%3
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Ebazpena.

	

lim	 I an+11 -	 lim	 I 	 x n+1 n 5/3 i
I a n I

	n+co	 n+co	 (n+1)
5/3 

x
n I

	

x I <1 1,=), - 1 < x <1	 denean, seriea absolutuki konbergentea

1 

/
	da.	 x = 1 denean, >--	 serie harmonikoa dugu, eta,

n=1	
n53

dakigunez, konbergentea da; beraz, emandako seriea abolutuki,

-1)
konbergentea.	 x =	

co

-1 denean,	
( 	

serie alterna
5/3

tu konbergentea dugu.

lx1 >1 denean konbergentziarako baldintza beharrezkoa bete-

tzen ez denez, emandako seriea dibergentea da. Beraz, seriea

konbergentea da lxi <1 denean eta x-en balio hauetarako on

dokoa betetzen da:

xn

5/3
	 -	 lxin

15/3
	n 	

n5/3

ao 

5

1 

/
	Eta	 zenbaki seriea konbergentea denez,

n=1	 n
3

Weierstrass-en teoremaren bidez, emandako seriea [-1,1] tar

tean uniformeki konbergentea dela ateratzen da.

9. PROBLEMA

Zein puntutan dira ondoko bi serieak uniformeki konber

genteak?

a)
ao 

 sin n x

n=1	 n
2

= ixi

n=i



Aurrean egindako arrazonamendu berberaz, ›	
1

22 
+ xn 

seriea x puntu erreal guztietan uniformeki konbergentea de-

co 
b)

n=1

1 
22 

+ xn 
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Ebazpena.

a)
sin n x

n2
12	

Vn E N eta V x E R.
n

Desberdintza hau betetzen denez, Weierstrass-en erizpi

n
2
n xis 

dez, 	 	 seriea x puntu erreal guztietan uniforme
n

ki konbergentea dela frogatzen da.

b)
2 1

I n	 + x 2
1

n
2

\inEN	 eta	 Vx ER.

la ateratzen da.

10• PROBLEMA

Izan bedi	 f(x) =
n=

sin n x

n
3

Froga ezazue ondo-

ko berdintza:

7
f(x) dx = 2	 > 

0	 n=1

1

(2n-1)
4
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Ebazpena.

I 
sin n x 

n
 3

1

n
Vn e N	 eta	 V x E R.

y- sin	
3
n x 

Desberdintza hau betetzen denez,	 seriea

uniformeki konbergentea da puntu erreal guztietan Weierstrass-

-en teoremaren arauera; beraz, uniformeki konbergentea da

0<x < w tartean.

Orduan elementuz elementu integra daiteke eta ondoko

berdintzak ditugu:

	

f(x) dx = f n (>c°	 sin n x) dx -
ÍO	 0 n=1	 n

3
w sin n x 

dx =
0	 n

3

oD
= 	  (

n=4

cos n x w

I 	 I

co

> 
n=1

1 cos n w

n
4

n
4

(

2	 2	 2 = 2
3
4

5
4

1
4

1	 1	 1	 ,+	 +	 + ....) =
3
4

5
4

1
4

1 

n 1	 (2n-1)
4

11. PROBLEMA

2 x
n-1

e
x
 = 1 + x + 

x
— + 

x2 
+

	2!	 3! (n-1)!

= 2



a
n + 1 1

a)	 lim = lim
n+ co

x
n
 . (n-1)11

n
x-1 . n!	 I

a
n+ co	 n
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2	 3	 4 n
b) 1n11+xl = x -	 3 - 4	 ...	 (_1)n-1	 x

n

c) (1+x) P = 1 + px + P(P-1)	
x 2	 p(p-1)...(p-n+1) xn+

2!	 n!

Aurreko formulak hiru funtzioen Mac-Laurin-en garapenak

dira. Zein tartean konbergitzen dute serieek?

Ebazpena.

=	 lim	 I —
x	

lim

	

n co	 n n+ co

guztietan.

b)	 lim
n+co

da.

x	 =	 1	 denean,

Serieak e x	funtziorantz

(-1)
n
	x

n+1
=	 lim

n+co

-1	 <	 x	 <	 1

n-1	 x

konbergitzen du	 puntu erreal

lx1	 .	 n
1	 1

Baldin

(n+1)	 (-1) n-1 
x n

lx1	 <	 1	 4.=,

(-1

n	 + 1

bada,

seriea

=	 x

seriea konbergentea

(-1) n-1
se

n= n=	 n

rie alternatu konbergentea bihurtzen da.

= 0n

x = -1 denean, ondoko serie dibergentea dugu:
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(-1)
n-1co 

(-1) n 1

n=1

Emandako seriea (-1,11 tartean konbergentea da eta

konbergentzi erradioa 1 da.

c)	 lim  a n + 1	 =	 lim
	 p(p-1)..(p-n+1)(p-n) x

n+1 
n! 

	

n.co
	 a n	 n+m	 p(p-1)..(p-n+1) x n (n+1)!

= lim
n+co

(p-n) x
n+1

P1-=	 lim	 lx1 = 1x1
n+1

n1 

n+co

Seriea (-1,1) tartean konbergentea da, 	 p edozein zen

baki irreal izanik. Serie hau serie binomikoa deitzen da.

12. PROBLEMA

Eman ondoko berredura-seriearen konbergentzi tarteaeta

erradioa:

(n+1)
5
 x

2n

2n +1
n=0

Ebazpena.

= lim
n,co	 (n+1)5 x2n (2n + 3)

a n+ 1
a n

(n+2)
5
 x

2n+2 
(2n+1) 
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(n+2)
5 

(2n+1) x
2

=	 lim	 — x
2

	

n+co	 (n+1)	 (2n+3)

x
2 

< 1 <=>	 lx1 < 1 denean, seriea konbergentea da.

Ix1 = 1 denean emandako seriea dibergentea da gai generalak

zerorantz jotzen ez duelako.

Beraz, konbergentzi erradioa 1 da, eta konbergentzi

tartea, (-1,1)	 tartea.

13. PROBLEMA

Azter dezagun ondoko seriearen konbergentzi erradioa

eta tartea:

	

co 	
( x 

n

n=1
	 n+1	 \

Ebazpena.

lim 
I a n +1  !

=	 lim	
(n+1)(n+1) 2n 

+co	 a
n	 n+co	 (n+2) 2

n+1 n	 lxi =
n 

= 1 im
n•co

(n+1)
2 Ixl 

2n (n+2) 2

x = + 2	 denean,
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nlim	 n+1
	 - 1 # 0 denez,

n+co

serie dibergentea da.

Honelatan, ba, emandako seriearen konbergentzi erradioa

2 da eta konbergentzi tartea, (-2,2) tarte irekia.

14. PROBLEMA

Estudiatu ondoko berredura-seriearen konbergentzi erra

dioa:

co 
x
n-i

r4-1.72	 n . 3 n . ln n

Ebazpena.

n

	

	 n-1
x n-1 1	

x3n	 I	 x31lim = lim
n.co	 n . 3 n . 1n n	 n+co	 riF1 nfln n

11 <1 denean seriea konbergentea denez, berredura-seriearen

konbergentzi erradioa 3 da.

15. PROBLEMA

Esan ondoko berredura-seriea x-en zeintzu baliotarako

den konbergentea.
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co
1 n

2
( x-1)

n
.E •(1 + —n )

n=1

Ebazpena.

2
(1 + ñ ) n	 lx-1I n 	 =	 lim	 (1 +	 ) n lx-11	 =

n•co

= lx-11 e.

1
1x-11 e < 1 4==>	 lx-11	

1
<	 ,(=> 1	

1
-	 < x < 1 + —

e

x = 1 + ē eta x = 1 - ē kasuetan, konbergentziarako beha

rrezko baldintza ez da betetzen eta seriea dibergentea da:

lim

n.co

r-1-
1

(1 +	 )n
2

= 1	 0lim
en+w

Beraz, emandako berredura-seriea konbergentea da

(1 - ē , 1 + ē ) tartean.

16. PROBLEMA

x2 - 3 
Gara dezagun 	  expresioa berredura-seriez.

(x-1)
2
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Ebazpena.

2x - 3	 _	 2
	

1 

(x-1)
2
	

1-x	
(1-x)

2

--1	 (-1)(-2)...(-1-n+1) 
( 1)n xn =	

co	
xn

1-x	 n!
n=0	 n=0

serie honen konbergentzi tartea 1xl< 1	 izanik.

co 
1	 (-2)(-3).,.(-1-n) ( 1) n x n =

(1-x)
2

n=0	
nl

-
ao 

 (n+1)! 
n!	

(_1)2n	 n
x =	 (n+1) x

n , serie honen
n=0	 n=0

konbergentzi tartea 1x1 <1	 izanik.

Beraz,

ao	 co
2x - 3 _

2 > 	 x
n
 -	 (n+1) x

n 
=

(x-1) 2
n=0	 n=0

(n+3) xn

Eta espresio honen konbergentzi tartea 1x1 < 1 da.

17. PROBLEMA

Demagun	 expresioaren berredura-seriez
x 2 

3x - 5

 - 4x + 3
ko garapena eta serie honen konbergentzi tart•ea.



111

Ebazpena.

3x - 5 3x - 5 1 2 1 2	 1

x
2
 - 4x + 3 (x-1)(x-3)

x-1 x-3 1-x 3 1-x/3

	= 	 xn	 ,	 I < 1	 denean.
n=0

1 

	1-x/3 - %:- ( 23-(1 	 lxi <3 denean.
n=0

Beraz,

3x-5	
>	 x

n
 -	 >

n
	=

x 2-4x+3	 n=0	 n=0

	

= >	 3 3)
n 	

xn] _ >__() (i+ 2
n+1 ) x

n ,

lxi < 1	 izanik.

18. PROBLEMA

Bila ditzagun
2
	funtzioaren berredura-seriez-

\/4-x
ko garapena eta beraren konbergentzi tartea.

Ebazpena.

n=0	 n=	 3

1

\/4_x2

( 	 12

1/2 '	 z = V2- /	 izanik.2	 (;)2 	 2
(1-z)
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1 

(1-z)
1/2 -

5	 2n-1
(--) (-

3
—
2 

) (- —
2

) ... ( 	)2 
(-z) 	 =

n !

co 	
1 . 3 . 5 .... (2n-1) 	

z
n

n=ö
	

2 n . n !

Eta z delakoaren berredura-serie hori konbergentea

da	 <1 tartean. Honelatan, ba,

1	 1	 1 . 3 . 5 ... (2n-1)	 x2n
	  -

\14-x2n=	 2
3n 

n !
2

2x
eta serie hau I 	 < 1 denean konbergentea denez, beraren

konbergentzi tartea ixl < 2 da.

19. PROBLEMA

Kalkulatu ln(1+x-2x 2 ) funtziorako Taylor-en garapena

eta beraren konbergentzi tartea.

Ebazpena.

1 + x - 2x
2
 = (1-x) (2x+1)

ln (1 + x - 2x
2
) = ln (1-x) + ln (2x+1)

au	
x
n

ln (1-x) = -	 ,	 ixi <. 1	 denean.
n=1



113

ln (2x+1) .= (-1)
n+1 	 (2x)

n 1
,	 lx1 <	 denean.

Beraz,

ao (-n+1	 n	 1	
iln (1+x-2x

2

) =	
1)	 2	 - 1	 x n ,	 lxl< 7 izanik.

n=1

20. PROBLEMA

Derabazioa erabiliz, gara dezagun arc tag x funtzioa

berredura seriez, beraren konbergentzi tartea emanez.

Ebazpena.

(arc tg x) 	 =
1 

1 +x
2

1 

1 + x
2

x2n

n=0
,	 1x 2 1 <1	 denean, hau da,

1x1 < 1	 denean.

Berdintza honen atalak 0-tik x-era integratzen badi-

tugu, ondokoa ateratzen da:

/x	 m 
x
2n+1

arc tg x =	
(_1)n x 2n) dx	 > 

(-1)n

	0 ( n=0	 n=0	
2n +1

lx1 <1	 izanik.	 Erraz ikusten da azken serie hau konbergen-
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tea dela, halaber, x = 1 eta x = -1 muturretan.

21. PROBLEMA

Bila dezagun ch
3
x funtzioaren x-en berredurezko ga

rapena, beraren konbergentzi tartea adieraziz.

Ebazeena

ch x -
e x + e -x

2

1	 -x
ch

3
x =	 (e

3x
 + e-3x + 3e x + 3e ).

3x
	 CO	 3n x n

=
n=(-5

n	 !

e
-3x =

n=0

ao

(

n

3 n	 x n

n	 !

e x = > ,	 x	 <
n!

n=6

-xe (-1)n
x n

n!

Honelatan, ba,

( co

	 n n	 m nn	 co	 x 
!
n

	

ch 3 x = —1	 >	 3 x + > 	 (-1)n 
3 x + 3 >	 -- +

!

	

8	
n=0	

n!
	n=0	

n	 n=0 n

+ co
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+ 3
	

(-1)
n	 x

1,71T =

n=

=	 ( 2 >
c° 3

2n
x
2n

n=0	
(2n)!	

+ 6
x
2n

(2n)! )-

	_ 1 \	 (3
2n 

+ 3)	 2n

	

1	 (2n)!	
lx1 <+ m	 izanik.

n=0	

x

22. PROBLEMA

n xis

	

Eman	 	  dx funtzioaren x-en berredura-se-
x

0
riezko garapena, eta adierazi beraren konbergentzi tartea.

Ebazeena,

sin x funtzioaren garapena puntu erreal guztietan
w 2n+1

>--	 (-1)n 	
(2n+1)!	

denez,
n=0

sin x
x

co	 x2n

=	 (-1)n 	
(2n+1)!

n=0
(xl < + m denean.

Beraz,

.
sin x 

dx =x
0

x >co 

(-1)n

0 n=0

x
2n

(2n+1)!
dx =

ao 

(-1)n

n=0

2n+1
x 

,	 lx( < + m	 denean.
(2n+1)(2n+1)!
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23. PROBLEMA

Gara dezagun	 Vx funtzioa x-4 delakoaren berredu-

ra-seriez.

Ebazpena.

funtzioaren garapena Taylor-en farmularen arauera

lortuko dugu. Kalkulatu behar ditugu, lehendabizi, beraren on

doz-ondoko deribatuak:

f(x) = x
1/2

1
f'(x) =	 x-1/2

f"(x) = (- 2) ( 2) x-3/2

3	 1	 1	 -5/2
f . "(x) =	 (-	 (-	 x

f n (x)	 (_1)n+1
1. 3. 5. 7. . .	

1
(2n-3)	 x	 2

Honelatan, ba, ondoko berdintza ateratzen da:

	

Vx = 2 + -
1 

( x-4)	 (x-4)
2 
+ 	

4	 32.1 2!

	

+ (-1)
n+1 	 1 . 3 .5 ... (2n-3) 

2
1-2n

(x-4) n + 	
2
n 

n!

1	 1
= 2+ -4 (x-4) - 

-21.- 
(x-4)

2
+ . . + (-1)

n+1 1.3.5.. (2n-3) 
(x-4)n+...

2
3n-1

n!

1-2n

2
n
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Serie honen konbergentzi tartea bilatzeko nahikoa da

D'Alembert—en er'izpidea erabiltzea.

	

a
n	 +1 1	 lx-41

	lim	 = lim 	
2n - 1 

ix-41 -

	

a
n	4

	

n.co	 n+co	 2
3
 (n+1)

lx41	
	Eta	 < 1	 1x-41 < 4	 denean, berredura-seriea

4

konbergentea da.

24. PROBLEMA

2
cos x = 1 - zformula hurbilduak x delakoaren zein

tzu baliotan 0,01, 0,001 eta 0,0001 kantitateak baino erro

re txikiagoak ditu?

Ebazpena.

Aipatutako formula hurbildua ondoko formula zehatzetik

ateratzen da:

2

x x sn	 x 
2n

	cosx = 1	
x

	

-	 +	 -	 +	 + (-1)	 +	 1x1<+ code

	

2!	 4!	 6!	 (2n)!

nean.

Formula hurbildua erabiltzen denean betetzen den erro-

rea c deitzen badugu, desberdintza hau idatz dezakegu:

	

c	 < 1(4T4

Beraz, erraz egin daiteke errorearen azterketa:



2	
1T

- x sin nx dx)=—
n

0	 0

nxsin

Ix0
x
2
 cos nx dx = 1

1= — x
2

n
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==	 ==
41	

< 0,01	 1x41 < 0,24	 lx1 <	 V 0,24 = 0,69

4

	

70-
	 ==

	

1	 ==< 0,001	 lx41 < 0,024	 lx1 <	 '170,024 = 0,39

41
< 0,0001 == lx 4 1 < 0,0024 ==	 I < V 0,0024 = 0,22

25. PROBLEMA

2

Bilatu f(x) = 2 funtzioaren Fourier-en seriea,

-w<x <w baldin bada.

Ebazeena,

2
f(x) = 2
	

funtzioa bikoitia da [ 	 w] tartean; be-

raz, b n = 0, eta

2
2	 2	 wo	 x

a
n =
	 f(x) cos nx dx

2
cos nx dx =

x4
4!

x 4

(	 x 1cos nx 

n	 n	
cos nx dx)=

0 +

1	 2w= —
n
2

cos n ff +
1
-2
n

sin nx
2

n
2 cos n 1f
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Gainera,

a	 =
o

Beraz,

x
2

= I2(F

/w

0

2

2
dx

> n=1

=	
2

2

x
3

=

0

nx

2
w
3

=

2 . 3

cos n	 w	 cos

2
n	 + (-1) n 2 >	

cos 
=	

n

n

26. PROBLEMA

Gara dezagun	 f(x) = cos x, 0 < x < n , funtzioa Fou

rier-en sinuetako seriez.

Ebazpena.

Fourier-en sinuetako seriea bakarrik f(x) funtzioa

bakoitia denean existitzen da. Beraz, f(x)	 funtzioaren defi

nizioa hedatu behar dugu bakoitia izan dadin. Hedadura ondo-

ko irudiak adierazten duenez egingo dugu:

i

--)1 --1, (:) \
I X

i
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Honela, f(x) funtzioa 2w luzeradun tarte batetan de

finiturik dugu.

a n

b n

= 0

IIT
=	 —	 f(x)	 sin	 nx dx

/T	 0
= 2—

Tr

IT

0
cos	 x	 sin	 nx	 dx	 =

1
_

1r

7T

0

[sin	 (nx+x) -	 sin	 (nx-x)] dx =

1
= —

ír

- cos	 (nx+x)
+

cos	 (nx - x) '

n+1 n-1	 110

b 1

=

1
ir

1
=

7T

=

1
w

2
—
n

1

u

cos	 ( n-1 ) Tr 	 cos{ ( n+1 )1T	 \

(n-1

1

sin

\ 	 =

)

1	 1 =(	

n-1

/n+1	 1
( -1)

n+1

( n-1 1

1

n+1

=
\ n-1

2	 ((_1)n+1

n+1 )

—	 1)

x	 dx	 =

1

1T

,	 n	 #

1	 u
—
u	 0

11

-	 +	

1

-.

n	 1

denean.

2x	 dx

o

n
2 -1

 u
cos	 x	 sin

0

—cos 2x
2

.

.

Azkenez,



cos x	

ao

M=1
(-2) sin 2mx =

w(4m
2
-1)

2
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cos x =
2 	 (_1)n+1 _ 1 j sin nx

w(n
2
-1)

Baina (-1)
n+1 

- 1 = -2 da n bikoitia denean eta

zero n bakoitia denean; beraz, n = 2m eginez,

4 .> 

m=1

sin 2mx

4m
2
-1

Baina etenguneetan seriearen batura zero egiten da.

27. PROBLEMA

Eman ondoko funtzioaren Fourier-en seriea:

f(x) =	
c

1	
,
	

-w <x < 0	 denean,
f 

c
2	

,
	

0 < x < ,T	 denean.

Estudiatu c 1 = -1 eta c
2
 = 1	 kasu berezia.

Ebazpena.

0
an = ñci cos nx dx + c

2
 cos nx dx =

-n	 0



0
+—	 sin nx

nw
-n

= 0	 (n=1,2,3,..)
0

1
=	 sin nx

nw

c

= -1	 eta c	 kasu herezia:

-Z n 0 n
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b
n =

=

n

n

1
.7r	

Ç-:	

c 1
s

in	 nx	 dx

C
1	0

[-cos	 nx]	 +
nn

- w

bikoitia bada,	 b n =

bakoitia bada,	 b	 =
n

—
1

—
2

nw

0

2c 1
1

0	
c 2

[-cos

2c
2

sin

nx]

= -

nx	 dx

0

2

=

(c
1

—c
2

)nff	 n

a
o 

=

Beraz,

f(x)	 =

c
1

x

C	 + C
1	 2

0

- 1T

2(c 1

c
2

x c 1
1

0

sin

+ c2
2

(2n+1)	 x
2

2n+1n=0

Berdintza hori etenguneetan izan ezik, beste puntu guz
C + C

1	 2

egiten da.

tietan betetzen da. Etenguneetan seriearen batura
2
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f(x) =

n=0

sin (2n+1) x 

2n+1
, jarraitasun puntuetan, eta

seriearen batura zero da etenguneetan.

28. PROBLEMA

Bila dezagun

ax	 ,	 -w <x < 0
f(x) =

bx	 ,	 0 x < w

funtzioaren Fourier-en garapena.

Ebazpena.

an =

a

0

-n

x

ax cos nx

sin	 nx	 +

dx	 +	 "LI

cos nx

0

0

-n

bx cos

b

nx dx	 =

sin	 nx+2
n	

1
x	 cos	 nxiw

n
2
	0

a ( 1	 cos nw)	 b	 cos nw	 n1 )
Tr	 2	 2n

2
n
2

n bikoitia bada, a
n
 = 0

-n bakoitia bada, a
n
 - 2(ab) 

2
n
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í 0	 / w

	

bn =
	 ax sin nx dx +	 bx sin nx dx =

	

-n	 0

0a	 x	 sin nx l	 b	 x	 sin nx I

0

	

= 	 -	 cos nx 	
2	

cos nx 	
2

n -w	 n 

n bikoitia bada, b n = - a+b

n bakoitia bada, b n = a+b

a =
o	 it

ff	
b-2a

x dx + —	 x dx =	 ff

1T	 0

Beraz, jarraitasun puntuetan ondoko berdintza dugu:

f(x) =
co	 co b-a	 2(a-b) >	 cos(2n+1) x	 n-1

4 w +	 + (a+b)	 (-1)	 sin nx
n=0	 (2n+1)

2
n=1

Eta seriearen batura etenguneetan hauxe da:

s(+ w) = 2 (-aw + b w ) = 2 (b-a)

29. PROBLEMA

Kalkula dezagun f(x) = sin ax,	 - w < x < w , funtziora

ko Fourier-en garapena (a	 N).
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Ebazpena.

rrik	 sinuak	 ditu;	 beraz,	 a n	=	 0

1T

b	
1

n 
= — sin ax	 sin nx dx =

2
— sin ax	 sin nx dx =

_w

2	 1
[cos	 (a-n)	 x	 -	 cos	 (a+n)	 x]	 dx	 =

iT	 0

= 1	 sin	 (a-n)	 x	 sin	 (a+n)	 x

a-n	 a+n

=	

(

 _1	 sin	 (a-n)w sin	 (a+n)w
1T	 a-n a+n

- 1	 1 1

)	
sin	 aw cos	 nw	 =

sin	 aw	 (-1)n

a-n

1	
a-(	

1	
a+nn	

1	 )

a+n

+a

Beraz,

eta

f(x)	 =
2 sin au (-1)n	

n	 sin	 nx

s	 (+	 Tr)	 =	 0

a
2
-n

2
n=1

f(x)	 funtzioa beraren bakabakoitia denez, garapenak
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30. PROBLEMA

Bila ditzagun f(x) =x, 0<x<w, funtzioaren

a) sinuetako seriezko garapena

b) kosinuetako seriezko garapena.

Ebazpena

a) Har dezagun ondoko hedadura bakoitia:

i

Y

I
I

1
I

i
I

i .
I

- n -rij
1
n an 3n

/
I 1

I

1

-n

a
n

b
n

=

=

=

=

0

2
-;

2
-
w

2
w

x	 sin	 nx	 dx
o

1
- 71	 x	 cos nx	 +

1
[-	 --i-	 ,,	 cos	 n	 ,,	 ]

=

±.2
n

=

sin	 nx

2	 n+1
,1-	 ( - 1)

1T

0

=

OD 

f(x) = >	 (-1)
n+1

n=1

s (+ 1,) = 0

2 sin nx
n



a
n
 = -	 x cox nx dx =

0

x	 1
sin nx + 2 cos nx

n 0
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b) Har dezagun orain f(x) funtzioaren hedadura bikoitia:

Y.

-3n -2n -n 0 Fn .,[-\ 30 x

b = 0n 

2
a=- x dx =

, 0

(-1)
n	 1	 1	

22	 (
(-1) n - 1)

n
2	

n
2
	,n

n bikoitia bada,	 b = 0
n

n bakoitia bada, b n - 	 42
n

Honelatan, ba,

2
71'

f(x) =+	
au

2
n=1

-4 cos (2n-1) x

(2n-1)
2

1	 1
Emaitza honetaz baliatuz, kalkula dezagun 1 + 	 +	 +

3	 5
seriearen batura.
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oo	 co 
—4	 1	 w

2
s(0) = 0 =	 +

2	 8
n=1	 w(2n-1)	 n=1	 (2n-1)

31. PROBLEMA

Izan bedi f(x) = x
2

0,	 < X< Tr funtzioa. Eman fun

tzio honen Fourier—en sinuetako eta kosinuetako seriezko ga-

co 1
2

rapenak. Emaitza hauetaz baliatuz, kalkulatu 	 eta
co	

(-1)
n+1	 n=1	 n

zenbaki-serieen baturak.
n=1	 n2

Ebazpena.

a) Hedadura bakoitia:

xn
-

i

\-7'

1

i
1

i

-2n -ni
i

i

In
I

2n .1-)
i

•/

_ _

a	 =n 0

1	 7T

b = 
.

x2
	 sin	 nx	 dx	 =

n
0

Tr

=
w

—	
n

cos nx + 
2x sin nx + =
n

2 cos nx

\2
— ñcos nw + 3cos n,r — 22

1T



n bikoitia bada,

2
n bakoitia bada,	 b

n 	

w	 8
= -

n 
3 

Beraz,

f(x) =
au 

 b
n
 sin nx

n=1

2u
formula dugu, non b 2k = -	 eta n

2k-1 2k-1	
8 

u(2k-1)
3

berdintzak betetzen diren.

b) Hedadura bikoitia

Y

I

!

I
1

1

i
I

I
-2n -n 0 r7 2 n 3n

b = 0
n

2
a
o =

x
2
 dx - 2 

u 2

3
0

2

	

	
x
2
 cos nx dx =

0

2	 2x	 2 =	
xr2

• sin nx + — cos nx
3 sin nx

n j 0

4
2	

4
cos n,	 = (-1)n

n n
2

1 29

2 ir
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Honelatan, ba,

cos nx

m 

n=1

1	
w 

Azken serie	 honen	 baturatik	 x	 = 0	 eta x	 = w	 puntue-

(-1)
n+1

n
2

n=1	 n
eta	 ›	 serieen	 baturak	 kalkulatan,

tzen	 dira:

n=	 n
2 2

2
2	 (-1)

2n

3
=	 + 4	 > 

co	 2	 2
1	 1	 2	 lr

S (w)	 =	 w

n=1	 n
2

11	 -
3 ) 6n=1	 n2	 =

2	 co
(-1)n

s(0) = 0 =	 3 + 4	 >
n
2

n=1

(-1)
n+12	 2

1	 ,T

n=1	 n
2 4	 3	 -	 12

32. PROBLEMA

Bila dezagun f(x) = 10 - x	 (5 < x < 15)	 funtzioa-

ren Fourier-en seriea.

Ehazoena.

2	 co 

f(x) = + 4 (-1)nL:F > 
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(5,15) tartean definitutako f(x) = 10-x funtzioa, (-5,5) tar

tean f(x) = -x funtzioa da. Ikusten denez, funtzioabakoitia

da;	 beraz,	 Fourier-en	 garapena sinuetako	 seriea	 izango da.

a	 = 0n

b	 =
n

2
5

(-x)
0

n W

dxsin	 =
2
5

f 5

0
x sin

W.	 n	 x
dx =

5 5

= 2
5

5 n 7T X	 25
n

n x
5

n x	 cos 5
1T
2
n
2 5

10
cos -	 (-1)

n	 10
nw

n 7T

Orduan, Fourier-en garapena hauxe da:

01 10-x -	 ( 1)n
n=1

sin n 'T X

5 
n

1
s(5) = s (15) =	 (5-5) = 0

33. PROBLEMA

Kontsidera dezagun ondoko funtzioa:

x	 ,	 0 < x < 1	 denean,
f(x) =	 –

2-x ,	 1 < x < 2	 denean.
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Kalkula ditzagun funtzio honen	 a) sinuetako seriez

ko garapena	 b) kosinuetako seriezko garapenak.

Ebazpena.

a) funtzioaren hedadura bakoitia

-3

a	 =
n

b n	=

0

nw x dx
2

+ 2 s n
x

dx
2

x sin
1

nux dx =x s	 n
0 2 2 2

2x cosnn
nnx 4 sin nTrx 1

+ 2
0

-2
cos

nnx 2

1
+

2 2 2n 2 n 2

2x+	 cos
nn

nnx 4 si.rinTrx 2

1n 2 u
2 2

8 sin 2
n 2

,

2

n	 bikoitia sin nn	 = u	 	 b n = 0

n	 bakoitia	 	 b n -	 edo b n
8

2

n 2 Tr n
2

1T

2

Beraz, garapena ondoko hau da:
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f(x) =
8

co 

2
n=0

(-1 )n

2( n+1) Tr x
sin

2 

(2n+1)
2 

7T 

f)	 funtzioaren hedadura bikoitia:

Atera dugun funtzioa 	 f ( x )	 x	 (-1 < x < 1) da, eta

bikoitia	 denez,

b	 = 0
n

beraren	 garapena	 kosinuetako	 seriea	 izango da.

a
o

= 2 ixi	 dx	 =	 2 x	 dx	 =	 1
0

1

a
n

= 2 x	 cos	 m IT x	 dx	 =

/	 °

=	 2 x	 sin	 n	 x	 +
1

x
n 2	

cos	 n	 Tr

n,
2

=	 2
/	 1 21	 /

\cos	 n, -11
2

n n
2

Tr

cos	 n, 2 2	 2
n	 .rr	 i 	 n	 ,

n bikoitia 	 cos	 n n=	 1	 ----> a	 =	 0
n
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n bakoitia	 cos n w = -1	 a =n

Beraz,

co 

-2-
f(x) = 1 + >	 	  cos (2n-1)ux =

n=1	 u
2 (-4

2n-1)
2

.	 -
co

1	 4	 cos (2n-1) il x 

2	 >--- 
1T	 n=1	 (2n-1)

2

-4

n
2

w
2


