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ANALISIA 11	 1• Cain

GAIA
INTEGRAI, MUGAGABEA

1.1 1NTEGRAL MUGAGABEit

-	 1.1 Definizioa

Izan bedi f: [a.b] --> R funtzio bat. ta.b j utrienn F(x) = r(x) baldintza betetzen duen
edozein F(x) . funtziori f(x)--en jatorrizko Ícituzio esano

1.2 Proposiziou

Baldin F i (x) eta	 f(x) funtzioauen bi jatorrizko funtzio badira 	 tartean,

F 1 (x) - F2(x) = K (konstantea) betetzen da.

Frog_npena:
Hipotesiz	 (x) = f(x eta F2 (x)	 ft,x)

Har dezagun (.3(x)=- • i (x)	 bere deribatua C;'(x	 r i (x) - F-2 (x) =

=f(x)- f(x) =O dugn, hau ;la 1:3(:;-;	 da	 t.mtean.

1.3 0 ndori

.Ondorio be7tila zera r'`: ; n 11	 f(x, funtz.oaren	 funtzio ouzdak
F(x) + 1 erakoak dira,	 jatolri7ko

1 .4 Delinizioa

(F,x) L k) adierazpenari	 x l funt7joarn inte g ral Trnigazahe deituko diotzu eta
f(X) clx = 17(x) + k idatziko.

1.5 0 ndorioa

- (J f(x) dx)' = (F(x) + k)'	 Flx) =	 (.n auza bera da haina

d(f f(x) dx) = d (F(x) + k) = f(x) dx	 idazkera deshe.Hinez

- J d	 = 1 F . (x) dx = f(x) dx = F(x) +

Lerro hauetan ikusten denez d eta . hots	 eta intezral. erazileak elkarren
alderantzizkoak direia esrin dezakegu.

1.6 Propietateak.

a) Integral eragilea	 da:

f (f i (x) + F.9 (x)) dx	 fi	 dx

f(x) dx	 ,ix

b) J F(ax) dx =	 F(ax) + k
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c) “(x + b) dx F(x + b) k

d) f(ax + b) dx = 1/a F(ax + b) + k

Funtzio Elementalen Intem-alen Taula. Berehalako intezralak

1. j. 0 dx = k

J
a dx ax k

3.	 xOE dx =	 + k	 - 1
OE -+ 1

.

i
cr(x) a- J.;::(

,a--1
X )	 •

CLX =

ct. ± 1

+ k	 = -

j"
4.	 — dx

=
	

f

	 k

ax
5. a CLX = zs.

Ln a

g(x)

ag(x) g(x) dx = —a	 + k
Ln a

6. e
x dx e

x 
+ k

eg(x) g(x) dx = egx) + k

g'(X)
7. =	 + k

g(x)

j8.
sin x dx = - cos x + k

j g(x) sin g(x) dx = - cos g(x) + k

j9.
cos x dx sin x +

2
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g'(x) cos g(x) dx = sin g(x) + k

10.	 tg x dx = - Ln I cos x I + k

g'(x) tg g(x) dx = - Ln I cos g(x) I + k

11.	 ctgxdx=LnIsinxi+k

g t(x) ctg g(x) dx = Ln I sin g(x) I + k

12. J cosec
2 

x dx = - ctg x + k

.q '(x) cosec - g(x) dx = - ctg g(x) + k

13. .f sec- x dx = x + k

Jz'(x) sec- x‘r dx =	 z	 + k

1	 1
14.	 = —

a 
arc —

x 
+ k	 a 0

a
a+ x-

i''	 g(x)	 ,	 1	 9..(x)

	

ax = — arc tz -	 a � 0i 1	 2	 a	 *-- a
a + g (x)

j ,, -1	 1	 x
15.	 kdx=— arcct OE — +	 a � 0

a	 ' a
a + x-

i - g'(x)
	  dx —1 arc ct a g(x) + k	 a � 0

i "-)	 2	 a	 ' a
a- + g (x)

dx . 1 Ln 1 x a I
+16. r	 I	 k	 a � 0

x
x + ai 2

1

- a
2	 9a

1
	  dx = Ln x + J x2 + a2 + k a 0

2F
-2

x ± a

1	 x
	  dx = arc sin —

a 
+ k	 a 0

a - x

17.J

18.

3
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- 1
19. 	 	  cLx = arc cos

2	 2a x

20. I S'n x	 = Ch x + k

Í Ch x cix = S'n x -i- k

OHARRA

Funtzio `Zuztiek ez dute jatorrizko funtziorik, baina definizio-eremuan arraiak diren
funtzioek badut-e	 mu.qa2abea.

Baina inteOEral muzagabe ,zuztiek ez dute, existitu arren, oinarrizko :untzioen
kenbinazio finim bezaia adieruterik.

Adibidea

b : 11 ) C's" iY inte ,Trai binornikoak ez du cinanzko funtzioen bidezko adiera=enik
ondoko baidintze,:an:

1	 2.1
,zenbai-d'‘,..7k osoak ez "ndira

= -	 = 2 M =

dx	 Lablace- edo Gauss-en funtzioa

sin x	 cos
	  dx,	 dx, — dx	 n

/ i -	 sin- x ix	 < i	 inte2rai eliptikoa

1.2 INTEGRAZIO-METODOAK

3erehalako intezraia ez denean ''a.marru" batzu ea-iten dira integrakizun ezaT.ana.
dadin.

a 0

4
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1.2-1 Ordezkapen-metodoa edo aldagai-aldaketa

f(x) dx integrala kalkulatzeko x p(t) , dx = p'(t) dt ordezkapena egingb dugu

f(q)(0) (p t(t) dt integrala lortuz.

Azken integrakizuna, f(cp(t)) (p'(t) alegia, lebenengoa f(x) baino ezagunagoa izango da.

2-1.8 Adibidea

1 - x dx2 integrala dugu

x = sin t dx = cos t dt	 ordezkapena egingo dugu

f(x) = f(sin t) =	 - sin2 t = cos t	 beraz	 cos t cos t dt = cos2 t dt

integraia lortzen dugu. 	 cc.)s - t =

/-,

1 + cos 2t
dela kontutan hartuz

,.
2

,,

COS2 t dt
1 + cos 2t 1

dt =
2

1
dt + 2

1	 sin 2t 
+ k2t dt

2
cos	 =	 t +')	 4

sin (2 arc sin x)
eta t = are sin x denez 3

1
1 - x2 dx = ++ k

2 
arc sin x 4

	  dx	 oraingoan x2 = t	 2x dx = dt aldaketa egingo dugu
1 + X2

1	 dt 1
2

dt	 1
=	

Ln 11+tl+k
l+t — 2

aldaketa deseginez
2 l+t

x	 1
	  dx = Ln 1 + X

2 1 + k
1 + x2	 2

1.2-2 Zatikako integrazioa

Izan bitez u eta v bi funtzio deribagarriak, zera betetzen da: d(u v) = du v + u dv eta
integratuz u v = v du + u dv eta hemendik J u dv =uv - Jv du

5



ANALISIA II	 1. Gaia

f u dv integrala kalkulatu nahi badugu metodo honen bidez f v du integrala kalkulatu
beharko dugu, metodo hau azken integrala lehenengoa baino errezagoa denean erabiliko da.

2-2.9 Adibidea

- f sin2 x dx	 u = sin x	 aukeratuz gero	 du = cos x dx
dv = sin x dx	 v = - cos x

lortzen da, lau berdintza hauek ordezkatzen baditugu formulan
	

111/111,

. 2
sin x dx = - sin x cos x - (- cos x) cos x dx = - sin x cos x + cos

2
 x ux =

= - sin x cos x + (1 - sin2 x) dx = - sin x cos x + dx - sin2 x dx

sin2 x dx = - sin x cos x + x
- sin x cos x + x

sin2 x dx —
2	

+ k

- jLn x dx	 u = Ln x	 du = l/x dx	 berdintza hauek erabiliz

dv = dx	 v= x

1
Ln x dx = x Ln x - x — dx = x Ln x - 1 dx = x Ln x - x + k

x

1.2-3 Funtzio razionalen integrazioa

P(x)
Funtzio razionalak 

—Q(x) 
erakoak dira, non P(x) eta Q(x) polinomioak bait dira.

P(x )	 H(x)
Integrala kalkulatzeko	 = Z(x) + -(73— deskonposaketa egingo da, non H(x)-en

maila Q(x)-ena baino txikiagoa den.

Z(x) polinomio osoa da, bere integrala zuzenki kalkula claitekeelarik.
H(x)

laburtezina da, baina frakzio sinpleen baturan deskonposa daiteke ondoko

era hauetan:

Q(x) polinomioak erro errealak bakarrik ditu
erroak bakunak direnean Q(x) = (x - a i) (x - a2) 	  (x - ak)

6
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ANALISIA II	 I. G ► in

	H(x)	 Ai	 Ak 

	Q(x)	 x - a t 	x - ak

erroak anizkoitzak direnean Q(x) (x - a i )al (x - a2)a2	 (x -	 n

ut i +	 +	 +	 k	 izanik

- Q(x) polinomioak erro erreal eta konplexuak badint

erroak bakunak direnean Q(x) (x 	 	 (x - an) [(, - pi)2 + qi2 i 	 1. (x - ph )2 + q2h.1

H(x) A t 	 An	 M +1	
N'	 1	

x + Nh

	  1-	 -f- 	
Q(x) x - a t 	x - a	 2	 2	 2	 2

n (x - p i ) + qi	 (x Ph)	qh

erroak anizkoitzak diieneko kasua ez dugu ikusiko.

Hiru deskonposaketa bauetan hiru frakzio-mota agertzen dira:

A.
	= 	 I x - a.I + k

x- a.	 x - a.

Ai

x - a..
	  dx Ai (x - a

i) 1Ai

+ I	
k =

A
	+ k  

(x - ai)
a.

(1 - ct i) (x - ai 

M i x + N i x + N i	[ x - p i	 t]
dx dt

M i(t + pi) + N i Mi t

dt2(x - pi)2 + q i 2	 2(x - p i )	 + qi	 dx = dt 2	 2t	 + q i
2	 2

t	 + qi

M i p i N i 	M.
	  dt	 I t2 + q i2 I +

'2	 2	 2t + qi

(M ip i + N i )	 t
	  arc tag — + K =

q i 	 qi

	

11/1.	 (Mipi + N i j	 x - pi

	

= —	 I (x - p i)2 + q i2 I + 	  arc tag (—)+ k
qi	 qi

7
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2-3.10 Adibidea

X2 + 1
dX3	 21.x - ax - x

x2 + 1A B	 C
x3 - 2x - x2 = X (X

2
 - x - 2) - x (x - 2) (x + 1)	 	 = 	+

x(x - 2) (x + 1) x x - 2 x + 1

– B = C =
2 '	 6 '	 3	 x (x - 2) (x + 1) 	

xdx = —
x

dx + — d +

	

-1/2	 1 5/6
x - 2

1	 5	 2	 x2 + 1

I 2/3	 1	 5	 2
+ —dx=--

2
LnIx1+-

6
Lnlx- 2 1+-

3
LnIx+ 1 1+kx + 1

(x - 2)2 (x + 1)2

X - 1	 A	 B	 C	 D
	 =	 + 	 + 	 + 	

_ )2	 + 1)2 X 2 (x - 2)2 (x + 1)2X + 1

1-	 1	 -1	 -2
A= B=— C=— D=—

27'	 9 '	 27'	 9

x - 1

(x - 2)2 (x + 1)2I

	 dx = 1/27 dx+
x - 2 d 

1/9

(x - 2) 

dx 11/27 dx
2	 X + 1	

2/9 
1.(x + 1)2 dx =

1	 1	 1	 2
=

2.77 
Lnlx-2I 

9(x- 2) 27
LnIx+ 11+ 

9(x+1)
+k=

1	 x - 2
= Ln

27	 x + 1 
x - 5

9(x - 2)(x + 1) + k

X2 + 1 
dx 

(x + 1)(x2 - 2x + 5)  

X2 + 1	 x2 + 1	 A	 Mx + N

	

(x + 1)(x2 - 2x + 5) (x + 1) [(x - 1)2 + 22] X +	 (X - 1)2 + 22
1	 3	 -1

"	 A = —
4 ' 

M = —
4 ' 

N = —
4

x - 1
	  dx

8
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3	 1

I
X

2 
+ 1

dx = 
f 1/4

, dx +	
-2-1 x - -er
	 dx -

	

(x + 1)(x2 - 2x + 5)	 X + i	
(x - 1)

2 
+ 2

2 	 -

	1 	 1 
=-

4
Lnix+11+-

8
arctg(x

2

1 ) + 3
—
8

Lni(x-1)
2 +4I+k

1.2-4 Funtzio binomikoen integrazioa

1 = J x'n (a+bxn )P dx erakoak dira a,b e IR eta m,n,p E	 izanik.

a) pE	 x=	 edo xn = t aldaketa egin behar da.

m+1
b) pe Q-2,p=q/s laburtezina eta s > 0 , — e	 a+bxn=ts

	m+1	 m+ 1
c) p, 	 	 , 	  + p e	 ax-n + b = ts aldaketa egingo da.

2-4.11 Adibidea

- 1 = I 	
dx 

x (1 + ;/;--(2 )

I
I = X-2/3 (1 + X213) -1 dx

-2	 2
m=	 n =—, p = -1, p = -1 e Z

3

aldaketa egin behar da

3 j-i= t-1 (1 +0-i -T, t1/2 dt =	 in---2-. t	 (t + t) I dt =I

1/n	 3/2
X = t = t

3dx = —
2 

t 12 dt

3
2

dt	 [t 1/2	 1 3
- du] - 

2

•

2u ==	 U

t
1/2 

(i +) u (1 + u
2
)

= 3  
du

= 3 arc tg u + k = 3 arc tg t1/2 
+ k = 3 arc tg x1/3 + k

1 + u2

9
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X
3

- I = 	  dxI 1 - X2

I = I x1x 2 Y1 2 dx
1	 1	 m+1_

m = 3, n = 2, = -	 S = 2 p – -–	 2 eta	 = 2 2

- x- t-	 aidaketa	 behar da

-2x dx = 2t dt
t dt

I = - (11 - t2 )3	 I	 - t- ) dt = - ±
J	

▪ 	 –

- t2

dx

2,-3/2
-	 )L M =	 =	 = -	 = =	 z

- I =

•-•
-

(X	 L =- aldaketa zitin behar da

-2x -3 dx = 2t dt

dt	 I	 -1
- t-)	 dt =	 - dt =	 – 	 	•

Funtzio transzendenteen integrazioa
r•

a)	 I = R(ax) dx	 erako inteL_alak.

aX = t	 ordezkapena egiten da

1 0
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2-5.12 Adibidea

72x

dx
5

t = 72x + 5 dt = 2.7 2x Ln 7 dx aldaketa eginez
•

72x dx

	

dt	 1	 LnI72x+5 I

	

(2Ln 7)t2 Ln7 Lniti -1(=	 2 Ln 7
	  + k72x + 5

b) I = j R(sin x,cos x) dx	 erako integralak.

x
Orokorrean tg --- = t ordezkapena egiten da, berdintza honetatik1 

2t	 1 - t7-	 2 dt
sin x – 	 ,, cos x = 	 , eta dx = 	  berdintzak ateratzen ditugu.

	

1 + t`	 1 + t t	1 + t2

2-5.13 Adibidea
2 dt

sin x - cos x + 2	 2	  = [ tg	 = t] 	
2t	 1 - t2

	2 dt

3t + 2t + 1

	

dx	 1 + t2

+ 2

dt 	 9	 [	 x	 1
= — arctg 3tg	 tg	 + -y]j + k

/ t + 1	 + 2
3	 9

= R(sin x) cos x dx	 erakoetan	 sin x = t	 aldaketa

I = R(cos x) sin x d x	 cos x = t	 19

I = R(tg x) dx	 t1	 tg x = t	 19

I = J R(sin 2mx,cos 2nx) dx	 tg x = t

I = sin mx cos nx dx	 m,n E	 :

m edo n bakoitia denean cos x = t edo sin x = t hurrenez hurren

. m,n �_ 0 eta bikoitiak

2	 1 - cos 2x1 + cos 2x
sin x = 	 	 cos x = 	 	 formulak erabiltzen dira

2	 2

+ t2 I + t2

2

3

b-1)

b-2)

b-3)

b-4)

b-5)

11
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. m edo n negatiboa eta biak bikoitiak tt.r. x = t aldaketa

b-6)	 f sin rnx cos nx dx ; f sin mx sin nx dx ; f cos mx cos nx dx

m n izanik, kasu hauetan formula igonometrikoak erabiitzen dira:

(a+b	 (a-b
cos ax + cos bx = 2 cos — x cos	 x

'\ 2	 )	 o

tra+b
sin ax + sin bx = 2 sin 2

	cos n\‘ —b 
x )1

(a+b	 (a b
cos ax + cos bx = 2 sin —x sin2	 b) 

2-5.14 Adibidea

CO S X
b-2)

si 3n x cos - x sin x

cos x d.x = dt

- tL,2- x dx	 ( b-3) )

dt •17	 1
	 ,, dt	 1dt	

dt 

1 + t2	 j

( b-4) )

x = arc t

dt
dx – 	

1 +

COS- X
	 dx
a	 x + b- sin- x

12
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1

1 + t2	 dt	 dt

a2	
b
2 

t
2 

1 t	
(a2 b2 t2 ) (1	 t2)

1 + t2 1 + t2

x = t	 sin x –

COS X =
1	 dt

+ tvf 1 +

( b-5) )

(I - t2 ) dt
Siit x = t	 I = 	  = t dt - f2 dt

t
4

cos dx = dt_

- cos 2x

( b-5) )

/1 - cos 2x \2 1	 2
sin 	 x – I = dx	 1(-1 -

4
cos 2x +	 cos 2x)dx

2	 42 2

1 + cos 2x 1	 1 1 1 + cos 4x
– dx	 24

cos 2x dx + 
4

dxcos	 x
2 2

sin 2 x
	 dx
cos6 x

( b-5) )

2 t
2

t2

dt1 + t2
tg x = sittx = I

.f
— 2	 2

)t (1 + tdt
+ t

2
=	

1 1 + t2

(1 + t2)3

1
COS

2 
X — 	

1 + t2

dt
dx = 	

1 + t2

13
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- sin 5x sin 3x dx	 ( b- ) )

a-F'o	 a-b	 1	 I

5	 = 3	 a= 3 b = 2	 I =	 (cos gx - cos 2X-; dx

- sin ix sin 4x dx	 (

a+b • a-b
4 = -= -

i ..t
-	 1 (cos	 -

14
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2. GAIA
INTEGRAL MUGATUA

2.1 RIEMANN-EN INTEGRALAREN DEFINIZIOA

Izan bedi f(x) [a,b] tartean definitutako funtzio bornatua.

1.1 Definizioa

Har dezagun	 P =	 [a,b] tarteko puntuen bilduma finitua non
a = xo < x i <	 < 	  < xk_ i < xk = b bait da. P multzoari [a,b] tartearen partiketa

esaten zaio.

1.2 Definizioa

Izan bedi P = {x i } ki=0 partiketa. Axi = x i - x i_ i i = 1,...,k	 azpitartearen luzera

da. Sp = max Ax i zenbakiari P partiketaren luzera esaten zaio.
i=1,...,k

1.3 Definizioa

Har dezagun oraingoan 	 azpitarteetako c i puntu bana i=1,...,k.

c(P) =	 Axi f(;) baturari Riemann-en batura esaten zaio.
i=1

1.4 Definizioa

f(x) funtzioa [a,b] tartean Riemann-en zentzuan integragarria da baldin I zenbaki bat
)	 (n)	 (n)existitzm bada non [a,b] tartearen edozein	 = [xÔ(n , x ,..., X kn partiketaren segide-

(n) 	 (n)	[ tarako lim	 = O izanik, etaedozein 	 E X. X: ] punturen hautapmetarako.
n—>co	 Pn	 11" 1.

kn

	lim	 a	 )(1)n) = lim	 AXYI) f(E, (. n )	 limitea existitzen den eta I balio bait du.-1
n—>°' i=0

lim a(P ) = In AX(n) X(n) - X(n)i	 i	 i-1 i=1,...,kn	 n = 1,2,... izanik

b

Idazkeraz
	

f(x) dx	 , a,b integrazio-mugak dira.

a

15
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Honek Riernann-en baturek I lirnite finiturantz jotzen dutela esan nahi du

(n)

ti1=11 a	 puntuenrnenpean ezon zabe, lim 3 =	 baldintzabakarrik zordez zero.
Pn

Adibidea

Izan bitez r(x) = x- mnt.zioa eta [0.bj tartea. f(x) jarrnia denez intezrazarria da.

11)b

Har dezazun P =	 p	 11ardketa non . \-x.11!" = —	 	 	 bait da. kasua 

25	 (n- l)b
honetan k = eta x	 X = — ,	 =

	

a	 o = ,	 n n-

(.1•1!)	 b	 b
on = rna.x Ax:	 max	 =	 = • Nx	 (denak berdinak

= 	  n

	

1	 	  n	 il

X =

lim	 Pfi = im baldintza nau betetzen da.

Csa ditzazun Riernann-en baturak

aukratuko dimzu.

n	 n

.-.--n"--
c7( -'3 •	 / 	 '.1/4 -{ . ' 2/--	 ,	 – 	 )	 n )
= 

=	 Ax• t(z.	 norretarzko	 =	 •

nx: ) = (1-1. ) Ax.	 eza	 =	 = —	 V = 1

6(Pn) =	 Ax

	

1=1	 1=1

fi
•	 2

rn-12) 	12)	 a

	

=	 (.11-1)- = 	  _
i= I

,
	b 	 (n-1`) n	 b"- 2n3 - 2n."	 n

G(..? fl) = ! —
n a"-

3 -
	 n	 '2b 3	 b3

lim
	

CY(Pn) = lim	
n3

\ 3	 „ 2
=

16
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b

Hemendik 1 x
2 dx = 3 dela ondoriozta daiteke.

b3

Baldintza beharrezkoa

Funtzio bat [a,b] tartean intega .zarria bada, bornaturik dazo tartean.

Baldintza hau ez da nahikoa ondoko kontradibidez ikusiko dugun bezala.

1 .6 Adibidea

Har ditzag,un [0,1] tartea eta bere edozein partiketa P ={x }ki3O

f(x) = 1 x	 e	 (12 funtzioa bornatua da

0 x	 42

puntuak razionalak hartuz f(:; ; ) = 1 eta G(P) =	 Ax i = 	Ax. = 1 baina
i=	 -1 	 i=i

puntuak irrazionalak hartuz	 f(c",i) = 0 eta c(P) = 0 iortuko dugu. Hau da,

puntuen hautapenaren arabera batura desberdinak lortzen dira, beraz baturen limitea

ez da berbera izango, horrexegatik funtzio hau ez da Riemann-en zentzuan
integrazarria.

2.2 BEHE- ETA GOI-BATURAK

Izan bitez f(x) [a,b] tartean definitutako funtzioa eta P = (X i i ik o tartearen partiketa.

Har ditzagun m = inf f(x)	 eta	 M = sup f(x)	 l i = [xi_ i ,x i ] izanik
XE Ii XE

2.7 Definizioa

S ( P ) =

k

 Mi Axi
i=1

k

S(P) =	 m Ax.
1	 1

1=1

baturak goi-batura izena du.

baturak, aldiz, behe-batura izena du.

Batzutan U(P,f) eta L(P,f), hurrenez hurren, idazten dira.

17
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2.3 Propierateak

a) f(x) funtzio bornatua bada -\.(P) eta S(?) existitzen dira.

b) Eciozein P D.11- keLa	 (.] puntuen hautapenetarako

eta	 :artearen bi bartiketa badira. non 3p . < (31) den

J(-	 ;

d)	 13 . ?, edozein bi Dartiketa izariLk	 S(? 1 ) S S(P,)

	

fix :Untzlca ra.bi	 R-lemann-en zentznan ll-itelra= baidin	 baidin

.1M	 P\« = =
	

betetzen bada.
) , -11	 )

1lau	 funtzlo bat 'Riemann-en zentzuan lntecrra:zar„-la bada. behe	 :oi-baturek eta
Rlernann-en baturak bailorantz	 dute barnketaren luzerak-	 auenean.

inre :grataren e.x.-f.:;tenrzi	 funt:rio bat Riernann-en zentzuan intec:ra2-24-b- 	 dadin).

Kasu Taztietan :untzica bornatua deia su posaruko du2-.0

	

monotonoa	 [a.bi mnean intez.a.,zarfia da bertan

,	 :ar-,ean 'arraia bada inte2.-ra g,arria da bertan

f(x.) funtzicak eten ,.2:uneak. koburu finituan :ecio :nfitu zenbL;i2-ar.,-ian baditu inte2-ra-
ga.rria da ere ra.b ri rartean

f(x lme2.-ra ,zarrla bada fix) ere Mtecrrazarria da

13



2.3 ADIERAZPEN GEOMETRIKOA

Behe-batura

Riemann-en batura

-4

=

Goi-batura

ANALISIA II	 2. Gaia
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f(x) dx = Ai A2 -i- A3

(+)	 (-)	 (+)

b	 X	 Azalera = A+1A21+1A31
0

y=f(x)

ANALISIA II
	

2. Gaia

Zera esan daiteke beraz, y = f(x) kurbak eta x=a, x=b eta y=0 zuzenek mugatzen
duten eskualdearen azalera dela integala

XE [a,b]	 I > 0

eXE [a,b]	 I < 0

,b

MUGATUAREN PROPIETATEAK2.4

(33	 ,.b

a) f(x) dx =	 f(x)

a	
.,

a
„b

dx

e-
b

b) (fi (x) + f2(x)) dx =

a

fi (x) dx +

a

f2(x) dx

a

rb ,b

c) V x e [a,b]	 f(x) _� g(x)	 bada f(x) dx

a

g(x) dx .

d) Izan bitez m = min f(x) eta M = max f(x) , I = [a,b] izanik
xe I	 XE I

,b

m (b-a)
	

f(x) dx M (b-a)

a

20
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ANALISIA II	 2. Gaia

e)	 Batezbestekoaren teorema

f(x) funtzioa [a,b] tartean jarraia bada E [a.b] existizen da
,b

non
	

f(x) dx = f( ,) (b-a) den

a

Frogapena:

Izan bitez m eta M f(x) funtzioaren minimo eta maximoa [a,b] tartean, aurreko
,b	 „b

1	 1
propietatea erabiliz m < 

(b-a)	
f(x) dx M ,	 = (b_a)	 f(x) dx idazten bada

m < < ti1 eta f(x) jarraia denez m eta M balioen arteko balio guztiak hartzen

ditu [a,b] tartean, beraz 3 E [a.b] / f(') = u	 edo
,b	 „b

,	 1
f() 

1:T:a f(x) dx eta hemendik
.n

f(x) dx = f(C) (b-a)	 S E [a,b] izanik.

f(x) eta g(x) funtzio integragarriak badira, (f(x) z(x)) ere intezragarria da.

,b	 ,c	 „b

a,b,c	 a < c < b	 izanik	 f(x) dx = f(x) dx +	 f(x) dx

a	 a
	 c

h)
	

f(x) dx = 0	 definizioz

,b	 ,a

f(x) clx = -	 f(x) dx

a	 b
Batezbestekoaren teorema ondoko teoremaren korolario bezala atera daiteke.

Batazbesteko balloaren 1. teorema	 (intezral muzatuetarako).

„ Jo dezagun	 a) f(x) eta g(x) [a.b] tartean intezrazarriak direla

b) V x E [a.b] m f(x) M betetzen dela

c) z(x) funtzioa ez dela [a.b] tartean zeinuz aldatzen

21
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	 riaia

.5	 ,b

[m,M] existitzen da non	 f(x)g(x) dx =
	 a(x) dx den.

a

4.10 Korolarioa

	

	
.5

(

f(x) funtzioa [a.b] t=ean jarraia bada	 [a.b] existitzen da non !

a(x) dx	 den.

konkretuk	 (\i ax':	 denean f(x) dx =	 b-a)

fra-egrai :nu ,,,,_zrite:ara,w ::atezi-msreko 5aLioaren 2. reorema.

Izan bitez fix ) funt-ño jarraia em. a(x) funtzio mcnctono . arraihn diferentzlaa=a

, b	 • ',...."	 ,J

i

L̀a.bi artean.	 ' -1 ..s•:istitz2n ela non I 	 , 9,-(,x) ,	 = , ij a) ' f(:z	 .,. -- ,,1_-) )	 fi ::;	 len.

1

'a

2.5 GOIKO MUGA ALDAKORREKO INT2GRAL

.
Izan bedi f(x) tuntzio jamda [a.bl tartean, 	 f(t) dt ;_nrearala hartzen duan.

Inte rrral hau x aidaaaiaren funtzioa da eta I(x) idatzilko duad eta funtzio inteazai .-,sanao

f(t) dt



,b

.. a

ANALISIA II	 2. Gaia

Kalkulu integralaren oinarrizko teorema.

.x

f(x) funtzioa [a.,b] tartean jarraia bada I(x) =
	

f(t) dt funtzio integala jatorrizko

a
funtziotzat onartzen du.

Frogapena:
I(x) • f(x)-en jatorrizko funtzioa izan dadin I'(x) = f(x) bete behar da. Egjazta
deza£.run azken berdintza hau

x+h

I(x+h) - I(x)	 1
I i(x) = lim 	 = lim

=-	
—
hh0	 h-->0

f(t) dt - f(t) dt = lim —
1

11–)o h
f(t) dt

	..
a	 X

batezbestekoaren teorema [x.x+h] tartean aplikatuz
,,x+h

f(t) dt = f(2;) (x+h - 	 beraz

.	 *
I'(x) = lim	 f(`.) 'n = iim f(8.) = f(x)

h--40 h

h	 x+h x eta x+h > > x denez

Teorerna honek funtzio Integralaren deribatua eta inte:n-akizunaren arteko erlazioa
ematen digu.

Barrow-en formula

Baldin F(x) funtzioa f(x) funtzioaren edozein jatorrizko funtzio bat bada

f(x) dx = F(b) - F(a ► 	 betetzen da.

Frogapena:

...Badalcigu I(x) f(x)-en jatorrizko funtzioa dela
bemz F(x) = I(x) + K	 (0.1.3)

23



3

1

f(x) = 2x + 1	 x E [0,1]

1	 x E [1,2]

Kalkula dezagun

f(x) dx

0

x2 + xFormula aplikatuz	 F(x) =

f(x) dx F(2) - F(0) = 2 - 0 = 2 x E [1,21

A B

ANALISIA II	 2. Gaia

F(b) = I(b) + K = f(t) dt + K

a

b

1F(b) =	 f(t) dt + F(a)

a

a rb

F(a) = I(a) + K = f(t) dt + K = K f(t) dt = F(b) - F(a)

a	
. a

Barrow-en formularen aplikazioak.

Formula aplikatu baino lehen f(x) jarraia dela egiaztatu behar da

5.11 Adibidea

'o

baina irudiari begiratuz A=1, B=1 eta C=1 dugu, beraz azalera 3 da eta ez

a) Aldagaiaren aldaketa

Izan bedi I = f(x) dx, integral mugagabearen kalkulua x = 9(t) dx = p l (t) dt ,
J a

f(x) = f(9(t)) aldaketaren bidez eginez gero, integrazio-mugak aldatu egingo dira (p(cc) = a,

9((3) = b badira integazio-tarte berria [cc,P1 izango dugu, f(x), (p(t) eta 9 . (t) jarraiak badira.
,b (.13

„ beraz f(x) dx = f(9(t)) 91 (t) dt

a a

24
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berdintza honekin ez dugu aldaketa desegin behar.

b) Zatikako integrazioa

u(x), v(x), u . (x) eta v'(x) [a,b] tartean jarraiak direla suposatuz

,b ,b ,b

a

f(x) dx =

b

u(x) dv(x) = [u(x) v(x)l ba -

a

u(x) v'(x) dx = [u(x) v(x)] ba -

,b

v(x) du(x)

v(x) u'(x) cLx
3

	

a	 a

c) Barrow-ren formularen hedapena

Lehen mailako etenguneak kopuru finituan dituen funtzio bat hartuko dugu (kopurua
infinitu zenbakizarria denean ere balio du). Jo dezagun f(x) [a,b] tartean definitutako
funtzioak c (a,b) puntuan etenTane bat duela, bornatua izanik

f. C -E	 (.C+E	 ,b

	f(x) dx =	 f(x) dx +	 f(x) dx +	 f(x) dx

,
a	

3 	 3 3a c-e	 c+E

,b	 ,.C-E	 ,.C+E

I = f(x) dx = lim	 f(x) dx + lim	 f(x) dx + lim	 f(x) (Lx
e --.›o	 E -40	 E ---M

 3 	 3 	 3
''a	 a	 C-E	 C+E

	

C+E	 „.C+E

I f(x) I dx K dx = 2 K E non	 K I f(x) 1-enf(x) dx

c-E
	 ./

c-e

.C+E

3
c-E

bornea bait da lim	 2KE = 0	 denez zera atera dezakegu:
E -40

I = lim ( F(c-E) - F(a) ) + lim ( F(b) - F(c+E) ) = F(b) - F(a) + F(c -) - F(c--)
E -40

hau da	 I = ( F(b) - F(a) ) - ( F(c +) - F(c") )

F(c+) = F(c-) denean Barrow-en formula izango dugu.

25



ANALISIA II 2. Gaia

Deskonposaketa bera egingo da etengune gehiago izanez gero.

Aurreko adibidea berriro eginez:

I = (F(2) - F(0)) - ( F(1 ±) - F(1 -) ) = (2 - 0) - (1 - 2) = 2 + = 3

2.6 INTEGRAL MUGATUAREN APLIKAZIOAK

A) Kurba-arku baten luzera

- Koordenatu cartesiarretan

Mi-i

xo = aY1x3	 X;,	 sz = b

AB arkuaren luzera kalkulatu nahi da arkuaren zaineko 	 M i ,	 Mn_

B puntuak hartzen dira, haien abzisak a,Y 1 ,b izanik. Izan bedi

AS i iVli IVIi zuzenkiaren

luzera lerro poligonal osoaren luzera	 Sn= AS i 	da
i=i

max AS i ---> 0 denean	 Sn --> L = arkuaren luzera izango dugu.

hau da	 lim	 L . Limite honetan ordezkatuko ditU532.1
max

iAS i = fAx + As7;' = Ax i 1 + , Lam.ange-ren teorema erabiliz

Ayi

Oxi = f(-)  xi_ 1 < < x i izanik, honelatan ba, AS i = Ax i J 1 +

26
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b   

eta hemendik L =	 lim	 /1 + f(y i )2 Ax. =
max	 i=1 

Jl + f(x) 2 dx

a

- Ekuazio parametrikoetan

x = cp(t)	 cc 5_ t 5_ 13

y = w(t)	 a = 9(a), b = 9(b)

funtzioak jarraiak eta deribatu jarraidunak

dira eta (p'(t) 0 [a,b] tartean izanik.

,	 dv dy dt dy/dt NF(t)
ftx) = –dx dt dx dx/dt	 (t)

L

dx = (p'(t) dt

V(t)- + 111'(t) 2 dtf 1 + f(x) - cix =
(xg'(t)

1 + 	 	 91(t) dt =
cp,'(t) 

rQ   

Espazioan	 L = /9 , (02 + v, (t)2 x, (t) 2 dt

a

- Koordenatu polarretan

/-92

x = p cos0 = f(0) cose L = vi(f' (0) cos0 - f(0) sin0) 2 + (f' (0) sin0 + f(0) cos0) 2 dO

0 1

re2

y = sine = f(0) sin0 3f' (0)2 + f(0) 2 dO

P= f(0) non	 a = f(0 1 ) cos 0 1 eta	 b = f(0 2) cos e 2	 diren

27
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B) Kurben azpiko a7aleren kalkulua

- Koordenatu cartesiarretan

b

* f(x) > 0 V x	 [a.,13] A = f(x) dx

a

.c

f(x) < 0 V x E [a.b] A = -	 f(x) dx

a

f(x) funtzioa [a,b] tar-

tean zeinuz aldatzen bada

kopuru finitu aldiz, intezrala azpitarteetako inte,gralen baturan deskonposa daiteke,
f(x) < 0 deneko kasuetan A = - I deia kontutan hartuz

* Bi kurbek mugatutako azaleren kalkuiva

y = (x) eta y = f-,(x) kurbak (a,z 1 ) eta (b.	 , edo puntu 2-ehiwrotan elkar

ebaidtzen badute eta fi (xl) f,(x) [a.b] tartean

rb

A =
	

(f1(X f2(x)) dx =	 f1(x) dx -	 f,(x) dx

a▪ 	a ▪

- Ekuazio parametrikoetan

x = cp(t)	 dx = cp'(t) dt

Y = W(t)	 9(a) = a, 9(5) = b

r•
b

A =	 f(x) dx =	 uf(t) 9'(t) dt

28
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- Sektore kurbatu baten azalera koordenatu polarretan

PB f(e)

1

f(124) = P A [cc, [3] tartearen partiketa bat

n f(P) = P B P: ".= e 0 < e i < "' < en =

luak AO. = 0. - 0.	 i =1,...,n izanik.1-1

,

cc = 00

Bedi p i 8 i [O i_ 1 ,00 edozein angeluri dagokion luzera, hots f(ji) =

Har dezazim j5 i erradioa eta AO i ang..elu zentrala dituen	 sektore zirkularra, bere
1 _2

	azalera AAi =	 p i A0i	da

Hau Vi egiten bada eta azaleren batura kalkulatu

n	 n

	AAi =	 f52i A0i =	 f(5)2 A0i
1=1	 i=1

limitea max A0i —> 0 denean hartuz integala, hots azalera, lortuko dugu:

	

r	 r
1	 2	 1

A = -5- p dO =	 f(0)2 dO

a

hartuz eta erradio-bektoreek eratutako
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C) Bolumenen kalkulua

- Biraketa-gorputz baten bolumena

f(x)

OX ardatzarekilco biraketa ezinez sortutako gorputzaren boiumena kalkulatu nahi da

y = f(x) kurba biratuz y i = f( i) puntuak zirkunferentzia bat desicribatzen du, zirkunferen-

tzia horrek muQatutako zirkuluaren azalera A i = t y i2 edo Ai = f(C. ; ) 2 da. [a,b] tanean

partiketa bat hartuz, a = xo,^
1

xn = b , eta c̀. i 	xi; aukeratuz,	 • a tuera eta

1 erradioa dituzten zilindroak eraikitzen ditugu. Zilindro hauen bolumena-
L\Vi =	 2 x, da, auztien bolumena

-1)

Vn =	 7C f(C i) Axi
1

berdintza honetan limitea hartuz

V = lim V =
n

b

f2(x) dx

11.1111.

a

- Sekzio paraleloen azaleren funtzioan gorputzen bolumenaren kalkulua

. f::--«*'-`-•
,

	

,7..̀..,	 ..- ---,	 N

	

>< ,	 ?.<

	

....., ,	 ..-1	
)

	

1	 < n 	 i

	

,	 . 1,L.,..______ I

.	 I,
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Sekzio paraleloen azalera A(x) funtzio jarraiaren bidez adierazten baduzu, [a,b]

tartearen a = xo, xn = b partiketa bat hartuz eta E [xi_ i ,xi] aukeratuz zilindro batzu

osatzen ditugu zeinen bolumenak V i = A( i) Axi diren, bolumenen batura

Vn =	 Axi eta bolumen osoa V = A(x) dxi=i
3 a

D) Gorputz ez-laun baten azalera

- Biraketa-gorputz baten azalera

y = f(x) kurbaren biraketak sortutako azalera

Mi-i
	 kordak biratzean	 = tt (y i + yi_ i ) As i azalerako

kono-enbor bat sortzen du. As i = fAxi- + Av = Ax i	+ f '(;)`

[E. E X. x.]	 izanik	 A. = (yi yii ) Axi	1 + f 2
-1	 1-1"

An =	 (yi + yi_ i ) Axi /1 + f	 = z(f(xi_ i ) + f(xi))	 1 + f	 Axi
:=1

rb

A = lim	 = 2 it f(x) 3 1 f '(x) 2 dx
Axi—)o

3
a
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P=(x,y)

O x

ANALISIA II	 3. Gaia

3. GAIA
INTEGRAL ANIZKOITZAK

3.1 KOORDENATU-SISTEMAK

Bai planoan bai espazioan, erabiliko ditugun espazioak alegia, puntuak zenbait eratan
adieraz daitezke. Planoan esaterako, puntuak koordenatu cartesiar eta koordenatu polarren
bidez adieraziko ditugu; espazioan, ordea, koordenatu cartesiar, zilindriko eta esferikoen
bidez.

3.1-1 Planoa

OX eta OY zuzen elkartzutak

ardatzak hartuz, planoko P

zein puntuk ardatz hauekiko bi

koordenatu izango ditu, x eta

y	 koordenatu hauek kal-
kulatzeko OX eta OY zuzenekiko paraleloak marrazten dira (bezira iruciiari) P puntutik.

- Koordenatu polarrak

Kasu honetan OX zuzena finkatzen da eta bertan O puntua

	

P = (r, 8)	 P eta O puntuak zuzenki batez lotzen

ditu g,u. Zuzenki honen luzera r bada

eta zuzeniciak etaOX zuzenak osatzen
O

0	 X	 duten angelua 8 bada, P puntuaren

koordenatuak (r,O) direla esan dezakegu, koordenatu hauek polarrak dira.

Bi koordenatu-sistema hauen arteko erlazioa ikusteko irudiak bildu ezinzo dituzu:

- Koordenatu cartesiarrak

33



ANALISIA II	 3. Gaia

(x,y) eta (r, 0) koordenatuen arteko

erla7ioa irutha.n agerian da:zo

x = r cos e

y = r sine

Auzi hau integraletan aidazai-aldaketa beza.la interpreta daiteke hau da, zuk

f(x v) ds integraia kaikulatu nahi badugu koordenatu polarretan, wian dituzun
D "

berdintzak erabili beharko clituTa.

Aidagai-aldakera honi dagokion jacobiarra ondokoa izanik:     

I J =
x

ar

y
dr 

cos	 - r sin

sin	 - r cos 9

= r cos	 r sin e = r

Beraz	 f(x,y) ds = D ,	 r ds'

3.1-2 Espazioa

- Koordenatu cartesiarrak

Espazioan hiru zuzen eilcarrekiko elkartzut harruko 	 OX. OY eta OZ aiezia.
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Espazioko puntu guztiek hiru

ardatz hauekiko hiru koorde-

natu dituzte, (x.y,z)

Koordenatu hauek P puntu-

tik ardatzekiko hiru elkartzut

marraztuz lonzen dira (bezira

irudiari).

z 

P=(x,y,z)      

- Koordenatu ziiindrikoak

Koorcienatu cartesiarrak pianoko P puntuaren (x,y) koordenatu cartesiarrei z
koordenatua erantsiz lortzen dira. Planoko koordenatuak canesiarrak izan beharrean polarrak
badira, z koordenatua erantsiz koordenatu zilindrikoak lortzen dira. Puntuaren koorciena-

tuak. beraz. (r,O,z) dira.

Koordenatu cartesiar eta zilin-

drikoen arteko eriazioa bila-

tzeko planoan cartesiar eta po-

larren anekoa kontutan hartu

behar da: eriazioa ondorengo

berdintzez definitzen da:

9-=(r,9 ,z)

x = cos	 Berriro interpretatuko duzu intezraieran

y = sin 9	 aidagai-aldaketa honi da ,goidon jacobiarra

z	 beste hau delank:
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Eta eriazio hau inte=adet= aldagai-aidaketa

bezaia intercretatzeko jacobiarra kalkuiatuko

du,g.0

- sin e cos	 - p cos 9 sin

p cos cos	 - p sin e sin (D

0 p cos

ANALISIA II	 3. Gaia

cos 9 -r sin e 0 -= r

sin 9 r cos 9 0

0 0 1

-() X ax ax

or de Oz

ay
_

ar -ae az

az az az
ar	 dz

Kasu honetan	 f(x y z) ds = 2 , g.(r,B.z) r ds''

-Koordenatu esferikoak

Koord.enatu hauek definitzeko ? eta V buntuen aneko o ciistantzia hanzen da kontutan.

baita ?O zuzenkiak CX-17 pianoarekiko osatzen duen D amzelua eta ?0 zuzenkiaren CX7-

planoko proiekzioak OX ardatzarekiko osatzen duen 9 anzelua 	 hau da
balioak.

Koordenatu eta esferi-

kcen arreko eriazioa bilatuico

,augu orain.

aituera P 3in	 aciieraz-

pen Tigonomeunicoaz iortzen da.

CP zuzenkiaren broiekzioa aidiz

.:;os duQu.beraz	 koorde-

Z

z

p=;p,3. ,D

p

n

hatua p cos cos	 eta y koordenatua	 cos r.p sin	 izanzo Clit11(211. nots

= p COS •:3 cos
y = sin e cos

Z. =	 sin

os cos :D

sin cos ;D

sin
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= p cos [p cos2 9 cos2 + p sin2 cos2 + sin p [ p2 sin2 e sin cos +

+ p- cos- 9 sm cos	 = p- cos3 P + p-	 cos co = p- cos

D f(x,y,z) ds = a(p 9.0)	 cos p ds'D
	 '

3.2 INTEGRAL ANIZKOITZAK

3.2-1 Riemann-en integral anizkoitzaren definizioa

Izan bedi f :	 funtzio bornatua

2-1.1 Definizioa

Izan bitez, A 1 , 	 	 rnuitzoaren n tarte (bomatuak edo ez. Irekiak, itxiak ,edo

(erdiitxiak 'zan daitezikeelak). A = A,: 	 xAn erako muitzoei n dimentsioko tarte esaten

zaie non	 A <=> x,	 i=1,...,n bait da.

A irekia (irxia) da baidin 7 iAi irekiak (itxiak) baciira.

2-1.2 Definizioa

Izan bedi	 muitzoaren ::arte ±mkoa. Balciin	 tartearen bartiketa bat bada
D - D -o•D

-

	

	 	 xP1 biderkadurari A-ren partiketa esaten zaio. ? hau dzken finean

n-dimentsioko tarteen bildura besterik ez da. beraz

P =	 idatziko dugu.

2-1.3 Definizioa

Ik	 	 xi	 izan ao da k=1,	 thr =	 definitzennj	 h	 nj

duzu non AImi Imi tartearen luzera bait da. g(I, z) zenbaki
a

ri	 n dimentsioko tarrearen
neurria esango diogu.

Kasu pardiculartzat har ditzakegu	 eta R 3 , hauetan

Ik	 eta !-L(Ik) =	 tartearen azaiera. da

Ik
	 eta	 =	 tartearen bolumena
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2-1.4 Definizioa

}..1(P) = max	 p(L) balioari P partiketaren diametro esango diogu

	

k=1 

2-1.5 Definizioa

k k	 k.Har dezagun Ik tarteetatik puntu bana t, = (t, t,-, ....t )	 k=1, 	 -n
,c	 -	 ,	 ,	 • a '

m

cs (13`; 5" f(t', —'-'	 lc,i 
11.(I	 baturari Riernann-en batura deituko diogu.,	 —	 i ,..•, 	, , ,.i.,

k=1

2-1.5 Definizioa

f(x.,,x, 	 	 funtzioa A tartean Riemann-en zentzuan'..ntezragarria da.
idatziz. I zenbaki bat existitzen bacia non

-3 _A-ren bartiketa .'	 ?	 <	 - I . <	 bait d.a

edo	 iim	 c(P) = I. Idazkeraz I = f(x,

. •

	muitzoan	 j*„ f(x., dx dv	 1Z3 multzoan J J rlx,y,z) dx dy dz

edo	 JJA	 ds	 eta jjj A f(x.y.z) dv , ds = dx.dy eta dv = dx.dy.d.z lzanik.

-
	 Behe- eta goi-Imturak

Izan bitez A 1-dimentsioko :artean derinituriko f(:c 	 	 funtzioa eta ?

partiketa bat. ?	 Hur ditza2.lin

f(x, 	
SX1...... 	 E

^ = sub fix, 	 	 = 	
• a,

X; 	 	 g

2-1.7 Definizz:oa

:n

, =	 M, (f)	 baturari „tor-batura.
k=

S(P) =	 rn, :f; at T,
	 batur=i. )rdea. bene-batura.

Batzutan U(P,f) eta	 :ciazten dira.
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7 - 7 .8 Propierateak

a) f(xi,...,xn) funtzioa A tartean bornatua bada S(P) eta S(P) existituko dira

b) Edozein P partiketa eta 	 E IA puntuen hautapenetarako

S(P)	 a(P) S(P)

c) Baldin P eta P' A-ren bi partiketa badira non g(P) g(P') den

S(P) 5.. S(P')	 eta	 (1) t) 5. S(P)

d) P 1 ,	 edozein bi bartikera izanik	 S(P i )	 (P,)

2-2.9 Teorema

f(x,	 funtzioa A n-dimentsioko tartean Riernann-en zentzuan inte=aEr.an-la
da baldin eta soilik baidin:

lim	 S(P) = lim	 S(P) = I =	 f(xi—
g(1))-0	 p_(P)-0

Hau da. behe eta Qoi-baturek Riemann-en inte <zralaren I baliorantz jotzen badute
partiketaren diamen.oak 0-rantz;otzen duenean.

Inregrataren existemzi erizpideak

f(xi,...,xn) funtzioak nahitanahiez bornatua izan behar du A tartean.

a) f(xi,...,xn) A tartean jarraia bada intem-agarria izan g_o da

b) f(xi,...,xn) funtzioak etenzuneak koDuru finiman, edo infinim zenbaidgarrlan
baditu inteo-..ragarria izan g..o da.

c) 1 
.x	 A n-dimentsioko tanearen barruan da goen 0 neurriko muitzo batean

•	 s	 ,"-•

etena bada inte rzraQarria izanzo da.

- A C R 2 bada, neutha azalera deia esan duzu. beraz 0 ne ,athko muitzoak
azalerak.o multzoak dira, kurbak eta puntuen multzoak. Kasu honetan kurbeet
Jordan-en kurba izateko baiciintza ere ezan-iko dieTa. hau da, kurba ltxi bakuna
izan behar dute.

- A C	 bada, neurria bolumena duzu eta 0 neurriko multzoak,
boiurnenelcoak	 gainazal, kurbaic eta puntuak
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3.2-3 Adierazpen geometrikoa

R 2 eta	 multzoen kasuak bakarrik aipatuko ditugu hemen.

ZI

f(x•Y)

,\"\

:(
	 - EI

f(x,y) 0	 V (x,y) A badabiderkadurak oinarriaren azalera

aituera z = :(	 prisma baten boiumena adierazten du. Gauza bera

gertatzen da Mic ;f) 4(tic) eta	 11(1,_) biderkaciurzekin goi eta behe-baturetan. kasu

hauetan aituerak M,z(f) eta

Limiteak kaikuiatzerakoan. — 0 denean. intea-raia eta z = f(x.y ,) zainazalak.
z = 0 pianoak eta sortzalletzat A tmearen mu g:a-kurba duen eta OZ ardatzarekiko paraieloa
den gainazai ziiindrikoak ''Qure kasuan brisma) mugatzen duten zorourzaren boiumena bat
datoz.

f(x.y) � 0 denean =	 aurreko boiumena izanik

f(x.-.7) funtzioa	 tartean zeinuz aidatzen bada, tartea aznitartetan banatzen da
zeinetan funtzioa zositiboa edo nezanboa, baina ez biak barera. bait da.

muitzoan beste '..nrercretazio ernan ciiezaioke.‘r.0 intezraiari.

boiumenari dazokion dentsitatea aciierazten du. beraz. 	 utt	 biderka-

durak	 bolumenaren masa aaieraziko du 	 Mtezraiak a 3-•imentsioko t.arte:ze.n
masa.

,
f(x.y,z)	 denean	 .7	 =	 boiumena iortzen da.
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3.2-4 Integral anizkoitzen propietateak

a)Linealtasuna

jA (2t. f(xi,...,xn) + i.t g(x/,...,xn)) d(xi,...,xn) = fk f(x/,...,xn) d(xi,...,xn) +

+ p. JA g(xi,...,xn) d(xi,...,xn)

b)Baldin A = A 1 v A2 eta A 1 n A2 = QS bada

	

f(x	 x ) d(x	 )	 f(x/,..,xn) d(xi,..,xn)A	 l'"'	 1""xn = Al	 + SA2 f(xi,..,xn) d(xi,..,xn)

c)V(xi,...,xn) E A	 f(xi,...,xn) 5 g(xi,...,xn) 	 bada

1A f(xi,...,xn) d(xi,...,xn) 	 SA g(xi,...,xn) d(xi,...,xn)

d) A	 m f(xl,...,xn)	 M	 bada

m p. (A) S SA f(xl,...,xn)	 �. M 1.1(A)

e) Batezbestelcoaren teorema

f(xi,...,xn) funtzioa A tartean jarraia bada	 E A existitzen da non

i.f f(x	 ) d(	 )	 f(	 ) (A) bait da.

	

A	 1""'Xn	 Xl"*"Xn =	 l'"" n

Frogapena:

f(xi,...,xn) jarraia denez A tartean minimo eta maximoa lortuko ditu, hau da.

E A m f(xi,...,xn) M , aurreko propietatea erabiliz

	

m 1./(A) 5 I M p.(A)	 m 5— M f(xi,...,xn) jarraia denez
p.(A)

	

E A /	 =

	

fA f(xi,...,xn) d(xi,...,xn) =	 g(A)

f) V(xi,..,xn) E A I f(xi,..,xn) I < M bada 	 f(xi,..,xn) d(xi,..,xn) I < M p.(A)
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3.2-5 Integral anizkoitzen integral berritu' en bidezko kalkulua

Berriro IR 2 eta 1R. 3 multzoetara, inportanteenak alegia, murriztuko gara. Idazkera
ere multzo hauetara moldatuko dugu.

- R2 multzoan

I = J

f(x,y)	 A tartean jarraia suposatuko dugu , A = [a,b] x [c,d] f(x,y) jarraia denez

A f(x,y) d(x,y) existituko da.

Har dezagun ondoko partiketa:

a=x <x «x <x =b0	 1	 "'	 n1	 n

c yo < y i < < y m_ i < ym = d

	

Axi = xi - xi_ i	i = 1,...,n

	

AY; = Yi - Yi_ i	 j = 1,...,m

P =

beraz m x n laukizuzen izango dugu,

zeinen azalera	 = Axi . Ayi

i = 1,...,n eta j = 1,...,m	 bait da.
n m

C5(P) =	 gtpti)	 (ti,ti) E
i=1 j=1

Kalkula dezagun orain lim 6(P)
p.(P)—>0

p.(P) ---> 0 <=> max	 --> 0 <=>

<=> 1.1.(Iii) —> 0 <=> Axi . Ayi --> 0 	 azkenekoak erabiliko ditugu.
/ n m	 \

I = lim a (P) = lim cr (p) . lim	 1, 1 f(t.,t.) Ax. Av. =
1. i	 1.	 - J )1-1-(P)--0	 Ax i --40	 Ax - -->0Ayi___>0	 i=1 j=1

v • 0A - J—*

	

n	 / m	 \	 n	 m	 -
(i)	 .	 (2)
= 1 im 1, Axi. 1, f(ti , ti) Ayi = lim 1 Axi ( lim 1, f(t. t.) Av-) =

	

Axi—>0 i... 1	 Av • -->0 • i	
I ' J	 -' J

	

Ax i -->0 i=1	 - \. j=1	 )	 - J	 .1=	 -
Av -- J-4°

n
/ ,d	 \ -

(3)
= lim

Ax
1, Axi
i=1

../

f(ti,y) dy

\, c	 J-

,.b
n

(4)
= hm 1 g(ti) A 

(5)
xi .---	 g(x) dx =

Axi-40 i=1
.i a
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- 1R 3 multzoan

f(x,y,z) A tartean jarraia da, A = [a.b] x [c,d] x [e,f]

Kasu honetan eta garapen bera eginez zera lortzen da
b ,d ,fIf(x,y,z) d(x,y,z) =I = f(x,y,z) dz dy dx

A	 a ., c
Hemen aztertu ditugun eremuak 2 eta 3-dimentsioko tarteak izan dira. Definizio-

-eremua tartea ez denean emaitza berbera lortzen da ondorengo urratsak jarraituz:

ANALISIA II	 3. Gaia

b / d

(6)
f(x,y) dy dx

C

(1) eta (2) Axi ez dagoelako j-ren menpean

(3), (5)	 integral mugatuaren definizioa ((3)-an t i-ren menpean dago)
d

(4), (6)	 g(ti) =	 f(t i ,y) dy	 izanik

Lehenengo pausuan Axi banandu beharrean Ayi bananduz gero beste integal hau,
,d / pb

f(x,y) dx dy, lortuko genuke

c	 a

- Definizio-eremua eremu erregularretan zatitu egin behar da.

Eremu bat erregularra da baldin ardatz bakoitzarekiko zuzen paralelo bat eremuko
puntu batetik pasatzen bada eta eremuaren muga bi puntutik bakarrik zeharkatzen badu.

I B
	Hau gertatzen denean eremuaren	 _

muga bi funtzioren bidez adieraz clniteke

bi eratan

y = 91(x) , y = 92(x) x e [a,b] edo

x = vi(y) , x = tif2 (y)	 y E [C,C1]
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Honek x eta y aldagaien mugak ondoko hauek direla esan nahi du

a<x � b	 91(x)	 92(x)	 edo

c < y < d
	

V i (Y) x V2(Y)

Hiru edo aldagai gehiagorekin gauza bera gertatzen da, hots, eremuaren muga aldacrai

bat besteen funtzioan idatziz adieraz daitekeela xi =	 eta

xj = 99 (x	 esaterako. Bi funtzio hauek n-1 dimentsioko mulza amankomunean
dute, muga hau ere erreczularra da eta berriro bi funtzioren bidez adieraz daiteke. Prozesu
honi jarraituz aidagaien aldakuntza-tarteak lortuko ditugu

xn E

Xn_i E [l if - (X
J.

. x,),Ø,(x x,)]

E [p,(x,).p,(x,)]

- Eremu erreTalar bakoitza A n-dimentsioko tartean sartzen da

- A tartean	 f*(x1,...,x n) = f(xi ,...,x n)	 (x l ,...,x n) E B	 funtzioa

0	 (xi,...,x n) ,5 B

definitzen da eta benan bere integala kalkulatzen da:

,^b

	

r	 (1) 
	 i.

1	 (2)	
t• b „d

(3)
I = I f(x.y) ds =	 i f*(x,y) ds =	 f*(x,y) dy dx =	 g(x) dx

	

., J
B	

J J	 ..,
A	 a c	 a

(1) 0 bakarrik sartu dugu A-B	 zatian

(2) A	 tartea delako A = [a,b] x [c.c1]

(3) g(x) = f*(x,y) dy integral hau	 x-en menpean dagoelako

4 4
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f*(x,y,z) dv = 3
A

.n 	 r

,.b

3

,.d

J
c

,f

f*(x,y,z) dz dy dx =
e

92(x)b	 (.

3a	 9 1 (x)

f.z2(x•Y

z1(x•Y)

f(x,y,z) dz dy dx

I =	

j•
f(x,y,z) dv =

ANALISIA II	 3. Gaia  

,d	 (-Y1

b(x) = f*(x',y) dy =	 f*(xl,y) dy +

c	 c	 Y2
f-Y2

f*(x . .y) dy +	 f*(x',y) dy (x' finkoa da)

Yi	 Y2
Y1

y	 [c,yi]	 (x',y)	 B	 f*'(x',y) = 0

y e [y2 ,d]	 (x',y) B	 f*(x1,y) = 0
	 a	 x'

	
b

g(x') = f*(x',y) dy = y l = 9 1 (x t) eta	 = q),(x . ) izanik.

,.b

Beraz azken berdintza hau I = g(x) dx	 berdintzan ordezkatuz

a

(P2.(x)

I = 	 f(x,y) dy dx

a	
^Pi (x)

Hiru aldagaiarekin prozesu berbera eQin behar da:
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hauek mugen ekuazioak dira eta. integala

',
x-

.. a
(.13 1	 - --,

a-
c

i =

i

f (x,y,z)	 dy dx
3

d

z

- a
../ x

2 2	 2
x	 y

b 1 - —

a-

c — + —
-,

a
2	

b-
Y
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2-5.10 Adibidea

Determina ditzagun ondoko eremuen mugak

- B = {y = 0, y = 1 - x2 }	 eremu erregularra da

0 y 5_1 eta	 x 1-177 	 edo

-1 < x < 1 eta 0 < y < 1 - X2        

I =

\ 
3

f(x,y) dx dy	 edo

= -   

r -1-x
2 1

I =	 f(x,y) dy dx
,	 ..n-1	 o	 i

( -,	 ,-)
x- y-

	

_ B = i.. ._ ..... _. = ___	 z = c f.	 ,	 -,
a	 b-

x = a
a-

x = - a
i-,

x
z = c

a-

y
+ -,

b-
y = - b	 1 -

x

a-

z

Z = C i(z = c) y = b 1

x
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3.3 ALDAGAI-ALDAKETA INTEGRAL ANIZKOITZETAN

R2 eta R 3 kasuak bakarrik aipatuko ditugu, 1B 2 -koa bakarrik garatuz.

Integral bikoitzak kalkulatzean zuzenean kalkulatzea zaila izatea gerta daiteke; arazo
hau aldagai-aldaketen bidez konpon daitekeelakoan aldaketa hau nola egin behar den
aztertuko dugu.

jjB f(x ,y) ds integrala kalkulatu nahi da, non f(x,y) funtzioa C kurba batek

mugatutako ermu itxian jarraia bait da eta

x = 9(u,v)
	

aldagai-aldaketa egin nahi dugu cp eta v funtzioak B' eremuan

y = v(u,v)
	

uniformeak, jarraiak eta deribatu partzial jarraidunak izanik.

B' eremua B eremutik aipatutako aldaketaren bidez lortzen da
P = (x,y) <--> (u,v) = P', C kurba aldaketaren bidez C' kurba itxi bihurtzen da

B eta B' eremuek ez dute forma bera izan behar.

Har dezagun partiketa bana B eta B' eremuetan. B' eremuan u = kte zuzenari B

eremuan {x = (p(u,v), y = v(u,v)) kurba dagokio baita v = kte zuzenari ere beste kurba
bat dagokio.

B' eremuan hartutako laukizuzenen partiketa bat B eremuan kurbez osatutako
karratula bihurtuko da.

Kontsidera dezagun OUV planoan laukizuzen baten As' = Au.Av azalera, honi
OXY . planoan dagokion As azalera orokorrean desberdina da. Batura integralean As' eta
As azaltzen direnez bion arteko erlazioa ezagutu beharko dugu.

z = f(x,y) = f(9(u,v),v(u,v)) = f*(u,v) , beti ISB f(x,y) ds = ISB, f*(u,v) ds' izango dugu

integrazio-aldagaiak mutuak direlako.
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As azalera kalkulatzeko A i , A2, A3 , A4 erpinetatik abiatuko gara

A,,s(x2 , y )A =(x y )1.--`

A37,-.--(x3,y3) x3 = 9(u+Au,v+Av) ;

y3 = v(u+Au, v+Av)

(X4' )74) x4 = (u,v+Av)

y4 = (u,v+Av)

x = (p(u v)	 •

y i = lti(u,v) y2 = v(u+Au,v)

x2 = 9(u+Au,v))

A IA,) , A2 A3 , A3A4 , A4A 1 kurba-arkuak zuzen paraleloez hurbilduko ditugu eta
funtzioen gehikuntzak hauen diferentzialez ordezkatuko, ordena handiagoko infinitesimoak
mezpretxatuz (1. ordenakoak gordez).    

x i = (p(u,v) ;

= v(u,v)

x2 = 9(u,v) + — Au:au

a w
y2 = v(u,v)

atp	 a cu

x, = (p(u,v) +	 Au	 Av ;
au	 av

y 3 = v(u,v) + auAu + d Av

ao
x – (D(u.v) +	 Av

4 	 av

-c) v
v = v(u,v) +4	 OV

As azalera kalkulatzeko kontsidera ditzazun	 eta A2 A3 bektoreak eta bion
arteko biderkadura bektoriala

k
a

A
au 

u

a
Av	 Av 0

av	 dv

a Nf	 a	 a
Au

v
Au Av - Av

au	 av	 av	 au

a 9 aw a (f) a

au av	 av Au Av =

Au Av = I J I As'	 non I J I jacobiarraren balio

axif aw

beraz As = I J I As' , berdintza hau batura integralean ordezkatuz

43

--->
A,,A3 = (x 3 -x2 ,y 3 -y2 ) =	 Att,	 Av)= b

2-XPY2-571)=
ra 	 v

Au=a	 As=lanbl=i 

ra 	 aw

0

a9

absolutua bait da

I



ANALISIA II	 3. Gaia

a(P)	 f(x,y) As	 f*(u,v) I J I As' eta partiketaren diametroa 0-rantz joeraziz As, As 1 --> 0
B'

I = ,fsfB f(x,y) ds = 1.1}3 , f*(u,v) I J I ds'

Batzutan gehiago zehazteko asmoz I J I – idazten da.

Integral hirukoitzekin prozesu berbera erabiltzen da, hipotesi berberen menpean.

x = cp(u,v,w)

y = v(u,v,w)

z = (I)(u,v,w)

aldaketa bada ,	 v,	 funtzioak B' eremuan

uniformeak, jarraiak eta deribatu partzial jarraidunak

izanik

= .fiSE f(x,y,z) dx dy dz =,^^^B , f*(u,v,w) I J I du dv dw

f*(u,v,w) = f(cp(u,v,w),v(u,v,w),0(u,v,w)) izanik

eta	 IJI =
ac(p.v,o)
a(u,v,w)

a	 cf)
au

av av av

au	 aw

delarik

a (I) a(I) a (I)

au av aw

Gaiaren hasieran, koordenatu-sistemak aztertzean, berauek aldagai-aldaketa bezala
onar zitezkeela esan genuen, bide batez zegozkien jacobiarrak kalkulatu genituen. Orain bi
aldazai-aldaketa gehiago aipatuko dugu, koordenatu polar orokortu eta esferiko orokortuei
dagozkienak hain zuzen ere.

(A) Koordenatu polar orokortuak

x=arcoscp ekuazioen bidez

ax ax

adieraz daitezkeenak dira, a,b=kte.

y=brsincp J = a cos cp	 - a r sin

b sin	 -arcos cp

= a b r cos29 +

abrsin29=abr

a9

ay. ay
,39
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beraz IJI=labrl	 eta	 ds= labrlds'

r e	 eta o e [O, 27t1	 aldakuntza-tarteak dira

(B) Koordenatu esferiko orokortuak

x = a r cos 6 cos	 ekuazioen bidez adierazten dira	 a,b,c=kte.

y = b r sin 8 cos	 eta dagokion jacobiarra:

z=crsin cp

J = a cos 9 cos o	 - a r sin e coso	 - a r cos 8 sin o

b sin 8 cos cp	 b r cos 8 coso	 - b r sin e sin o

c sin	 0	 c r cos

= abc r 2 cos

eta IJI = I abc r2 cos o I	 eta	 dv = I abc r2 cos	 dv'

r	 0	 [O, 2n]	 [O, nj	 erernua da.

Bukatzeko aciibide batzu eg-ingo dugu:

3.11 Adibidea

x- y- z-
Kalkula dezagun	 + + =1	 elipsoideak muzatzen duen bolumena

a	 b	 c-
z l

r,	 ,,

Mdagai-aldaketarik e(2okiena koordenatu

esferiko orokortuetara pasatzen dena da

x = ar cos 0 cos o

y = b r sin 0 cos o

z=crsin cQ

IJI=labcr2 cosol

jacobiarra da

a,b,c>o

0 < r < 1

0 < 0. < 2n

7C
_ < m

2 	 2
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V =	 1
27r

abc r2 cos d d dr = 2, nabc
2	 .

r2 (sin
n/2

1.7,12 ) dr =
,1

,.1t/2

0 0 3 -7E/2	 3o

ANALISIA II	 3. Gaia

--.3-
12 it abc	 2 r2 cir	 V = 4icabc (—r33 1 01 \ = 2 abc It) 
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ANALISIA II	 4. Gaia

4. GAIA
INTEGRAL INPROPIOAK ETA PARAMETRO BATEN

MENPEKO INTEGRALAK

4.1 INTEGRAL INPROPIOAK

Tarte batetan definituriko funtzio bomegabea edo tarte infinitu batetan definituriko
funtzioa badugu, ez da go Riemann-en zentzuan haren integragarritasunaz mintzatzerik. Izan
ere, integrala funtzio bornatuetarako eta tarte finituetarako definitu genuen.

Bi kasu hauetan integral kontzeptua hedatuko dugu limiteen bidez. Integral hauei
intezral inpropio esan ohi zaie.

A) I. MOTAKO INTEGRAL INPROPIOAK

Mota honetan inteazio-tarte infinitua duten integalak daude:

A.1)

a

f(x) dx = f(x) dx

A.2)

f•c`

f(x) dx = lim f(x) cix

00 a

A.3) f(x) dx = f(x) dx f(x) dx =	 lim f(x) dx lim f(x) dx
c

a
	

b
	 .i

a

1.1 Definizioa

Aurreko hiru kasuetan limitea existitzen denean, (hots, finitua denean) integral
inpropioa existitzen edo konbergentea dela esaten da. Limitea ± oe bada edo ez bada
existitzen integal inpropioa dibergentea dela edo ez dela existitzen esaten da.

A.3) kasuan bi limiteek existitu behar dute
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ANALISIA

Adierazpen geometrikoa

y=f(x)

4. Gaia

Oraingoan kalkulatu nahi dugun

azalera y = f(x) kurbak eta x = a

eta y = 0 zuzenek muzatutakoa da.

Jo deza.zun [a,b] tartean f(x) fun-

tzioaren jatorrizko funtzio bat aurki         

dezakegula, hau da, f f(x) dx = F(x) + K idatz dezakestula. Kasu horretan

f(x) dx =	 1-(x) dx = lim (F(b) - F(a)). Honexezatik limite honen

baiioak intezral inpropioa existituko den aia ez esanzo

.a

Gauza bera esan iiteke	 f(x) dx eta f(x) dx intezral inpropicez lim 0

eta lim F(c),	 F(b11, hurrenez hurren, unilteekLko.
b—p--

B) 2. MOTAKO MiTEGRAL INPROPIOAK

Mota honetan inteakizun bezaia funtzio bomezabea duten intezmla.k sartzen dira

. b b-E

B.1) f(x) dx = lim f(x) dx [a.5) tartean

B.2) f(x) dx = lim f(x) dx (a,51 tartean
./

a ,
a+E

.b ,b-E

B.3)

a

f(x) dx =	 Ēi f(x) dx

a+ri

(a,5) tartean

Kasu honetan funtzioa tarteko muturretan bornatua ez dela suposatu duzu. B.3) ka-

suan bi limite, e eta Threkiko alegia, agertzen dira, biak elkarren independentea.k direlarik.
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ANALISIA II	 4. Gaia

1.2 Definizioa

Aurreko hiru kasuetan, B.1), B.2) eta B.3), limiteak existitu eta finituak badira
integral inpropioa existitu edo konbergentea dela esango dugu. Bestelako kasuetan ez deia
existitzen edo dibergentea dela.

B.3) kasuan bi limiteek existitu behar dute.

Adierazpen geometrikoa

a	 b-e b

x = b zuzena y = f(x) kurbaren asinto-

ta da, beste kasuetan ere horrelako zerbait

zertatzen da.

Eman dezagun F(x) , f(x)-en jatorrizko

funtzioa dela [a,b) tartean, hau da,

b-e

f(x) dx = F(x) + K . f(x) dx = lim f(x) dx = lim (F(b-e) - F(a)),

eta hemendik intearal inpropioaren existentzia eta limitearena bat datozela. Gauza bera esan
daiteke beste bi kasuetan.

f(x) funtzioa bornagabea c E (a,b) puntuan balitz, [a,c) eta (c,b] azpitarteak
hartuko genituzke eta hau kopuru finitu aldiz gertatuz gero hainbat azpitarte kontsideratuko
genuke.

1.3 Adibidea

dx

1. Motako integral inpropioa da, A.1) hain zuzen ere.

,b

dx	 b	 7t
lim

blim (arc tg x I o ) =	 (arc b - arc tg 0) = lim arc tz b = —
21+x -

'o
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ANALISIA II	 4. Gaia

limitea existitu eta finitua denez integral inpropioa konberzentea da.

2. motako integal inpropioa, B.1) hain zuzen

.1-e

iim

honetan ere limitea existitu eta finitua da, beraz intezral inpropioa konbergentea da.

4.2 KONBERGENTZIAREN .4,VAL/SIA

Kasu askotan intezrai inpropioa konbergente aia diberzentea den bak;.irrik interesatzen
jakitea, ez	 b-eraz. zert-an integrala •'kalkulatu behar. Horretarako ',zaera. eza.2una

duten beste inte czaiekin konnaratuko

A) V1C714.K0 INTEGRAL INPROPICAK

2.4 Dejinizioa

3i Mtezrai inbrobio '..zaera berekoak direia. esana.o T.i biak batera konberzenteak edo
diber2enteak direnean.

2 Pronietatea

	f(x)	 Inte2Tal hipropioaren izaera ez daw ”a" behe-mu2aren menpean

Frogapena:

a < a' deia suposatuz	 f(x) dx =	 f(x) dx +	 f(x) dx

.,0

f(x) dx konstantea da, finitua, beraz
	

f(x) dx eta
	

f(x) dx

	

a	 a

inteQral inpropioek izaera berbera dute.

JJ
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2.6 Propietatea

00	 00
/.

K 0
	

f(x) dx eta
	

K f(x) dx integral inpropioek izaera berbera dute.

r
a
	 3

2.7 Teorema

Balciin • V x E [a,D0) 0 f(x) g(x) eta	 g(x) dx	 konbergentea. da.

a
00

f(x) dx integrala ere konbergentea da.

.n
a

Frowpena:
b	 ,b

0 f(x) g(x)	 bada	 0	 f(x) dx g(x) dx	 `7" b E

a	 a

.b

b	 joeraziz	 0	 lim
	

f(x) dx	 lim	 g(x) dx = K (finitua

3 	 3
a

rb

konbergentea delako). Alde batetik f(x) dx b-ren funtzio gorakorra

3

da, beste aldetik bornatua da, beraz limitea existitzen da eta finitua da.

2.8 Teorema

x c [a,..) 0 f(x) g(x) eta

dibententea da.

3
a

f(x) dx dibergentea bada

3
a

g(x) dx

Frogapena:

g(x) dx intezral konbergentea balitz, 2.7 Teorema aplikatuz
	

f(x) dx konber-

./
a

3
a

gentea litzateke, baina dibergentea denez besteak ere dibergentea izan behar du.
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Konbergentzi erizpide orokorra

Funtzio positibo baten integral inpropioa konbergentea (dibergentea) da baldin
majoratzaile (minoratzaile) batena konbergentea (dibergentea) bada.

CO

Normalki I =
a

3 1

dx

x

a
integrala hartzen da konparatzeko

a > 1 denean konberzentea da

a 1 denean dibergentea da

2.9 Korolarioa

f(x)
Izan bitez	 0 5 f(x) eta 0 < g(x) funtzioak. iim	 =

	

X —)00	 gx..;

existitzen eta finitua bada:

a) baldin Q(x) dx konbergentea eta K .-_.=. [0,..) badira	 f(x) dx konberzentea da

b) baldin	 g(x) dx dibergentea eta K E	 badira	 f(x) dx diberzentea da

1
Praktikan	 =	 funtzioa hartzen da eta

x

zero, egiten duen a bilatzen da, beraz orain:

lim x f(x) finim baina ez
X-H000

K E	 eta a > 1 bada f(x) dx konbergentea izango da eta

a

K E (0,00) eta cc 5_ 1 bada

./
a

f(x) dx dibergentea
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2.10 Teorema

00

Baldin
	

I f(x) I dx konbergentea bada

3
a

f(x) dx .ere konbergentea da

3
a

Frogapena:

fi

f(X) dx =	 (f(x) + I f(x) I - I f(x) I ) dx = 	 I f(x) I dx -	 ( I f(x) I - f(x) ) dx

a
	 (3 a 	 3a 

I 1	 2

I l hipotesiz konbergentea da eta I2 integralak,

0 5_ I f(x) I - f(x) 2 I f(x) I denez, integral majoratzaile konbergentea onartzen du

00

I f(x) I dx hain zuzen, beraz L, ere konbergentea da eta hortik
	

f(x) dx

3 	 3
a
	 a

integrala ere konbergentea da.

2.11 Definizioa
00

Baldin	 I f(x) I dx konbergentea bada	 f(x) dx absolutuki konbergentea

a	 a

dela esan ohi da.

2.12 Adibidea

dx
- Azter dezagun 2(1+e

x
x	 )3

integralaren izaera

1

1 1

x2
V x > 1,	 eta	 cc = 2 > 1	 denez, —2 dx konbergentea

x2(1+ex )
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— dx =

2
X .

1

1	 (-1 b \ 	 /-1
— eix = lim — 1 = lim	 + 1 = 1

y 1
X	

b_9cc,	 u

lim
b-40.

ANALISIA II	 4. Gaia

00

1
da konparaziozko erizpidea erabiliz	 	 dx ere konbergentea da

x
2
(1+e

x
)

„b

eta bere balioa 1 baino txikiazoa da.

r°°

x+1
- Azter dezagun
	
	  dx integralaren izaera

00

x+1	 x	 1	 1	 1
	  = 

x1/2
—	 x > 1, a = < 1 denez

X
X	

1/2 dx

X

r:T:
N/ 

x+1
diberg.entea da. beraz integraia ere diberzentea da.

sin x
„	 dx intem-alaren izaera aztertuko duszu.

x .,

sin x zeinu aldakorreko funtzioa da, horrexegatik 2.10 teorema erabiiiko dusru.

sin x I

x3 11 —
<

1
3

x
x > 1 denez

sin x

x
3

1
<
— 

x
3

dx
Kasu honetan	 = 3 > 1 da eta

	

X 2,

	 konbergentea,

sin x	 sin x
bera	

x3
 dx era konber.gentea eta	

x
3 

dx absolutuki konbergentea.

1	 1
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,b

dx
J 
a

=
(b-x)a

a

rb
dx

B.2)

a

erabiltzen da.

ANALISIA II	 4. Gaia

B) 2. MOTAKO INTEGRAL INPROPIOAK

Mota honetarako ez ditugu teoremak frogatuko, horrez gain [a,b) tartean bakarrik
arituko gara, baina (a,b] eta (a,b) tarteetarako ere balio du. _

2.13 Proposizioa

f(x) dx integral inpropioaren izaera ez dago a behe-mugaren menpean.

a

2.14 Proposizioa

VIC �-0

2.15 Teorema

,b	 ,.b

f(x) dx eta

a	 a

Kf(x) dx integral inpropioak izaera berekoak dira.

Baldin f(x) eta g(x) funtzioak b puntuan bornegabeak badira eta
,b

x E [a,b) 0 f(x) 5_ g(x) bada g(x) dx konbergentea bada f(x) dx

3
a

3
a

,b ,.b

konbergentea izango da. Eta

3
a

dibergentea izango da.

Konbergentzi erizpide orokorra

f(x) dx dibergentea bada

3
a

g(x) dx ere

Funtzio positibo baten integral inpropioa konbergentea (dibergentea) da funtzio
majoratzaile (minoratzaile) batena konbergentea (dibergentea) bada.

Normalki ondoko integala erabiltzen da konparatzeko:

a < 1 denean konbergentea da

a 1 denean dibergentea da
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2.16 Korolarioa

Izan bitez 0 f(x) , 0 < g(x) V x E [a,b) funtzioak, lim	
f(x)

g(x) Kx-4b-

existitzen eta finitua bada:

pb	 pb

a) baldin g(x) dx konbergentea eta K E [0,00) bada
	

f(x) dx konbergentea da.

a
	 a

,b	 rb

b) baldin	 g(x) dx dibergentea eta K E (0,00) bada
	

f(x) dx ere diber.o.entea da.

a
	 .i

a

1	 /	 I
Praktikan g(x) – 	  B.2) 	 c4) funtzioa hartzen da eta lim (b-x) OE f(x)

(b-x)a	 (x-a)

finim eta ez zero eziten duen a bilatzen da,
,b

K e	 eta a < 1 badira
	 f(x) dx konbers:Lentea izan.qo da eta

K E	 eta a 1 badira diberzentea.

2.17 Teorema

p b	 pb

Baldin	 I f(x) I dx konbergentea bada	 f(x) dx ere konbergentea da.

a	
./

a

2.18 Definizioa

pb

I f(x) I dx integral inpropioa konbergentea denean
	

f(x) dx integrala
d

a	 a

absolutuki konbergentea dela esan ohi da.

Bai 2.10, bai 2.17 teoremak zeinu aldakorreko funtzioetarako erabiltzen dira.
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2.19 Adibidea

rl
dx

integrala konbergentea ote da?

''o
	 x

x = 0 puntuan ez da bornatua funtzioa.

1	 1	 1
Bestalde 	  <	 V x E (0,1] eta a = 

2 
< 1 denez

4x3 nFc	 •

1

dx
konbergentea da beraz	 ere konbergentea da.

x+4x3

dx

..rc

dx
Ln x
	 integralaren izaera aztertu.

0'5

1	 1
f(	

biak bornagabeak dira X = 1 puntuan
)x = Ln x	

eta	 g(x) =
(1-x)OE

-1/L,n x	 - (1-x)a	 a(1-x)OE 1
lim	 – lim_	 = [L' Hiipital] = lim =
x--)i- 1/(1-x) 	

x--› i	 Ln

[a = 1	 aukeratuz

x	 x--›1	 1/x

= lim	 (1-x)° . x = lim	 x = 1

a = 1 denean dx_
1 

x dibergentea da, beraz
dx

ere bai
Ln x

0 . 5	 j0'5

4.3 PARAMETRO BATEN MENPEKO INTEGRALAK

Bi mota kontsideratuko dugu:

A) Integrazio-mugak konstanteak dira eta parametroa integakizunean dago.

B) Bai integrakizuna bai integrazio-mugak parametroaren menpean daude.
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A) INTEGRAZIO-MUGAK KONSTANTEAK.

Izen bedi f(x,X) bi aldagaiko funtzioa, non a x b eta c X d den. Kontsidera

fib

dezag,un
	

f(x,k) dx integrala, k-ren balio bakoitzerako integralaren balio bat lortzen da,

a
,.b

hau da, integral hori k-ren funtzioa da, horrexegatik 9(k) = f(x,k) dx idatziko dugu.

320 Teorema	
a

Baldin f(x,k) [a,b] x [c,d] laukizuzenean jarraia bada 9(k) jarraia da [c,d] tartean.

Frogapena:
,b	 ,b

Ay(k) = 9(k-Fdk) - y(k) = f(x,k+Ak) dx - 	 f(x,k) dx.

f(x.k) D = [a,b] x [c,d] eremu itxian da jarraia, beraz uniformeki jarraia da bertan,

hots VE .> 0 3 8(E) / VP 1 ,P2 e D d(P 1 ,P2) < 5	 f(P1) f(P2) <

baldin P 1 = (x,k+Ak) eta P2 =	 aukeratzen baditugu d(P 1.,P2) =	 da eta

< 8	 I f(x,X+AX) - f(x,X) I < E ere betetzen da, eta hemendik
,b	 ,b

I Acp(X) I =	 f(x,k+AX) dx - f(x,X) dx _� I f(x,X-FAX) dx - f(x,X) I dx < E dx =

sa	 sa	 a	 a

Et

= E (b-a)	
e = b-a	

hartuz

VE' > 0 3 8(E') / AX < 8 bada I 9(X+AX) - 9(X) I < c' 	 edo

2 = X+Ak eta^ 1 =	 badira	 = l Ä.2 - 2k. 1 I < 9(2L2) (1)(2'1 ) I <

hau da, cp(X) jarraia da [c,d] tartean.

Jarraitasun honek Jeta Iim zeinuak trukatzen uzten digu:
,b

lim I f(x,X) dx = lim 9(X) = 90‘.0) = f(x,X 0) dx =
	 lim f(x,X.) dx .

a	 a	 a
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321 Teorema

a f(x,ij e
Baldin f(x,ij D = [a,b] x [c,d] eremuan eta 	  D = (a,b) x (c,d) eremu

eb

irekian jarraiak badira p'(ñ.) =
a f(x,k)
	 dx betetzen da.

ak
a

Frogapena:
,b	 ,.b

f(x,X+A21/4.) dx - 	 f(x,X) dx

0,-A-A2L) - (P(X.)
cp'(X	

9 
) = lim	 	  = lim 	

AX—>0	 z‘k	 AX.—>0	 Ak

b

( f(x,k+AX) - f(x,X.) ) dx

a
= lim

Ak—>0

x konstante bezala kontsideratuz aldagai bateko funtzioetarako

batezbesteko balioaren teorema aplika dezakegu [X,,2k.+Ak] tartean:

a f(x,k+OAk)
f(x).+A2,,) - f(x,X,) = 	 	 0<0<1	 X+0Ak E 	X.+A21.] )

,b

a f(x, k+eAk)
dx

ax,
a f(x.X+0Ak)

beraz 9'(2n..) =	 = lim	 	 dx =

	

o 	  
,A2L	 AX—>0

a

,b	 b

a	 a f(x,X.+OAX)	 f(x,X.)
= (--,A, jarraia delako) =	 lim o 	 ax 	 dx => 9 1(k) = 	 dx

Ak—> a2..
a	 a

Azken emaitza honek Leibnitz-en formula izena du.

322 Teorema

Baldin f(x,k) D = [a,b] x [c,d] eremuan jarraia bada cp(k) integragarria da [c,d]
tartean eta:
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dd f b

cp(ij ci2t. =	 f(x,X) dx 1di =	 f(x, 2n.) dX dx
./

b/ d

a	 c

Ii	 12

Frogapena:

Il eta 12 integralek t-rekiko deribatu bera dutela ikusten hasiko gara, gero funtzio

berberaren jatorrizko funtzioak direnez bion arteko kendura konstantea izango da,
azkenik konstante hori zero dela frogatuko dugu.

,.b	 ,t i ,b

I i(t) =
	

f(x,X) dx dX , bedi	 I i (t) =
	

f(x,X) dx	 =	 (1)(ij
./

c 	sac \ a

t	 ,b

(p(2t.,) d/1.	 = 9(t) =

3

f(x,t) dxI' (t) =

a

Kalkulu integalaren oinarrizko teoretna aplikatu dugu.

3
a

( d

f(x,X)

n b r t

Idx , bedi I2(t) =	 f(x,;\.) diln..
3

a \ . c

dx =
3

a

b

v(x,t) dx 

b	 \ ,	 ,b

1 a xv(x,t)	 a lf(x,t)	 a
‘g(x,t) dx =	

at	 d" ;	 at	 –	
f(x,X) d2,. = f(x,t)

a	 j 
'1k .1

a
	..1

c	 i

3.21 Teorema eta	 kalkulu integalaren oinarrizko teorema:
b

r2(t) =	 f(x,t) dx

F 2(t) =

beraz

a

Hasieran esan dugun bezala 	 Ii(t) = I2(t) + K
b ( c	 n „b

I2(C) =

a
3

\s.

f(x,X)

 c

dx = 0 , I i (o) =

c \
J

a

f(x,1) dx = 0
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(c) = (c)+K	 0=0+K	 K=0	 I1=12

Aurreko hiru teoremak "lim", "d" eta "S" eragilen arteko permutaziotzat har
daitezke, izan ere zera lortu dugu:

,.b ,b

- lim	 f(x, dx =	 lim f(x,k) dx edo
1,—)2L0 .n 	 0

a	 a

(1)(2`'0) =

a

f(x,k o) dx

)),

a f(x,k)
• dx	 edo	 cp'(k) =	 fx:(x,k0) dx

ax

,d / fi b 	 b / d	 / ,d

f(x,k) dx dk =	 f(x.k) dk dx edo	 cp(k) d2, =	 f(x,X) dX,
.1	 .1	

ac•c	 a	 /	 a	 c

Azken bi teoremak erabiliz integral mugatuak kalkula daitezke, deribatuz edo
integratuz integal kalkulagarria lortzen denean.

323 Adibidea

- Kalkula dezagun

1	 1

(Ln x)n dx ,	 x dx � -1 integralaren bidez.

dx 

1

X+1 o	 1+X

1
X dx =	 I =  

0
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1

(P 1 (2k,) =
	 a	 dx =	 x Ln x cbc

aa,

dx =

rl

 xX
 Ln

2
 x dxa,

-10	
a

(x?" Ln2 x)
	  cbc =	 x Ln

3
 x dx

9"(X) =
a (x Ln x)

a?"'(X) =

dx = x
X 

Ln
n 

X dx

JO

9"(x) =
(-1)n ni

0.4n
+14. 

beraz,

0

x Llion CIX = (-1)ri
(1+;‘,)n+1

1

X
a
 - 1

- I = dx integala kaIkulatuko dup orain.
Ln x

1

X
a
 - 1

Har dezagun I(a) = dx
Ln x

ro

f(a) =

(xa-i	 ,i„ a
n X\L ' ./	 Xa Ln x
	  .	 	 =

aa	 Ln x dx

	

3 	 3r	 3r

	

0	 0	 0

beraz I(a) =
1

da = Ln (a+1) + K
a+1
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I integral mugatua da, beraz K konstantea kalkulatu behar dugu

a = 0 I(a) = I(0) = 0 eta Ln (0+1)= 0	 K = 0	 eta I = Ln (1+a)

B) INTEGRAKIZUNA ETA INTEGRAZIO-MUGAK PARAMETROAREN
MENPEAN DAUDE.

Kasu honetan f(x,k) D = [a,b] x [c,d] eremu itxian definiturik dago eta
lb(ij

cp(k) =	 f(x,k) dx	 integrala kontsideratuko dugu.

a(X)

324 Teorema

funtzioa jarraia da [c,d] tartean eta

t.b(X) (.1im b(ij ,,b(X0)
X—>X0

cp (X.0 ) = lim cp(k) = f(x,k) dx = lim f(x,k) dx = f(x,k o ) dx
X-->2"0	 40

a(X) lim a(ij a(.40)X-->X0

325 Teorema

a f(x,k)	 o
Baldin f(x,k) D eremuan, 	  D eremu irekian jarraiak eta a(k),b(k)

(c,d) tartean deribagarriak badira cp(k) deribagarria da (c,d) tartean eta

i.b(X)

(p'(X) =
a f(x,k)
	 dx + b'(k) f(b,k) - a'(k) f(a(k),k)

ak
a(X)

Frogapena:

cp(k) integral -mugatua da, eta integral mugatuak integr, azio-mugen menpean daude.

Hau da cp(k) funtzioa egia esan cp(a,b,k) funtzioa da, eta kasu honetan

cp(a(k),b(k),k) hain zuzen.

Baldin f(x,k) D b(k) [c,d] jarraiak badiraeremuan eta a(k), tartean
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aq) aa	 acp ab
a--?„ +	 ax,

a (1)	
bilatzean beste aldagaiak konstantetzat hartzen

f.b(X.)	 ,b(x)

da katearen erregela aplikatuz

a
dira, hau da, — = —

ax ax
f(x,X) dx

a• (X)	 a(X)

a f(x,X)
	  dx

aX

n

a
f(x,X) dx = f(b(X),X) kalkulu integralaren oinarrizko teorema

• a(4

• b( X)
	

a(X)

a	 a	
f(x,X) dx	 -	 f(x,X) dx = - f(a(X),X)

a(k)	 b( X)

b = db	 a da
—	 = b'(A.) , — = — = a'(X)ax, 

aX dX
berdintza guzti hauek

lehenengoan ordezkatuz teoremaren tesia lortuko dugu:
b(k)

(P'(X) =
a f(x,X)
	  dx + b ? (X) f(b(X),X) - a t (X) f(a(X),X)

ax
3

a(X)

3.26 Adibidea

,7c/4k	 f.n/42n.
•

t
2
 sm Xt Ln 2

- Kalkula ezazu I(X) = dt tg (Xt) = ezagutuz.,
cos

3 Xt
3

0

n/42,

19(X) =	 tg (Xt) dt

o

Ln 2
deribatuz,

2X
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7r/4X

a tg (2n,t)
(pW =	 	 dt + — . tg	 . — - (0)' tg (X.0) =

a	 \„42n..../	 42'-)
0

,7r14X	 ,.7r/42,

0

IC

	  dt - 2 tg 4 0 =
2

COS A.t

	dt
COS

2 
A.t	 4x,2

-Ln 2
2

t	 -Ln 2	 7c	 1
	  dt=	

2	 2	 2
= — + — =	 -

(7c -  Ln 2)
coS2 kt	 92k,	 4X	 4X

eta hau deribatuz

t
	  dt
COS

2 
2a

C/0

(it - Ln 4

2
4k   

TC

4k -2 (n-Ln 4)

(.7r/4X a 	 t 
cos2

	  dt +

ilo

3
\•42n,

COS
2

3

0

2
-2 t2(cos X.t) (-sin
	 dt n

	 1 - -(n - Ln 4)

3

	

COS4 2x,t	 16k 
1/2	

22,
3

2
-2 t2 sin 2n,t	 7C	 Ln 4 -
	  dt

COS
3 2n.t	 82n..

3
	2k

3

I
27r/4X

/ \	 2
t2 sin ?,..t	 1 -Ln 4 - It n	 4 Ln 4 - 4n + n
	  dt-- 	 +	 - 	

	

2	 3	 3	 3cos3
	22n,	 8X.	 62,,o	 n 	 i	 1

,7r/4X

JO
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3

- Deriba ezazu 9(X) =
tg Xx

x
dx funtzioa

3 2

‘̂ ^ 3 a tg Xx

x 3
9?(X) =. dx + )'

Wt.
-' 2

	

3	 2

	

tg, CA,.X )	 2 tg (X.X )
(;\- )' 	3	 2

4	 3
1	 x 2 tg	 ta
	 dx + 3 21/4. 	

x COS'	
3

4	 3	 1	 3
1	 3ta. X	 tg 3

	 dX + 	 	 	 =	 tz	 + 31(1.	
- 2t

cos2 
XX	 ^A.	 ti	 X

.1 X
2

	

4	 3	 4	 3
i4	 3	 '" tg 2N.. - 2 tg X	 4 tg X - 3 tg X

= — (tg X - tg X ) + 	  _ 	

X.	 A...'	 "A.,

4.4 PARAMETRO BATEN MENPEKO INTEGRAL INPROPIOAK

Integral propioetarako lortutako emaitzak integrai inpropioetara hedatuko ditugu.
Honelako integakizunak kontsideratuko ditugu:

A) 9(X) = f(x,X) dx	 9(X) = lim	 f(x,X) dx	 f(x,X) D eremuan bornatua
b—+.0

a	 a

b

1B) (p(X) = f(x,X) dx	 (p(X) = lim
E -->0

a

f(x,X) dx non lim f(x,X) = ±	 eta

a

(x,X) E [a,b) x [c,c1] bait da.

Bi mota hauek batera aztertzeko ondoko idazkera erabiliko dugu

72

I	 I	 I



ANALISIA II	 4. Gaia

r b

A) eta B)	 9(?,,) =	 f(x,X) dx	 non b finitua edo infinitua izan bait daiteke,

a

b finitua deneko kasuan f(x,X) ez da bornatua izango eta B) izango dugu, b infinitua
denean A) izango dugu.

427 Definizioa

9(?,) [c,d]	 tartean konbergentea dela esaten da baldin 0 E [c 'd]
00

A) 9(2,0) = f(x,?,0) dx	 konbergentea bada

a

B) (p(?, ) =	 +.(X..?,	 dx_	 konbergent,:,a bada
O'

4.25 Definizioa

(pC4) [c,d] tartean uniformeki konbergentea da baldin V 	 E [c,d]

r•11

< c edoA) eta B) V E > 0 3	 < b / V 71 (ri,b)e -JaÏ.x,X ) cix -0 f(x,X0) dx

rb

f(x,X0) dx

T1

Tl e E-en menpean bakarrik dago eta ez 2.0-ren menpean.

4.29 Adibidea

2n„ e dx	 e	 konbergentea da eta 2k. E	 dibergentea, baina ez da

uniformeki konbergentea

E
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-xx
X e dx = lim	 lbo ) = lim (-e-132‘ + 1) =

X.>0	 1

?L=0	 0

2n.<0

CO

xX
e dx < CIkus dezagun orain V e > 0 3 Ti e > (0,00) /11 Tle

betetzen den ala ez

rb
-xX

lim	 e dx
b-4.0 3

11

*	 -= I lim e -e
bX

 1= 1 e	 1=e-11

* e	 denean bakarrrik, konbergentea delako.

Integrala uniformeki konbergentea izan dadin lim e = 0 bete behar da baina

2

X E [0,
,
n)	 e < e

2%-	
>

1	 1

eTi 

< 
e

X-ren balioen arabera bornatu

2

behar da eta	 e [Th.)	 < e ?"	 >
1

— <
e

1
2 lim eri = 0

orain ez dago X-ren menpean

Weierstrass-en erizpidea

Baldin [a,b) tartean definituriko eta V rl E (a,b) [a,n] tartean Riemann-en

zentzuan integragarria den 9(x) funtzio ez-negatiboa existitzen bada, non

a) I f(x,X) I �_ 9(x)	 V X E [c,d]

b

fb) 9(x) dx	 konbergentea dela betetzen bait da,

a
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f(x,k) dx

,b	 ,b
<	 I	 ,k) I dx	 cp(x) dx <orain a) aplikatuz :

ANALISIA II	 4. Gaia

b

I9(k) =	 f(x,k) dx uniformeki konbergentea da [c,d] multzoan.

a

Frogapena:
b

Konparaziozko erizpidea erabiliz
	

I f(x,k) I dx konbergentea da a) eta b) hipo-

a
b

1tesiak erabiliz, beraz 	 f(x,k) dx absolutuki konbergentea eta konbergentea ere bada

a

rb

b) hipotesian
	

Ve>0 311 <b /11 �-T1<b
	

9(x) dx < E dugu

eta hau da hain zuzen ere 9(k) uniformeki konbergentea izateko
,b

baldintza	 V e 0 3 ti < b / ti 5_11 < bE	 e 

3
11

f(x,k) dx

Cauchy-ren erizpidea

b
1tp(k,) =	 f(x,k) dx integrala [c,d] tartean uniformeki konbergentea da

a

i'112

b.s.b. VE > 0 3 rl < b / VTirri 2 > rl eta V k e [c,d] f(x,k) dx < E bada

111
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Frogapena:

-71
1111.0

Baldin	 (p(X,ri) = f(x,X) dx	 bada	 9(X)	 uniformeki konbergentea bada

.pm
a

,b

VE>0 Thri<b/VTI>rie	
E

VTI>ri	 VXE [c,d]e f(x,X) dx < E

edo orain	 VE > 0	 3 Tl E < b/	 e [c,d] l cp('X) - cp(X,n) I <

(.1) ,b

I (P01/4.) - (P(XJ1)	 =	 j j f(x,X) dx - f(x,X) dx f(x,X,) cLx

,-112

110. n

Geuk f(x,X) dx	 bornatu nahi duzu	 V	 E [c,d],	 n i ,n 9 >

YaA        

I ..b

dx -	 f(x,d) dx 5_	 f(x,X) dx

711 

,.b 

f(x,X,) dx  f(x,X) dx          

= I 9(X) - 9(X,Ti 1 )	 I (p(X) - (f)(^4,T1,") < 2E	 baldin	 _� 	 beraz, bilatzen

dugun	 >	 da.

,•112

E > 0 3 ri < b /B l ,t^ 2 eta	 X. e [c,d]	 f(x,X) dx < E

T1 1

baldintza honetan	 finkatuz eta r1„, 	 joeraziz

VE>0 3ri<b/VTli>11 eta	 E [c,d] < e dugu   

konbergentzia uniformearen definizioa hain zuzen ere.
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Integral inpropioen konbergentzi uniformerako erizpidea

Jo ditzagun f(x,k) eta g(x,k) funtzioak x E [a,b) eta X e [c,d] denean definiturik

a g(x,k)
daudela eta f(x,k) eta 	 ax x-ekiko jarraiak direla.

Baldin	 a) V k E [c,d]	 g(x,k) x-ekiko monotonoa bada eta

[c,d] multzoan	 lim	 g(x,k) = 0 [uniformeki]	 betetzenbadu
x--->b

(1

b)	 (P(X.J1) = f(x,k) dx

a

(ri,k) e [a,b) x [c,d] multzoan bornatua bada,

g(x,k) f(x,k) dx	 integrala uniformek konbergentea da [c,d] multzoan.

a

Frogapena:

Teorema hau frogatzeko Cauchy-ren erizpidea aplikatuko dugu.

r112

f(x,k) dxZera frogatuko dugu V > 03 ti < b / V n i ,71 2 >	 E [c,d]

Îlt
har ditzagun l ,rl 2 > a , batezbesteko balioaren 2. teoremak zera dio:

r• 112 	 (-12

f(x,k) g(x,k) =	 f(x,k) dx + g(T12,k

33 11 1 	 111

f(x,k) dx < <112 izanik.

< E

f.71

f(x,k) dxb) baldintzak M > 0 existitzen dela dio non < M

a

V(TI,X) E [a,b) x [c,d] , horregatik
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f(x,X) dx

,111

f(x,X) dx -	 f(x,X) dx

a•a
▪111

f(x,X) dx
	

f(x,X) dx < 2 M

a▪
	 r a

Gauza bera eginez

,12

f(x,X) dx < 2 M lortzen dugu

lim g(x,X) = 0 [uniformeki] denez

V e > 0 3	 E (a ,b) / d x > rl	 V X. [c,d]	 I g(x,X) I <betetzen da
4M

Azpimarratutako emaitzak josten baditugu zera lortzen da:

V e > 0 3 Ti e e (a,b) / V ri	 > Tl e V X. e [c,c1]            

,112

f(x,X) f(x,X) dx 5. I g(Ti i ,X) I f(x,X) dx + I g(T1 2,,) I

(.112

f(x,X) dx      

M<—.2M+— 2 =e
4 M	 M

4.30 Adibidea 

dx
uniformeki konbergentea da	 V y E IR

- 00

1+ x2 + y2
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Weiel Liass-en erizpidea erabiliko dugu.

	

/ i,b	 \r.'"°

dx	 dx	 dx	 b	 rc
	  -,. -)	 	, = lirn 2	 	  = 2 lim arc tg x10 = 2 -T = 7-c,,
1 + x2	 1 + x` b—›...	 1 + x"	 b—».

3 o 	 3
0

/
1

konbergentea da, beraz b) baldintza betetzen du, (p(x) – 	 	 izanik
1 + x

1	 1
eta V y E IR	

+ X
2 

+ y2	 1 + x2
	a) baldintza ere

x sin
	 dx	 uniformeki konbergentea da 	 E	 tartean o > 0

1 + x2

Konber_gentzia uniforine::ko erizpidea erabiliko ducru.
x

(ha:. da ez	 menpean) eta lim cr ( x./ = 0

Lirnite hau 2,-ren ment	 ez dazoenez 0-rantz uniformeki konberzentea
x

horretaz tlain	 monotono be'ne,rakorra	 berar_

lehenencro baldintza betetzen

Gainera,^ 1 > 1, sin x dx
- COS XX cos - cos

hau da, bigarren baldintza ere betetzen da.
1.

x

	

Beraz	 	 sm clx	 uniformeki konbenrentea da	 V E	 c>0)
O'

+ x
2

1

0 H ARRAK

- Parametro baten menpeko intezral inpropioak uniformeki konberEf.enteak direla suposatzen
badu£m 3.20,21,22,24,25 teoremak betetzen dira, hau da, "lim" eta "S", "d" eta "J" eta "J"
eta	 elkar truka daitezke.

- Parametro baterako hemen esandakoa zenbait parameto deneko kasura heda daiteke,

	

9(241.) =
	

f(x,2L,p.) dx	 x e [a,b], 2n, E [c,d],	 e [e,f]

a
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5. GAIA

F(P) ETA f3(P,Q) FUNTZIOAK

5.1 1-(p) GAMMA FUNTZIOA

n! nP
Gauss-en forniulak emandako funtzioahauxe da: F(p) = lim p(p÷i)...(,p÷n) 

eta funtzio faktorial izena du. Ez da g.o p	 (0) puntuetan definiturik. Adierazpen hori

erabilzaitza de:nez. bere adierazpen intezrala, F(p) = 	
e-x xp-1 dx ale cria, erabiltzen da.

Inte=1 inaronio hau p > 0 denean absolutuk-i konberzentea da, p 5_ 0 denean, aidiz,
adierazpide hauek balioiddeak.	 daiteke.

Ltus dezaEur_ zer	 konberc-entea F(p). Alde bated_k inte cTa-rio-:2-r-
rea Lnfinit-ua da eta. bestaide zenbait P-ren baliotaraik:o x 0 puntuan ez da o.o funrzioa

beraz s:rflez-ra-a
-x

e	 C. X	 C.X
-x

e CX =

intezzaiaren kon pe. Ze.itZia

1	 f(x)	 x
a+p-1

a(X) = 	 harcuz	 = lim xe. x	 xe = lim 	  - 0.
g(x)	 e

zeren esponeTitziala azkarrazo hazten bait da, 	 a = 3 har dezakegu	 integrala

konberzentea izan dadin.

I	 crrirt-alaren azterketa:'

1	 1	 f(x)	 a 13-1 -x
Orainaoan g (x) =	 =	 hartuko dugu. 1im	 = lim x x• e =

(x-O)	 X x-40'

cr.±D-1
= lim x	 = 0 izan g.o da a + p-1 > 0 bada: I l inte2Tala konberzentea izan

dadifi cc < 1 ere bete behar da, bi baldintza hauek bilduz p > 0 ateratzen
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F(p) konbergentea izan dadin I 1 eta I2 integralek batera konbergenteak izan behar dute,

beraz V p > 0 F(p) = -x p-1e x dx	 konbergentea duzu.

'o

OHARRA

Funtzio honi aurreko .raiaren 3.20,21,22,24,25 teoremak aplika daldzkioke.

5.2 F(p) FUNTZIOAREN PROPIETATEAK

1) Errepikapena F(p) = (p-1) F(p-1) V p > 1

u = x1}-1 du = (p -1) xP-2 dx1
1-(P) =

-x P-1
e x	 =

dv = e-x d_x -xv = - e

Cn0

e-x 
X

p-1 (, -1) e
x 

x'	 =	 - e-x x- -X
e	 d_Y =

'0

e- bb p-1) (p-1) F(p-1) = (p-1) F(p-1)

3
0

2) F(1) = 1
<X:1

F(1) = -x ibe-x dx = lim	 e-x cix = lim (- e	 = lim (- e + 1) = 1
3 0

do

3) F(n) = (n-1)!	 n E IN

1) aplikatuz F(n) = (n-1) F(n-1) ,---- (n-1) (n-2) F(n-2) = 	 =

= (n-1) (n-2) .... (n-(n-1)) F(n-(n-1)) = (n-1) (n-2) .... 2.1 F(1) = (n-1)! F(1) baina

F(1) = 1 denez F(n) = (n-1)!

4) F(P) funtzioaren balio guztiak ezagut daitezke (1,2) tartekoak ezagutuz gero,

p �. 2 anE H/p=n+r r E (0,1) izanik eta 1) propietatea (n-1) aldiz
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aplikatuz F(p) = (p -1) (p -2)....(p -(n-1)) F(p -(n- 1 ))

F(p) = (p-1)(p-2)...(p - (n-1)) F(l+r) eta 1+r E (1.2)

ez dustu (0,1) tartea aukeratu r(d) =	 delako

F(1) = 1 F(2) = 1 . F(1) = 1

5) Osagarri-formula	 F(p) F(1-p) = sin (re p)

6-1 	

5

4

3

2 I

.

1

6) F
/ 1 \ = 1-7-t

2

...	 n ( ,....	 ,
,-	 ,	 -

,	 '?
A2 =	 e-Y dy	 e

-x dx =

\j o	 i	 ''̀ o	 r jo 3 o

-,
A- =

.,

„n/2 ..,

,
e
-r 

r 
dr 

de =

„n/2r	 '., \
-e-r

I–
1

de = –7	 on 	 i
0

beraz	
F

0

(

1

-2:)=

0

/	 1) (2n-1)!!
7) F + —2 _ 	 	 idazkera

2n

e-(x ÷Y-) dx dy =

x = cos	 x,y,	 [0,.)

[0,

y=rsine IJI=r 8 E

,n/2

It
de = —	 A	 -.2=

(2n)!! = 2.4.6 7n = 7n n!

(2n-1)!! = (2n-1) (2n-3) .... 5.3.1
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F (n+-1 )=
2

/	
	  n±--

2-n,

1)F
1
2

/	 1
n

(n+— -1)	 	=

(

= (n+-1
2

1)

-1)

3

(n-1--1
'	 2	 •

1(1)

2 )

2

(	 1	 \
F n+2 -n

'2n - 1 1 (2n -
=  

2
n 	
jL 2

1 r / 1 \ (2n - 1)!! frz

8) Bikoizketa-formula 	 F(2p) –

,2p-1 F(p) F(p + 1/2) 

5.3 r(p) FUNTZIOAREN BESTE ADIERAZPEN INTEGRALAK

eta Leibnitz-en formularen aplikaziotik datoz.

1) v = xP
	

dv = p x dx	 aldaketa ezinez

dv = —
P

3 
0

00

1
orain p' = — idatziz F(i/p')= p'

'`o

e	 dy lenak muruak direnez.

( 1

P
=p -xe

00

( 1	 ( 1
e-x dx=—F —

P	 P	 )

2) x = ay	 dx = a dy	 a > 0	 aldaketa

F(P) = e-x XP-1 dx =

'o	 'o

-ay , ..p-1	 = p
e	 a.y)	 a	 – a -av p-1

e Y
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F(p) = 2 aP
e-ax	 2p- Ix 	 dx

-

/

( Ln	 dx =	 (Ln x) P- ' dx
x )

'P) =

ANALISIA
	 5. Gaia

letrak mutuak direnez , F(p) = aP

'10

-ax p-1e x- dx

3) x = av2	a > 0
	

dx = 2 a y dv	 aldakem ezinez

F(p) = -x p-ie x cx =

00

e-ay
2 

(av2)p-1 a v	 = ap -av" 2p-i
e v	 dy

-x
dv = - e Cx

,o

,	 I	
e

-x
=	 =

n

Z_n- -
)2-1

)	 = — cy

5) F '(P)-ren adierazpena kaLk.ulatuko duau.

= T n 1

F(P) =
-X D-1.e x- dx , F '(p) =

(e-x P-1x )
	 ax =

dp

-X D-e	 Ln x dx

F (p) =	 e-x xP-1 Ln x dx

0
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5.4 T(p)-REN HEDAPENA p-REN BALIO NEGATIBOETARAKO

Gauss-en formulak p E 2" IJ (0) izan ezik beste balioetarako ere balio badu,

F(p)-ren adierazpen integ:alak p > 0 denean bakarrik balio du. Orainw honetan bere

definizioa zenbaki negatiboetara luzatuko duzu, 2 -U(0) rnultzokoetara

F(p+1) = p F(p)	 p E- (-1,0) hartuz, p÷1 E (0,1)	 3 F(p-,.-1) beraz, F(p)
funtzioaren balio-taula eta

r (p)

1,00	 1,0000
1.10	 0,9514
120	 0,9182
1,30	 0.89"5
1.40	 0,SST3
1,50	 0,8R•2
1,60	 0,8935
1.70	 0.90
1.80	 0,9314
1.90	 0.96i

2.00	 1,00K

1-(p + 1)
F(p) ezazut deza.k.ezu p E- (-1,0) izanik, 	 errepikapenaz

behin F(p) , p	 (-1.0), ezazutuz zero F(p), p E (-2,-1), ezazut daiteke zeren

F(p + 1)
p e (-2,-1) bada p+1 E- (-1,0) eta F(p) = 	 p , prozesu honekin jatTaituz

F(1) ÷	 1)
17(p) –

P(P÷1)...(p,-n)	 P÷11÷ 1 E (0,1)

Formula horreldn F(P)-ren grafikoa marraz dezakezu

r 3	 /' 5 \
_	 F( 7 – 0"'"7- 0'94 ;	 -!Fr_	 - 3'5 ;	 —2 = ","36

)

p €
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F(P) =

5.5 F(p)	 FUNTZIORAKO

e

FORMULA ASINTOTIKOA DENEAN

1

formularen bidez hurbii
P±D-x 1- 	 dx	 p > 0	 funtzioa	 1-72 rc.e	 p

'0

dezake2:u	 p	 eo denean, hau da	 F(p+1)	 e-P p p
1

P±7,-

p E_ 1.1 F(p+1) = p!	 eta	 p! f2; e -13 p	 Stirling-en foimula da,

beraz F(p+1)	 217,-;:p e -P pP

e
D

2 12(p+1)	 el2(p+1)
Ezia esan F(p+1) =	 e-: p 	 e	 0 e < 1 baina.	 = 1 da)

p

5.6 p (p.q) BETA FL:7n.TZIOA

Ír3( P- C1) =	 XP-1 (1-x)a--1
	

funtzioa da, unifonneid konberzentn da

p.q > 0 . G(p,q) funtzioa	 tmeko mutunet= inzeiral inpronioa da.

Ikus deza2.un non den konbenzentea, horretarako

r1/2

p(p.q) =	 x13-1 (1-x)q-1 dx +	 XP-1 (1-x) c- -1 cix = I, +

-112

intez-alaren izaera aztertuz

1
— 	 d hartuz,

(x-0)

f(x)
lim	 , • =
„0 + gx)

a±o-I-
11111 X cc x 	 Ci-X)	 x ' = 0
x—,0±

izango da cc + p -1 > 0 bada eta konber.qentea izan dadin a < 1, bi baldintza hauetatik

p > 0 eta Vq baldintzak ondorioztatzen
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12 integralaren analisia

1
g(x) = ---a hartuko dugu

(1-x)

f(x)
= lim (1-x) OE xP-1 (1--x)q- =lim (1-x)a+P-1 = 0

b(X)	 x-41-	 x—)1

da a + P -1 > 0 bada eta konbergentea izateko a < 1 bete behar da, biak batuz q > 0 eta

Vp ateratzen dugu.

f3(p,q) • funtzioa konbergentea izan dadin bai I 1 bai I2 integralek batera
konberzenteak izan behar dute, eta hori p,q > 0 direnean bakarrik gertatzen da.

13(p,q) funtzioa konbergentea ezezik uniformeki konbergentea ere bada, eta
3.20,21,22,24,25 teoremak aplika dakizkioke.

5.7 fi(p,q)	 FUNTZIOAREN PROPIETATEAK

1) 13(p,q) = [3(q,p) , ha.0 da, simelkoa da.

-

(3(p .q) =
1

X
Pq-1 

dX = [ y 1-x dy = - dx] = (1- P-1 ya--1 (-1) dy =

(1-y)P-1 yel-1 dy = [3(q,p)

Jo

1
2) (p,1) = —

P

.1

NP, 1 ) =
xP 	1p-1x dx = 	 lo —
P

0

3) Laburketa-formula

A) q-1 > 0 13(p,q)

B) q-1 > 0 13(p,q)

p
q-1	 p-1

	

–  
+q-1 

Np,q-1) [p	 p-1 > 0 13(p,q) = 	 5(p-1,q)
P÷(1- 1

= —
q-1 

p	 <-÷

	

(p+1,q-1) [p	 q] p-1 > 0 N	
P 1

	

p,q) =	 [3(p-1,q+1)

8 8
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B) 13(p ,q) =

JD

xP-1 (1-x)4-1 dx = u = (1-x)q-1

dv = xp-1 dx

du = -(q-1)(1-x)q-2 dx
A

x-
v = —

,1	 ,1

-x

lo

P ' 1 )c1-1 1	 XP	 1	 q- 1
x ` -- X-.	

(	

- - - (q1)(1-x) "- dx = --- xP (1-x)q-2 dx = -92- 13(p+1,q-1)+P	 PP
ii	 ../

oo

A) xP (1 - x)4-2 = xP-1 x (1 - x)(1-2 = x13-1 (x - 1 + 1) (1-x)(1-2 = xr)-

- xP-1 (1 - x) (1 - x)q-2- = xP-1 (1 - x)(1-2 - xP-1 (1 - x)q-1	 B) foilliulan ordezkatuz

q-1
p(p,q)	

P	
(xP-

aip-1 (,	 ,
X	 CLX = —

,_1
x' (1-x)	 tax -

1 (1 - x)q-2-

1-x) Q--1 dx = q--1 P(p.a-1) - q-1 •	 ! beste, aldera pasatuz

q-1	 -1	 - 1

	

1+ — p(..p.q) = —	 --• P(p.c)	
o
	  5(p.q-1)

p	

q	

p+q- 1

4) Vp>0 nE
(n-1)!

f3 (13 , n) = P(1-1,13) p (p+	 (p+n- 1)

	

n-1( n-1 / n-2 n 	 / n-1 v n-2 n
13 (p,n) 

p+n-1 
13(p,n-1) = 	  	  p(p,n-2) =	 – 	

	

p+n-1),p+n-2)	 p+n-1 Ap+n-2,

	

(n-(n- 1) \	 (n-1)!
1),	

(p+n-1)(p+n-2)...(p+1).p
	  P(p

p+1
3) eta 2) propietateak erabiltzen dira.= 	

(n-1)! (m-1)!
5) V m, n E IN	 [3(m,n) – 	

(n+m-1)!

4)-an p = m eginez (m,n) –
(n-1)!

(m+n-1)(m+n-2)...(m+1) m

(n-1)! (m-1) (m-2)...2.1.	 (n-1)! (m-1)!

(m+n-1)(m+n-2)...(m+1) m (m-1)(m-2)...2.1. 	 (m+n-1)!
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6) [3(p,q) = 
r(P) r(q)

	

p,q E	 13(p,q) = 
(p-1)! (q-1)! r(p) r(q)

, Np,q)-ren 5. propietatea
(p+q-1)!	 (13 +q)

eta F(p)-ren 3. propietatea erabiiiz.

	

(	 1 .•	 1	 (2n-1)!! (2n-1)!!
7) 13 n +	 + j = 	  7C	 n,m

(m+n)!

F(p+q)

(2n-1)!!	 (2m-1)!!
1 )r.,	 1

	

)  
(na+n)!-)m

F (m+n+1)

F(p)-ren 7. eta 3. propietateak erabiliz.

1	 1
6) aplikatuz [3 (n+-,T,

(2n-1)!1 (2m-1)!:

2n+rn- (m+n)!

5.8 fi(p,q) FUNTZIOAREN BESTE ADIERAZPENAK

Kasu honetan ere aldn g:ai-aidaketen bidez lonzen ciira_

1) x = sin2 y dx = 2 sin y cos y dy x=0'	 =0 , x=1	 – 
2 

aldaketa

r. nr2-1

I(p,q) =	 xP-1 (1-x)q-1 dx =	 (sin2 y)P-1 (1-sin2 y)a-1 2 sin y cos y dy =[3 

n/2

=	 Sill2P-1 y cos2c--I y dy	 eta leak mutuak direnez

0

P(P, c1) = 2
do

20-1	 a1	 ,
sin - x cos	 x ax

rU
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xp-1	 q1
x

1
1-x	 dx =

y

\ 
1

y i

dy =
( 

1+y v1+
- I

-)
(1÷Y)'JO

/)-1 \q-1(

P(p ,q) =

y

JO

v
p-1

	 dy

jo 
( 1 ±y)Th-g-

dy =
1+y

x
p-1

	  dx
(1+x)Pfq

,q) =

ANALISIA II	 5. Gaia

1
2) x =cLx = 	  dy

1+y (1+y)2
x=0‹--->y=0	 x = 1 H y =	 aldaketaren bidez
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6. GAIA
FOURIER-EN SERIEAK

6.1 SISTEMA ORTOGONALAK

1.1 Definizioa

Izan bitez	 A C	 ---> IR bi funtzio integmgarri, f eta a A multzoan funtzio

ortogonalak direla esa:en da baldinf(x) g(X)cLx = O bada.
A

1.2 Definizioa

S = {9 1 , 92 ,	 funtzio-sistema ortogonala da baldin sistema osatzen duten

funtzioak binaka hartuz ortogonalak badira, hau da,

	

V i j	 9i(x) 9i (x) dx = 0

1.3 Definizioa

1/2

2
	(x) dx

	
balio	 funtzioaren norma da A mukzoan

1.4 Definizioa

S = {(p i ,	 funtzio-sistema ortonoimala da baldin ortoaonala bada eta

II (p i II = 1	 betetzen bada.

1 Adibidea

S = {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x,...} sistema orto ,zonala da [-n,rz]

	

tartean ( 27c luzerako edozein tartetan). 	 -

Esandakoa egiaztatzeko zera frogatu behar da:

7i	 rc	 7Cr.	(-

• cos nx sin mx dx = cos nx cos mx clx = sin nx sin mx dx = 0

▪ -7C
	

-7c

a)
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1 /-cos (m-n)x

- 2	 m-n

(-(-1)nl-n + (1)m-n

m-n
) 

1 /-cos (m+n)x

m+n
-7C

1
sin nx cos nx dx = —

2

1 -cos 2nx
sin 2nx dx =

`)n

1 /-1 + 1 \

-7C 
▪ 2	 2n , = 0

3
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b)
. 2

sm nx cix = = COS
2 

nx dx	 eta sin nx cox nx dx = 0

-7t	 -• 7Z

1	 .
a) cos nx sin mx = — (sin (m-n)x + sin (m+n)x)

f../C	 r•Tc

1	 1
cos nx sin mx dx =sin (m-n)x dx +

2
sin (m+n)x dx =

3 	 3 	 3
-n
	

-7C

	

1 ( -(-1)rn±n	 (-1)1n+n
'	 M—n

Beste intezraleetan ondorenffo berdintzak erabili behar dira .

1

	

cos nx cos	 = (cos (n-m)x + cos (n+m)x)

1
sin nx sin rnx = — (cos (n-m)x + cos (n+m)x)

1
b) sin nx cos nx = —

2 
sin 2nx

= 0

-n	 -7Z

COS
2 

nx = 2 (1 + cos 2nx)

".7r

COS
2 

nx dx = 2
1

+ cos 2nx) dx = 2
1

dx + —
2

1 /	 sin 2nx

2n	 -
COS 2nx dx = —

2 
x 	  I =

3

sin2 nx = 2 (1 - cos 2nx)
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sin2 nx dx =

Azken bi inteFal hauek ez dira erabili behar sistema ortogonala dela fro g.atzeko, baina
bai funtzioen norma. ezagutzeko.

1 dx = x 17` =
	 1 funtzioaren	 11 1 11 =

Sistema hau nonualizatzeko beraien normaz zatitu behar dira.

	

cos x	 x	 cos nx sln nx
S = 	

1

sistenia ortonorrnala•	 	

n.
I 
f2; .1 7C 77'

6.2 FOURIER-EN SER

.2.6 Dej-liz,.:ioa

ao
+	 (an cos nx +	 sin nx) funtzio-seriea erie tri ,2-onomerriko deitz .en da eta

n=1

S.U . an ,bn (n =	 konstante errealak serie trizcnome=riko= koeEzienteak dira.

.Aurreko serie tri.c_tonornetrikoa konberE.rentea bada, bere batura	 perdodun funtzic

bat dela esan behar duzu. hain zuzen ere sin nx e:a cos nx funtzioak	 periododunak
direlako.

2.7 Teorema

a	 eta	 zenbaki-serieak absoiutuki konberzenteak badira, serie
n=1 n	 n=1

ti2.-onometru..koa. absolum eta unifohnek-1 konberzentea da 	 multzoan

Fro.q-apena:

I an cos nx + bn sin nx 1 5. an I + bn I	 n = 1,"? 	 daE

1 ar I eta	 I bn I	 absolutuki konbergenteak direnez, Weierstrass-en
n=1	 ' 	 n=1

erizpidea aplikatuz teorerna frogatzen duzu.
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I an
= — (sin Tcn - sin (- itn)) = 0

nn

cos 7r. n cos (- 7tn)) = 0

,/

an cos

nnx
	 dx =

11X7C

sin 	

7cn

znx
-COS 	

7ITLX

bn sin 	 dx – bn 	
1

Jt
nn
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2.8 Definizioa

Izan bedi f(x) funtzio intewagania eta 21 periododuna,
a – (

o	 itnx	 rcnx)
-,-,- + 1, an cos -y + bn sin 1) serie trigonomeikoa, zeinen koefiñenteak

n=1 \

(-I	 1

1 1 7Z1IX 1 rcnx
a = —

o	 i f(x) dx, ar, = T
,

f(x) cos –1-- dx eta Dn = T f(x) sin 1 dx n = 1 ".>

foimulen bidez lortzen bait dira, f(x) funtzioaren Fourier-en serie deitzen da eta koefizienteak
Fourier-en koefizienteak.

E giazta dezagun serie -i_czonometrikoa unifomieki konber gentea bada eta bere batura
f(x) (funtzio jarraia) bada, seriearen koefizienteak emandako formulen bidez kaLkulatzen
direla.

Serie n-i gonoim -1koa unifonneki konbergentea bada gaiz- gai integm daiteke:

nnx
an cos 	

1

-

1-1 sin — (4,x
""

1
ao

cLx = I
"{)

3 -1

n••

1
f(x) dx = I ao	a0 = T f(x) dx
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7ckx-J-ck x
fix) cos  l dx =	 cos 1 dx +

7trix	 ;T:kx
cos 1 cos l dx +

n=1

-1	 '-z
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Beste koefizienteak kalkulatzeko 1.5 Adibidearen emaitzak erabiliko clituzu. Aztertzen
nnx	 Tr.nx

ari zaren funtzioek, sineta cos	 alegia, argumentu desberdina badute ere
/	 /

emaitzek balio izanzo dute:

rl

n m
Itnx	 ir.rnx

cos —
/ 

cos —
/ 

dx = 0 n = m
2 nnx

cos — dx = /

cos 	 sin cLx – 0	 COS sin 	
/ 

d
x 0

	

7r.nx	 Itrnx	 rcnx	 rcnx

-1

	7,:rix	 IZMX	 , znx
1 sir . 	 dx = 0	 sin-	 dx = 1
1	 i	 1	 /

.,
-,	 -z

koefizienteak kalku:	 bi	 cos	 funtzioz biderkatuko diruzu:
-/

7,71.X.	 ao,	 7Z-.1:X	 .	 7-Cnx	 71:kX t	7,:kx	 1
.,,,) ---, s — = — cos 	 	 '•	 a cos 7:r1, x cos	 + bri sin 1 cos --,-- i serie1'' 	 ‘---	 I	 /	 /	 ;,	 n	 /	 ):-,--1 \•
hau ere uniformekl konberzenta dela 2.7 Teorema a 1 .,::aruz fr 0 2 3. liteke. Gaiz zal inteatuz
[-1./1 =tean:

znx r±x
sin 	 cos	 dx

/	 /

batukarian agertzen diren intezralen artean a k koefizienteari dagokiona bakarrik ez da

anulatzen zoiko berdintzak kontutan hartzen baditu2.-u, beraz

r.I	 /-1
rckx	 ,, 7,:kx -	 1

f(x) COS — dx = ak cos` — dx = / ak	a = —
/	 /	 k	 i

.)
'' -1	 3 -1

/.1

3

zkx
f(x) cos	 dx
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bk koefizienteak kalkulatzeko oraingoan sin l funtzioaz biderkatzen da, lortzen den serie

berria uniformeki konberwntea delarik. Serie hau gaiz gai intezratzen badun 	 tartean

ri r'l 

f(x) sin	 dx =	 sm —
1
1 dx +	 an
rzkixzitx	 ao

n=1 

rzkx
cossin —

1 
dx +

1

Tznx	 nkx
sin 
/ 

sin 
/ dx

' 

Kasu bonetan anulatzen ez den intearal bakar•a 	 koefizientear: daaoldona da

in	 dx =	 ins - —
1 

dx = berdintza lonzen	 eta hortik

6.3 FUNTZIO EAT FOURIER-EN SERIEZ GARAGARR:4 IZATEKO
BALDINTZA NAHIKOA

Orain funtzio batek Fourier-en seriez 2-2.12.2=ia izan dadin bete	 dituen bl,ddinzzak
aztenuko dituzu.

3.9 Definizioa

izan bedi f(x) (a.b) tartean definitunko funtzio bat. Tartea koburu finitu azpitanetan,
ze:metan f(x) funtzioa monotonoa eta jarraia bait da. deskonposa badaiteke f(x) funtzioak
Dinahlet-en baidintzak betetzen diruela esan ohi da.

3.10 Teorema

21 periododun f(x) funtzioak (-1,1) tartean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu.
beraren Fourier-en seriea f(x) funtziorantz konberaente,a da jarraitasun-puntuetam eta

f(x-) f(x-)

3.11 Adibidea

- Izar, bedi f(x) = x	 < x	 27-c. periododun funtzioa

baliorantz etenauneetan.
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1
= —ak x cos kx dx =

-7C cos kx dx = dv
sin

v = k

X = U
	 = du

ANALISIA II	 6. Gaia

f(x) funtzioak Dirichlet-en baldintzak betetzen ditu 	 tartean, hau da, rnonotono
eta jarraia da.

1 
	
1 X

ao = — x dx =	 = 0
77.

rit
x sin kx

sin kx cLx
1 1	 cos kx

k	 k

rt

-7C

– 1 ( (-1)K - ( - 1)11
= o

rt.k	 k

1
bk , x sin kx cLx =

x = u	 dx = du

- c os kx
sin kx dx = dv	 v =

-x cos kx T	 1

k	 1-7C +
cos kx dx
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1 ('-n (-1)
k 

+ (-1)
k 

TC 
\

Tc

1 sin kx

nk k
-2(-1)

k

k,-1 2	  – (-1) —
k

-rc

ANALISIA II	 6. Gaia

f(x) = 2	 (-1)k+1 sin 	 .
jarraitasun puntuetan (x	 lat), etenguneetan ordea,

k=1

	 = 0	 baliorantz.
2	 2

f(x -) + (x -') Tc - TC

- Kontsidera dezazun	 f(x) = 0	 -7C < x 5 0	 periododun funtzioa

x 0 < x 5_ It

f(x) funtzioa monotono eta jarraia da	 tartean 

rc

1
ao = -

TC

1	 1	 1 x
2

f(x) dx = — 0 clx +	 x cLx = —
2

7t	 7t	 TC

-7C

.o 7C

sin kx dx
1	 1	 1

ak =	 0 cos kx dx + — x cos dx =
x sin kx

k
so

1 cos icx

krc k
	

0 
k

2 
7C

	 k bakoitia bada eta 0 k bikoitia bada
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(az

1 1 1 -x cos kx 7` 1

bk
TE

0 sin kx dx + —
TE

x sin kx dx = —
7E

+ —
k

cos kx dx
k

-7Z	 0
	 o

rR

- n (-1)
k	

1 sin kx

:Tck	 krc k

1	 -1
= —
k 

k bakoitia bada eta —
k 

k bikoitia bada

j0

ic	 2 (cos x	 cos 3x cos 5x (sin x	 sin 2x
jarraitasun-puntuetan: f(x) 

4	
TE

sin 3x
\

+ + :

TC

...

i

+
12	

32

f(x+) + f(x-)

„,
5`

n + 0

\
	

1	 7

+	 +	 –...	 eta etenz.unetan – 7 baliorantz.
3	 7 2

6.4 FUNTZIO BAKOITI ETA BIKOITIETARAKO FOURIER-EN
SERIEZKO GARAPENA

4.12 Lem.a

Demazun v(x) funtzi ,.	 [1,1] tartean intezra c-arria dela

a) v(x) bakoitia bada	 v(x) dx = 0	 = - V(-x)]

`-1

/-

b) v(x) bikoitia bada	 v(x) dx = 2 v(x) dx	 [v(x) = - v(-x)]

'10

Frozapena:

0 rl

a)	 -‘g(x) dx = v(x) dx + v(x) dx [x = -t dx = -dt] =

0

,o ,t(- I	 r.1

.	 -v(-t) dt + v(x) dx = - v(t) dt + v(x) dx = 0

3 1 	 3o	 Jo	 ''o
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/	 o	 /,-

I	
,.

b)	 v(x) dx =	 v(x) dx + v(x) dx = [x = -t dx = -dt] =

-1	 '' -1	 'o

,o1	 1	 i	 1f-	 /«.	 r	 f-

=	 -v(-t) dt + ‘If(x) dx = v(t) dt + v(x) dx = 2 v(x) dx

3
	 .i o/	 'jo	 o	 o

4.13 Teorema

Demagun f(x) funtzioa Fourier-en seriez garagarria dela, f(x) bikoitia bada beraren

Fourier-en serieak

i, 1

ao	 nnx
+	 ar cos

n=1
forma hartzen du

7r.kx
a = — f(x) cos 

/ dx
	 k = 0,1,2	 izanik.

//
zkx	 1	 Tckx

f(x) cos 1 dx eta b = — r. f(x) sin 1dxk	 /
1./0

Frogapena:

1
Formula orokorretan ai . =

-10

17.1tx	 Tzkx
f(x) bikoitia bada cos 1 bikoitia eta sin 1 bakoitia direnez, f(x) cos

zkx
bikoitia eta f(x) sin —

I 
bakoitia dira, 4.12 Lema aplikatuz

2
a = —k

rdzx
f(x) cos 1 dx	 eta bk = 0 balioak lortzen dira.

`o

4.14 Teorema

f(x) funtzio bakoitia eta Fourier-en seriez garagarria bada bere Fourier-en seriea
,/

	

2	 nkx
erakoa da	 b = —	 f(x) sin	 k = 1,2,... izanik.k

3o

nnx
bn sin

n=1 -	 1
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Froeapenas.

rckx	 nkx
f(x) bakoitia bada f(x) cos —

1 
bakoitia eta f(x) sin
	

bikoitia dira, formula

rl
2

orokorretan 4.12 Lema aplikatuz ak = 0 k = 0,1,2... eta bk = T f(x) sin 1dx

balioak lortzen dira.

4.15 Adibidea

- Gara dezazun Fourier-en seriez f(x) = -1 -7t < X < 0

X = 0 , 7C

periododun funtzioa
1 0 < x <

f(x) funtzioa

b = —
k

"

k = 2m+1

orduan f(x)

bakoitia d3.

rr
7",:kx

(1)	 dx =sin

-1

`vi! k -= 0,1,2,...

2 (-1	 1	 2
— — COS	 =

k

4
sin (2m+1)x =

7C m=0

ak = 0

(-(-	 )k

sin (2m+1)x

7C

o

denean
00

4

(2rn.-11)7:

=
rn=0 (2m+ 1)n: ')rn+1–

- Har dezagun f(x) = I x I 	 -1 x 5_ I	 21 periododun funtzioa

funtzio hau bikoitia da, beraz V k = 1,2,... bk = 0 duzu
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rl
1

a =o
9 x"

x dx = —
I	 ')

= I

3 
-/
	 3

0

2
ak = —

rT

zkx	 1". 7t	 r	 1-1

x	 —
/ 

dx =	 x = t T = d: =	 (,,os kt) — dt =
n 	 I

-4/21 (  -2 	 n-	 dene„ _ 	cos k: =
(2m- )"11	

_

(2rn-F1)z)	

_

(2m±l)zx

1	 4/
X = - -

')

77.

COS 	
1

rn=o (2m+1 )2

6.5 FUNTZIO EZ-PERIODIKOEN FOURIER-EN SERIEZKO GARAPENA

Dema run f(x) funtzioa (0,/) tartean definiturik dazoela eta bertan Dirichlet-en
baldintzak betetzen ditueia. ilcusiko dugunez, f(x) funtzioa jarraitasun-puntuetan Fourier-en
seriez £:arawrria da.

Horretarako zuzen errealean f(x)-en hedadura kontsideratuko duzu.

5.16 Definizioa

Izan bedi (0,1) tartean definituriko f(x) funtzioa. v(x) funtzioa f(x) funtzioaren
hedadura periodiko eta bikoitia da baldin
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1) v(x) = f(x)	 0 < x < l	 baldintzak betetzen baditu

2) v(-x) = v(x)	 V X E IR

3) v(x+21) = v(x)	 Vxe R

v(x) funtzioa f(x) funtzioaren hedadura periodiko eta bakoitia da baldin

1 1) v(x) = f(x)	 0<x</
	

baldintzak betetzen baditu

2') v(-x) = -v(x)	 V X E

3') v(x+21 ) = v(x)	 V x

5.17 Teorema

f(x) funtzioak (0,0 LItean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu, tarte horretan

aoTr.nx
kosinuetako Fourier-en serier: zarawria da eta f(x) = --- + 	 an cos

n=1

rl

0 < x < I

a = —k

Tckx
f(x) cos --T- dx izanik.

JO

Fro2apena:

Garapena lortzeko v(x) f(x)-en hedadura periodiko eta bikoitia hartzen da eta v(x)

	

ao	7rnx
funtzio honi 4.13 Teorema aplikatzen zaio v(x) =	 +	 an cos

n=1

rl
2
	 nkx

V k = 1,2,... bk = 0 eta ak = T kif(x) COS 1 dx izanik,

ak kalkulatzeko integrala (0,1) tartean egiten da eta bertan v(x) = f(x) du2-.u. Beraz

ao
f(x) = v(x)	 +	

cos TE nx	
x E (0,/)	 eta	 bk = 0 V k = 1,2,....

1
`'	 n=1

2	 nkx
ak = T f(x) cos 1 dx	 direlarik.

0

10 5
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5.18 Teorema

f(x) funtzioak (0,1) tartean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu bertan sinuetako
Fourier-en seriez ,:ara daiteke.

nnx	 2
f(x) =	 bn sinnon

1
n=1

'o

7tnx
f(x) sindx	 k = 1,2,.... diren

1

Frozapena.:
Aurreko teoreman ezin dugun bezala baina hedadura bikoitiaren ordez bakoida hartu
behar da eta honi apTikatzen zaion teorerna T.4.14 da eta emaitza enuntziatuan idatzi

duguna.

5.19 Definizioa

Izan becil f(x) (a,b) tartean definitutako funtzioa. F(x) funtzioa f(x) funtzioaren

hedadura periocilkoa dela esan:o du:u

1) F(x) = f(x)
	

a < x < b	 baldintzak betetzen dituenean

2) F(x-T = f(x)	 T = b - a izanik

.2(,) Lema
(33

w(x) funtzio inte:Ta£t= eta co per'..ociocluna	 w(x) dx =

o.)

hots, co zabalerako tarte :uzrletan intewalak baiio bera hartzen du.

Frogapena:
CL+0.)	

°	

CC (t)

'o

iv(x) dx ,

w(x) dx = v(x) dx + v(x) dx +
	

v(x) dx

azken intearalean x = + t dx = dt	 aldaketa e gin go duzu

a-Ko	 ra	 ra

v(x) dx =	 w(co+t) dt =	 v(t) dt =	 v(x) dx, beraz

33(3)	 0

ct	
0	 sO

v(x) dx = 

,0	 (.0)

iw(x) dx + v(x) dx + w(x) dx = w(x) cLx
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521 Teorema

f(x) funtzioak (a,b) tartean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu bertan f(x)
Fourier-en sinu eta kosinuetako seriez Flara daiteke, hots,

rb
..jrnxao

	

	1 	 Tckxonnx
f(x) =	 +	 a

n
 cos	 b n sin	 a < x < b	 n, no	 ak = T	 f(x) COS 	 	 ,dx

n=1 \-
a

,b

71:7,_ X

f(x) sin 
/
- dx eta 21 = b-a bait dira, (a,b) taneko funtzioaren etentruneetan

a

f(x-) + f(x+)
seriearen batura'	  delarik.

Frozapena:

Izan bedi F(x) f(x)	 hedadwa pe:riodikoz	 =1:zoanFx) ser-iez

ao	 r,:nx
cr ara.=-1-12._ da_	 = 	 cos 	

71=
non

1
a, =

rck::	 1
F(x) COS:±X et3. b,, = —

/
b-a =	 b‘iit

-1	 -1
F(x) funtziorako lortutako formulek	 tartear. btdi0	 baina f(x) furItzio-

7CT1X
ez du (-1,1) tartean zertan definitunik e..c.ton	 F(x) cos	 eta

nkx
F(x) sin I funtzioak 21 periodod.unak dira ea 5.20 Lema aplikatuz:

r.b

7rkx	 Ickx
F(x) cos —

/ 
dx = F(x) cos — dx

rl	 ,..b

7tkx	 7tkx
F(x) cos j dx = F(x) cos —

1 
dx eta a,b) tarte= F(x) = f(x) denez,

a

bk =
1

1
3
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1	 7ckx	 1
a	 f(x) cos —

I
1 dx , 

bkk

nkx
f(x) cos 1 dx	 ditugu eta

( 	 7crixrmx
f(x) = F(x) =	 + L,I an cos	 + b sir

n=1	 1	 n
V x E (a,b)

5.22 Adibidea

Biia deza2-un (0,1) tarvean definituriko f(x) = 1 - x funtzioaren garapena: I) kosi-
nut-.,tan; II) sinuetan; EJ) sinu eta kosinuetan.

I) f(x) funtzioaren he2ladura periodiko eta bikoitia erabiliko dugu

21 = (1-(-1)) = 2	 I = 1

ao
f( = -75- +	 an COS TalX

+	 n=1

-	 1 x)(-"
ao = 2 dx	 2 0(1-x)	 = 1=

a =k

rl

(1-x) cos 7ZICX dx =

u = 1 - x du = - dx

sin
*)0

,

-,-.....
= — ,.

rck	 1
L

,
(1-x) sin .J.T.kx il

ri

o

cos nkx

sin r,:kx dx
1 

=
i

= dv

-2

V=
7r..k

icos 7;:kx io =
2	 .:,

r,-. k`

2
k bikoitia denean

k.` 4
k bakoitia denean

2 2
TE	 k
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beraz
1	 4 (cos nx cos 3nx cos 5nx

1 - x = — + —	 + 	  	 + =
32	 -)2	

'7C
2 	 1

2

1	 4	 cos (2n+1)Tcx
=	 0 < X < 1

n=0 (2n+1)-n
II) Orairi g.oan f(x) funtzioaren hedadura periodiko eta bakoitia;

rl

f(x) =	 br sin n-nx eta
n=1

(1-x) sin .7.1kx dx eta0a,, =	 7 	 = 0, 1 ,...

bk = 2

rl

 (1-x) sin kx dx =

.0
=[- = 1-X	 =

sin	 = dv	 v =

r
I 1

(x-l) ccs rckx 1
s  

sin 7r.nx
beraz	 1 - x = —

7r. n=1

< x < 1

Ill) Orain f(x) funtzioaren hedadura periodikoa bakarrik;
00

(3„, cos 2Icnx+	 s•n	 nx)

2/ =1-0

1
ao =

,.1 1I(1-x) dx = 2 (1-x)2 = 1
2

jo

N\\\\.\ NN\
-4	 -3	 -2	 -1	 2	 3	 4	 5

ao
f(x) =	 +

1	
n=1
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1	 sin 27;:kx
1 - x =	 —

77. n=1
beraz k

< x < 1
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1

1/«.

(1-x) cos 2n k,x dx =

o

u = 1-x

cos 27; kx dx = dv

du = - dx

sin 2n
«. •

a = —
k	 1 p

v =
2nk

bi. =-
rs.

1

(1-x) sin Inkx I

'KX dx

,.1
sin 2nkx

cix
1

nk

kx

- cos 21Ckx
. 0

0

= - dx

-cos 2n kx(1-x) sin =

2nk

u = 1-x

sin 2n

2nk

du

= dv	 V =

1

11 cos 2r,:kx cos 2.7±-x

	  dx
")-Ick

1	 sin 2nkx

4n k-

=
nk  

1 1 0

I



1
f(t) = F(w)	 eiQx df	 co = 27,:f

ANALIS1A II	 7. Gaia

7. GAIA
FOURIER-EN TRANSFORMATUA

7.1 FOURIER-EN TRANSFORMATUAREN APLIKAZIOAK

Izan bedi f(t) funtzio erreala eta jarraia. Definitzen dlutu Fourier-en transfor=atua

F(w)	 	
	

e
-10.)t 

dt	 co = 27,7f

eta alderantzizkoa

F(co) existitzeko, f(:)-k	 bantu bete bellar ditu, baina orain ez zz_ra horretaz
arduratuko.

Baina Zer da F(co)? "Ter	 '7gic nri:cari	 badu.1,1?

informaz-lo ernaten dl,ru

Zer da F(co)?

F(co)-k, f(t)-ren m:.-lizta.sun-deskonposaketa ernaten dizu. Gutx: zorabenera nonek
esan nahi du f(t) funtzioa sinusoidalen intezral bezala idatz dezakezala. Mziztasun fo

baterako, F(fo) # 0 baldin bada, funtzio sinusoidalen intezral horretan fo malztasunelto

sinusoide bat azenzen da, eta F(fo) zenbaki konplexua dela kontutan hartuz, hau da,

modulu bat eta fase bat duela, honik ateratzen dituzu fo maiztasuneko sinusoidearen fasea

eta anplitudea. Beste era batera esateko, F(w) funtzioak esaten dizu zein maiztasunetako
sinusoideak azertzen diren aipatutako intezralean.

Honek esan nahi du, F(w) eta f(t) gauza berdina definitzen dutela, hau da, funtzio bat.

F(w) aldatzen badugu, f(t) aldatzen duz-u, eta f(t) aldatzen baduz-u, F(co) aldatzen dUzu.

Zer gertatzen da F(0.)) aldatzen dugunean ?

Izan bedi f(t) funtzio bat, eta F(co) bere Fourier-en transformatua. Alda dezagun

F(o.)), H(w) funtzio konplexu batez biderkatuz. Eragiketa hau ira gazketa deitzen da.
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Biderketa horren ondorioz fo maiztasun bakoitza aldatuta geratzen da bai fasean bai

anpiitudean. Funtzio iragaziaren transformatua F(w) H(w) izango da.

Gutxi gora behera ulertzeko zer gertatzen den funtzio batekin iragazten duzuneari.
horrela pentsa dezakegu: f(t) funtzioaren aldakuntza azkarrak goi-maiztasunen ondorioz
agertzen ciira, eta f(t) funtzioaren aldakuntza mantsoak behe-maiztasunen ondorioz agertzen
dira.

Adibidez:

f(t)

t

Aidakunzza azitar	 iortzeko wi-maiztasuneko sinusoideak beharko ditu qu. Horregatik,
funtzio honen uansf=atuak goi-maiztasunak izango ditu. Goi-maiztasun hauek kentzen
baditun 

s-
au, hau da,	 iraqazten baduzu q.ol-malztasunak kenduaz, beste funtzio hau

lortzedugu:

t

fi (t) funtzioa f(t) funtzioaren antzekoa da baina aldakuntza azkarrak desagertu egin dira.
Alderantziz, f(t) funtzioaren behe-maiztasunak kentzen baditugu honako funtzioa lortzen

f- (t)

lkusten dugunez f2(t) funtzio honetan f(t) funtzioaren aldakuntza mantsoak galdu e2-in dira.
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ANALISIA II	 7. Gaia

Adibideak

Fourier-en transformatua asko erabiltzen da seinale-tratamenduaren munduan.
Adibidez, irudien tratamenduan, Fourier-en apiikazioak oso interesgarriak dira.

Orain ikusiko dugu nolako nratamenduak ezin daitezkeen konputagailuen bidez. Kasu
honetan, irudiak ez dira erabiltzen funtzio iarraiak bezala, funtzio disla-etuak bezala baizik.
Funtzio diskretu hauek erabiltzeko Fourier-en transformatuaren espresio berezia erabiltzen
da, baina orain ez gara arduratuko Etauza zuzti hauem..z.

Fourier-en transformatua bi dimentsiotan defini dezakegu irudiak erabiltzeko. Goi-
-maiztasun eta behe-maiztasun kontze,ptuak lehen bezalakoak izanzo dira. Irudien
xehetasunak goi-maiztasunen ondorioz azertuko dira.

Ikus ditzagun batzu

Kasu honetan, irudi ira.q-azia lortzeko, 2:oi-maiztasunak kendu dira.. Ondorioz. irudiaren
xehetasunak zaidu eFsin dira.

b)     

Irudia Irudi iragazia 

Kasu honetan, behe-maiztasunak kendu dira. Ondorioz, beste eragiketa batzu egin ondoren,
irudiaren xehetasunak hobeto ikusten dira.
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Baldintza batzu betetzen badira, mugituta dazoen argazki bat konpon dezakezu. Hau ere
irazazketaren bidez lortzen

Fourier-en transformatuare:1 aolikazioak irudi-atamenduaren munduan ez dira 'nauek
bakarrik. Gai honetaz inforn=io gehiago lortzeko:

"Dizital imaze processinz"
Rafael C. Gonzalez and P.lui Wintz. Ed. Addison-Wesley. 1978

"An introduction .to	 orocessinz"
Wayne Niblack. Ed. Pret1.121all. 1986-

"Dizital imaze processinz"
William K. Pratt. Ed. Wiley-Interscience. 1978

7.2 FOURIER-EN INTEGRALA

2.1 Dlinizioa

'10

(A(co) cos cox + B(co) sin cox) dco integrala, non	 -oo < X <	 eta

1
A(co) = —	 f(t) cos cot dt eta B(co) 1 = —	 f(t) sin cot dt bait dira, f(x) funtzioaren

Fourier-en intez-al deitzen da.

00

ao
+(a cos nx + bn sin nx) Fourier-en seriean n	 aldazaia	 E	 aldawi

n=1
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1
f(t) (cos cot cos cox + sin cot sin cox dt dco = —
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00

jarraiaz trukatzen baduzu, aldi berean	 batukaria
	

integral bihurfuz,
n=0

JO

eta an	A(co) eta bn	B(co)	 aldaketa loctikoak  kontutan hartuz f(x) funtzio
ez-periodikoari legokiokeen seriea Fourier-en integral bihurtzen da. Izan ere, Fourier-en

integrala seriearen hedadura da 	 deneko kasura, hots, funtzio ez-periodikoetara.

Fourier-en integralaren teorema

Baldin f(x) eta f(x) funtzioak zatika jarraiak badira. IR-ko tarte guztietan eta

	

I f(x) I dx integraia konberzentea bada ( hau da, 	 f(x) dx absolutuki

konberzentea bada): (A(co) cos	 cox) dco	 < x <

A(CO) = —	 f( t ‘i COS
1

B(co) = — sin GJt d

-puntuetan hala deiako

f(x	 f(x)
zadduraren ordez	 f(x)	 idatziko dugu, jarraitasun-

deia kontutan hartuz.

aun-era

eta etenzuneetm baturaerdia

7.2-1	 F ourier-en integralaren b este adierazpenak

Ikus ditzagun, orain, teorema honen beste adierazpen batzu:

A(co) eta B(co)-ren formulak Fourier-en integralean ordezkatuz
(

f(x) f(t) cos tut dt cos cox + f(t) sin cot dt	 sin cox dco =

hau da,	 f(x) = —
1	

f(t) cos (x-t) co dt do)

0
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cos (x-t)co eta sin (x-t)c.o co-rekiko bikoitia eta bakoitia direnez hurrenez hurren,
C.0	 00	 00

cos (x-t)co do) = 2
	

cos (x-t)o) dco	 eta	 sin (x-t)co dco = 0	 beraz,

3
.00

00

cos

= 
1

—

00

(x-t)co

ei(x-c)co

1
dco = 2

3

dco, berdintza

/

cos (x-t)co dco =

hau aurrekoan

1
—
2	

(cos (x-t)co	 i sin

1
ordezkatuz: f(x) =

7E

(•"'"'

.0

00

(x-t)co) dco =

00

f(t) cos (x-t.)e) dt dco =

1 1
cos (x-t)e) dco	 •:(t) dt = —

1	 ,
f(t)	 e •	 dco at ,	 hots

7C
.1

-00	 0

(-

1
f(x) = — f(t) e i(x-`)a)	

1	 opi	 ixl
dt	 eao	 f(x) = —	 e	 f(t)	 at do)

7.2-2	 Funtzio bakoiti eta bikoitien Fourier-en integralak

f(x)	 bikoida bada	 cos cot	 ere bikoitia denez, 	 A(w) = —	 f(t) cos cot dt	 duzu

.,0

eta	 sin cot	 bakoitia denez	 B(w) = 0	 beraz	 f(x)	 funtzioaren Fourier-en intearala

f(x) =	 A(co) cos cox dco	 edo	 f(x) = —
2

f(t) cos cot dt 	 cos cox do)	 kosinuetako

.,0

Fourier-en intearala.

f(x)	 aidiz bakoitia bada A(0)) = 0 eta B(w) = —
z

f(t) . sin cot dt izanao dira eta

dagokion Fourier-en integala f(x) = B(w) sin cox dco	 edo
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f(x) =	 f(t) sin cot dt sin cox	 sinuetako Fourier-en

OHARRA:

f(x)	 x > 0 bakarrik def-mitunk bada g.ro, f(x)-en hedadura bikoitia edo
hartzen dira eta lortli:ako azken formulak erabiltzen.

7.3. F 0 URIER-E N TRANS F ORMATUA

3.2 Definizioa

f(x) funtzioa emanik, ondoko inte g.Talari f(x)-en Fourier-en sansformatua deitzen

zaio eta F[f(x)] edo F(co) idaz:en:

F[f(x)] = F(co) -
	

L(L) e-i" dt
n.	 y

-	 nansfonnazioar:m nuna esan ohi da

- intewal zaramernko 73ropioa da. hots, co-ren funtzioa.

Fourier-en inte g..-falaren _tclierazi)icle esponentzialari bez ;_ratzen batho ,zu b -2.72

f(x) funtzioaren transf-onnatua	 konturato zara

f(x)
1

0 0

iOx
e

.-

t(t ,) e	 dt
1

dco = F(co) e l(!)x dx
r«):

-00

Azken fonnula honek Fourier-en a1derantñzko transfonnatua ematen

7.3-1 F untzio bakoiti eta bikoitien F ourier-en transformatuak

	f(x) bakoitia bada
	

f(t) cos cot dt = 0 eta
	

f(t) sin cot dt = 2
	

f(t) sin C:3t dt

LK,

intezraidzunak funtzio bakoitia eta bikoitia direlako hun-enez hurren.

1
F[f(x)] = F(w) = 	 	 f(t) (cos cat - i sin cot) dt = 	

	
f(t) sin cot dt =

	

2.7c	 2,7c
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175
f(t) sin cot dt = -i f(t) sin cot dt

3-1.3 Definizioa
rro

Fs (co) = cot dt halioari sinueto Four'-er-en t=sformatua es=zo

Balio hau funtzio bakoitien Fourier-en inte aTalean ordezkatuz

f(x) =	 72	 F.(co) sin o..)x ,;::_:: 	 lort7en da, sinuetako Four'..er-en alderantzi7ko
S .	'

J
o

transfon-naraa alezia.
,

f(x) bikoida badt.	 ; sin (!ot dt = 0 e:a i f(t) cos cot dt = 2	 2C;S cot
3

• F ., , o3) = cos cot	 sin cot)	 - hau da

F
7c

F[ f(x)] = F(w) =	 -2--	 f(t. ) cos cot dt
 ,—

3-1.4 Definizioa

Frc
Fc(w) =	 —2	 4:(- - ' ,::os cot dt halioakosinuetako Fourier-en :Tansforn-laida deitzen da.

 ilo

Baldintza hori f(x)-rm Fourier-en .Inteaniean ordezkatuz

f(x) = Fc (co) sin cox dco	 lortzen duau. hau. hain zuzen ere. kosinuetako

Fourier-en alderantzizko transformatua da.
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3-1.5 Adibidea

- Bila ezazu ondoko funtzioaren Fourier-en n.nsformatua

f(x) = 1	 lx1<a

0	 x > a

	

F [f(x)] = F(co)	 f(t)e	 dt

1	 :	 -ic:,t .	 1	 r1	 - i	 4,:), ï a ),	 .	 1	 1	 , Jac)	 -,..ac...).
co -7,---‘ 0	 F(co) - 	  , e	 Gt = 	  i	 e	 i	 n = 	 	 - e	 ) =

ico	 :	 i	 .-,—	 i(Oj2-rc	 12:z	 -'•-•,

1

CO

2 sin aco	 '	 I
F_''; -!	 / 2	

u., :..(,..)

:T.:	 ci)	 i	 si ::	 CD
i

ri

snaco Fr-
= 0 lim F(co) = lim	 — a

0,0	 co

/	
a =

- Bila dezaTan aurreko funtzicm-en kosinuetako I :ourier-en :ransfo==a

n-ansformatu bera lonzen da funtzioa bikditia delako.

- Kosinuetako Fourier-en aiderantzizko nunsformatua erabiliz kalkula dezacnan

sin aco cos XCO

dco	 intezrala.I =

jo
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f(x) =
2	 sin aco

Fc(c)) cos xco do = —	 	 cos xe) dO) = — I
^:t	 CO

hemen aurreko emaitza eraZiH du ,Yu, hau da,

.—
i

-) I	 sin aco..:.	 IT-7 ._,(co) -,_.- —- (... ,—
,,	 n 	 CJJ

Tt

!	 ' < a

7c
: -•3.

	4 	 i
!

. > 3.	
-a	 (,i	 a

7 . 3_2	 F ourier-en	 :tuareizpropietateak

FKcoi

a) FU(x-a)1 = e- iaû) F(o)

Fro:zapena:

= f(t-a) e	 dt = [t-a=y dt=dyj –

1	 1 (t)
b) F[f(ax)] =	 F

Fro2..apena:

F[f(ax)] = f(at) e	 dt = [at=y adt=dy] =
dy

f(v) e	 —
a 

=
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1 il	 1	 to
f(y) e	 dy = F —

a	 a
a

c) F[ei" f(x)] = F(co-a)

Frogapena:

ax f(x)] = e
iat f(t) 

e-iot 
dt =

1
f(t) e

-i(0.)-a)t 
dt = F(o)-a)

d) F[xn f(x)] = in Fn)(co)

Frogapena:

, 	 r
F[f(x)] = 	 	 r(t)	 dt	 [co-rekiko derTharuz] F'(co) – 	 	 -it 

.
) e	 dt

1 	 ,	 r	 1
= (-1)n F[Xn f(x)]	 F[xn f(x)] =	 Fni(co) = (i)n Fn) (6)) i.(-i) = 1	 	  = in

(4)n	 ,/

e) F[f(x)] = ico F(o))	 baldin	 lim f(x) = 0 bada

Frogapena:

e = u du = -ico e	 dt

F[f (x)] –
1

2;

f(t) e -i" dt =
f (t) dt = dv	 v = f(t)

n•n

CO
00

1
(-io)) f(t) e-i" dt – 	

s

f(t) e-k°t dt = i(o F(co)
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--> 0	 lim	 f(x) = 0	 delako

f) f(x) bikoi,da bada	 F(0)) = Fc(co)

g) f(x) bakoitia bada F(w) = - i Fs(co)

Azken bi hauek dagoenekoz fro gatuta daude

3-2.6 Adibidea

- Kalkula deza g:un g(x) = x x E (-a.a) eta g(x) = 0 I x I > a funtzioaren

Fourier-en transformatua

2-1.5

F(w)

Adibidean f(x) = 1

-� 0

lx1<a	 funudoaren transfonnatua

ixi>a

funtzioa dela ikusi dugu
sin aco

co
co

a

g(x) = x f(x)	 F[g(x)] = F[x f(x)] = (i) 1 F(w)	 d) propietatea

-\( aco cos aco - sin aco')
aplikatuz , beraz	 G(w) = —

i t
i	 a) ,r-± 0 

o)2
)

= 0

	

1	 r
- Kalkula deza gun orain

	
F[g(ax)] = —

a
	 beraz
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sin y	 0 y 
iL

-v
e-- Izan bitez	 f(y) = y �. 0	 eta	 g(y) =

0	 kanpoan0	 y < 0

ANALISIA II	 7. Gaia

f
a (—

a 
cos a — - sin a

a j

co
j n

a
i	 co = 0

a j

= 0

rlt
,,	

'?	 co cos co - sin co
— a	 i
 o.)--

03 = 0

0	 co = 0

7.4 KONBOLUZIOA

4.7 Definizioa

f eta g funtrioen artek- konboluzioa era honetan definitzen da:

1
(f*g)(x) = .mx) = f(x-Y) “Y) dY

konboluzio hau inte=a1 inpropioa konbergentea den eremuan definimrik

4.8 Adibidea

n

1
F[g.(ax)] =	 a

konboluzioa kalkulatu baino lehen f(x-y) 2(y) funtzioa definitu beharko da:

f(x-y) g(y) =
-(x-v) .

e	 siny
(,-

0 5_ y �_ min — x'

0	 kanpoan

f(x-y) ez da nulua	 x - y ?_ 0 edo x ?_ y , beraz

f(x-y) nulua da	 eta ez da nulua
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(f*g)(x) -

1

F(w) e
x-y)

dco a(v) dy =

-

1 
F(W) e i6)x G (w) dco

—

1 1
F(co) ei`')x 	

1-27;

-icov

g(Y) e	 dy
1

dOE) - 

2;
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hauen
g(y) nulua da	 eta (1z/2,..) tartean, ez da nulua [0,1t/2]

ebakidura kalkulatzen bada biderkadura [O, min (7c/2,x)] tartean

ez da nulua, eta kanpoan bai 	 x > 0 izanik

(Tc
min	 x

2 Ì

beraz,	 (fM)(x) =
1 -(x-v) .

e	 y dy

Tc

hau da,	 x
1

2

-(x-v)
e	 ir.

,X

rc

e
	
+ 1

e
-x

(f*g)(x) =
2

1 -(x-y)	 • sin x - cos x + e x

> X > 0 (f*.(2,r)(X) e	 51,1

2; ‘f7)::z

Konboluzio-teorema

Baldin f(x) eta funtzioak inte.9.-ra g.:anak badi. osoan, eta zutxienez bat

jarraia eta bornatua, F[f(x)] = F(co) eta F[2:(x)] = G(t , 	 suposatuz	 F[(f-9:)(x)] =

= F(co) G(o) berdintza betetzen da.

Frogapena:

Alderantzizko trasfonnatua erabiiiz 	 f(x-y) =

eta hau konboluzioaren definizioan ordezkatuz

,00

io(x-v)
F(w) e	 dco
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hau da, hain zuzen ere, F(w) G(w) biderkaduraren Fourier-en alderantzizko transfor-

matua, hots,	 F- 1 [F(co) G(co)] = (f.g)(x)

Beraz,	 F[(f*g)(x)] = F(w) G(w)

Fourier-en integraletarako Parseval-en identitatea

Baldin f(x) eta g(x) funtzioak IR-ko tarte En.aztietan zatika jarraiak badira eta

f(t) g(t) dt	 intewala konberzentea bada

1
f(t) g(t) dt = —	 F(w) G(w) dco

G(w) funtzio konp.2xua da, G(co) bere konjokatua.

f(x) = g(x) hartuz	 F(co) = G(w)	 F(co) G(co) = F(co) F(co) 	 I F(o))

eta	 f(t) y (t) = f- (t;	 beraz (f(1))" dt — I F(co) 1 - dco

27z

0 HARRAK:

Kosinuetako eta sinuetako Fourier-en transfo.inatuak OX ardatzerdi positiboan
definiturik dauden funtzioei aplika dakizkieke, absolutuki intezra.czarriak badira eta
Dirichlet-en baidintzak betetzen badituzte. Era honetan, sinuetako transformatua f(x)
funtzioaren hedadura bakoitiak ernan c2o kosinuetako transformatuak, aldiz, hedadura
bikoitiak.

Gai honetako Fourier-en intezral guztietan
	

f(u) du	 idnztean bere

3

"balio nagusia" adierazi nahi da, hau da
,N

f(u) du =	 lim	 f(u) du

-N

,b a

(ez nahastu f(u) du = lim
b—>«,

3

f(u) du + lim
C

f(u) du balioarekin).
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8. GAIA
LAPLACE-REN TRANSFORM.ATUA

8 LAPLACE-REN TRANSF ORMA TU A

eragilearen bidezko trasformatua da eta hasierako balioa duten ekuazio
diferentzialak ebazteko erabiltzen da.

1.1 Definizioa

Izan bedi	 tartean definituriko f(t) funtzioa. Ondoko integralari f(t)-ren
Laplace-ren transformatua esaten zaio eta L[f(t)] edo F(s) idazten

L[f(t)] = st
e- f(t) dt = F(s)

-o

f(t) funtzioa IR osoan 2.on daiteke deflniturik baldin f(t) = 0 	 t < 0

Laniace-ren transformatua existitzen da baldin s-ren balioak existitzen badira
zeinetaralo intezrala konbergen-ea bait da.

s aldazai konplexua da r-okorr.,ean. baina	 s E	 deneko kasua aztert-uko dugm

Hemendik aurrera, besterk ez badiog, u, funtzioak (0.) tartean definituko dituzu,

hots,	 f(t) = 1 idaztean	 f(t) =

funtzioa adierazi nahi da

1	 t > 0 -4

0	 t < 0

12 Adibidea

- f(t) = 1

L[1]

beraz

=

kalkula dezagun	 LF 1]

e
-st 

1 dt =—
s

1
 e

-st 
ro =

-10

1
L[1] = F(s) = —

s

1

s

s > 0

s > 0

s < 0

Zein da. L[eat]?
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- 1
L[eat] =	 -(s-a)t

e
-st 

eat dt =	 e (s-a)t 
dt = 

s-a 
e	 io =

1

s-a
s > a

s �, a

beraz L[eat] = —1-	 s > as a 

s-ren balic n batetarako
t-se t(t) dt existitzeak zera esan nahi du:

-s
et r(t) d:	 intea-ralak exisdtu behar du 	 T > 0. .9.-utxienez s-ren balio baterako.

b)
	

e t(t) ct ;atezralak T	 denean konberentea izan behar du s-re,n balioaren

batetarako. Izan ere lim e f(t) = 0 bete behar da integala konberzentea izan
t

dadin T -->	 denean.

Aurreko balciintzak bete daitezen bi definio emango dituzu.

1.3 Definizioa

f(t) funtzioa ra,1 tartean zatika jarraia da baldin tarteko puntu zuztietan, puntuen
kopuru finituan izan ezik, jarraia bada, etenzune hauetan alboetako limiteak finituak direlarik.
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Funtzio hauen gehien inte-

resatzen zaigun propietatea

integragarritasuna da.

t Funtzio hauek [OE, f31 tar-

tean inte ,gaganiak dira.

Funtzio hauen artean [C. -1] motako tarte zuztieLan zatik.a jarraiak direnal interesarzen
zaizkigu, azken hauetaz 	 tartean zatika jarraiak direla esanw dugu.

1.4 Definizioa

f(t) funtzioa ordena e nonentzialekoa da t --> 	 denean, baldin M. T > G eta

a E	 zenbakiak exisritzen :-yadira non

I f(t) 1 < M eat	 V t > T	 ( edo I	 f(t) I < M	 \7' t > T )

t aldagai askearen T balio batetik aurrera f(t) funtzioa M e at eta --IVI eat kurben
artean dago.

Adibide bezala	 K, t, sin at, cos at, eat , tn sin at ebt, 	  funtzioak eta haien
arteko konbinazioak jar ditzakegu.
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1 5 Adibidea

2

- Ikus dezagun et funtzioa ez dela ordena esponentzialeko funtzioa

cc E	 existituko balitz non I e f(t) I <	 t > T den e-at et2 = etl-at = et(t a)

lim e
t -at

eta	 =	 da, hots ez da bomatua, beraz ezin da ordena

esponentzialekoa izan.

Izan bedi	 = [ f(t) t > 0 / f(t)	 tartean zatika jarraia eta t -->
denean ordena esponentzialekoa bait da}

1.6 Teorema

f(t) E-	 bada a E	 existitzen da, non L[f(t)11= F(s) existizen bait da	 s > a.

Fro£mpena:

f(t) fl	 M. T >	 a	 / I f(t) i < Me c't	 > T

T finkoa
	 st r ( ) dt	 intezrala konber2,..entea da	 €;;›

.<=>	
-5: t(
	

_
e	 t)	 eta

-0
rT

- S t konberzenteak badira.

`‘,71 s	 e -st f(t) dt	 existizen da, f(t) [0,T1, tartean zatika jarrala

eta	 s	 e-st bertan ere, jarraia direiako

-set f(t) dt

-/T

-M , -(s-a)t	 ,
=	 lo =

s-a

f(t) I dt 5_	 I e -st M eat I dt < M

M	
s > cc	 bada

s-cc

s 5 a	 bada

e	 Cit =

130



ANALISIA II	 8. Gaia

Hau da,	 e
-st f(t) dt integrala s > a denerako konbergentea den

0
inte gral maioratzaile bat onartzen du, beraz bera ere konbergentea da.

Bi integralak elkartuz	 e-st f(t) dt	 integrala	 V s > a	 denean

konbergenta dela ondorioztatzen da.

Hots, V s > a 3 L[f(t)]

Aurreko teorematik F(s) funtzioaren definizio-eremuak 	 erako tartea barnean

duela atera dezakegu. Har deza gun so = inf { so R /V s> so 3 L[f(t)] 	 balioa,

V s > so F(s) existitzen da. F(s) s < so denean dibergentea dela eta definizio-eremua

(so,	 edo [s0 ,	 erakoa d	 froga litezke. so balioak s-ren konber,g_entzi abzisa izena

hartzen du.

Eikarrekiko teorema	 da orokorrean egia. Izan	 R rnultzoan ez dauden eta
transformatua onartzen duten f .ntizoak existitzen dira.

1.7 Adibidea

1
Izan bedi
	

f(t) = —	 t > 0 funtzioa.

Funtzio hau ez da [0,T] tartean zatika jarraia zeren,

lim	 f(t) =	 bait da, beraz	 f(t)

f»O

Hala ere	 L[f(t)] =	 dt =	 e-st t
-1/2 dte

-st 1

Nft

x	 dx
s t = x	 s > 0	 t =	 dt = —	 aldaketa eginez

1	 ( 1 \-x X j 1/2 dx	 1	 -x -ir2	 s > 0L[f(t)] =	 e (— e x dx =	 F	 s
S	 S	 s1/2

S,o	 '0

fhau da	 s > 0	 F(s) = --s-	 funtzioa existitzen da.
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Laplace-ren transforrnatuaren linealtasuna

Baldin L[f(t)] = F(s) V s > s i eta L[g(t)] = F(s) V s >	 badira Va, e: IR

L [a f(t) + 13 g(t)] = a L [f(t)] + L [g(t)] = a F(s) + p G(s) 	 V s > max {si,s2}

Frogapena:

L [a f(t) + p g(t)] = e-st (a f(t)± 2.-(t)) dt = a e-s` f(t) dt	 13 st
e	 (2:(t) dt =

./0

= a F(s)	 13 G(s)	 V s > max ts i , s 2 }.	 s > s l	V s > s,

Teorema henek funtzioen transfonilatuak existitzea eskatzen du, baina baturaren
transfonnatua existi daiteke batugaien trar..sformatuak existitu gabe. Izan ere, f(t) funtzioak

ez badu transformatunk onartzen -f(t) funtzioak ere ez du onartuko baina f(t) - f(t) = e(t)

funtzioak bai L[f(t) f(t)] = L[e(t)] = B(s).

1.8 Adibidea

	

- Izan bitz f(t) e"t eta	 g(t) = e 3t	 a. > 0 funtzioak. hauz_.-n LTansformatuak
1
	

1
s > a	 eta	 s > -a	 dira hurrenez hurren

s-a	 5±2.

1	 1
beraz	 L[f(E) + g(t)] = — +

s-a 5+3.

s
s > a

- Har ditzaÇrun fi(t) eat a > 0	 eta.	 f,(t) = -eat a > 0	 funtzioak

1
L[fi (t)] = —

s-a

-1
s > a eta	 L[f,-,(t)] = —	 s > a	 beraz

s-a
1	 1

L[fi (t) + f2(t)] = —
s-a 

- —
s-a 

= 0
	

s > a

Hala ere	 fi (t) + f,,(t) = 0(t)	 eta	 L[e(t)] = e(s)	 V s

Adibide honetan ikusi duzuna dela eta ondoko definizioa emamzo duzu:

1.9 Definizioa

s-aldagaiko bi funtzio berdinak direla esan go dugu s-ren balio batetik aurrera berdinak
badira.

Defmizio berri honekin linealtasun-propietateak balio izango du.
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s > 0	 a > 0 izanii;
a	 s

s > 0	 L[cos at] = 	d) L[sin at] – 	
s2+a2

ANALISIA 11	 8. Gaia

8.1-1 Funtzio elementalen transformatuak

la) L[eat] = —	 s > a	
L[e-a

t

 = 

1
s a	

—s+a
s > -a

L[ke-at] = —
k

L[keat] = —ska	 s > a	 s > -a
s+a

1
L[1] = —

s
s > 0 L[k] = —

s
s > 0

n!
b) L[In] = n+1s

s > 0	 n

C) L[tct] r(C4+1)	 S > 0
a+1

CC E IR	 a > -1 ( F(a+1) existi dadin )

e) L[Sh at] =  a
 s--a"

s > ! L[Ch at] =  s
 s'-aL

s > ! a

f) Heaviside-ren unitate funt-z:_ca edo unitate-maila funtzioa

tja(t) = UG-a) =

1

a

e
-a.s

L [15(t-a)] = —
s

1-1.10 Adibidea

	

- Demazun f(t) = -3 t2 + 2 t + 6.	 L[f(t)] kalkulatuko duzu

L[f(t)] = L[-3 t2 + 2 t + 6 ] = -3 L[t2] + L[t] + L[6] =

	(1!\	 1	 -6	 2	 6	 6s
2
 + 2s - 6

+ 6 = — + — + — 	
2

	

S /	
2	

S
3	

S
2	 s	 s

3

	- Orain f(t) = 5 e4t + 2 sin 2t - t3	 dugu

= -3 +2

t<a

t > a

s > 0

s > 0
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3t 4	 4! 
- L[e t =

(s-3)-

24
s-3 > 0	 F(s) - 	

(s-3)-
s > 3

ANALISIA II	 8. Gaia

L[f(t)] = L[5 e4t + 2 sin 2t - t3]	 5 L[e4t] + 2 L[sin 2t] - L[t3]

= 5	 + 2	 =	 + 	

	

s-4	 2 ,	 s-4	 2

1	 2	 3!5	 4	 6

s2+4 s4	 s +4 s4

	 s > 4

	

T	 T	 T
s>4	 s>2 s>0

- f(t) = t72 bada kalkula dezag.-un L[t7/2]

L[f(t)] = L[t7/2] - 	- .	
- i

	

F (.---,-1	 ':)-.-5-..----. '----) .1-	 '---5-	 ',4

s
7/2+1	

	  -_,_ 	

	

7 l	 9	 7 5 3 1 / 1 -\ 7 '53'frc

S
9/2	

s
9/2	 4p-

S v S

	 s > 0

105	 TC	

s > 0
16 s4	 s

8.1-2 Laplace-ren tansfurmatuaren propietateak

1) 1. Translazio-propietatea 	 -

f(t)	 eta	 L[f(t)	 F(s)	 bada	 L[eat f(t)]

FroE'apena:

L[eat f(t)] =	
e -st eat f(t) dt	 e -(s-a)t f(t) dt = F(s-a)

1-2.11 Adibidea

- L[e.2t cos 3t] - 	
(s+2)2 + 9	 s + 4s + 13

	

(s+2)	 s+'?

	

s > 0	 F(s) = 	 	 s > -2

2) 2. Translazio-propietatea

f(t) E R eta L[f(t)] = F(s) bada	 L[f(t-a) U(t-a)]	 F(s)	 a > 0
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Frogapena:

t-a = x	 t E

L[f(t-a) U(t-a)] = e-st f(t-a) U(t-a)dt = e-st f(t-a) dt =

dt = dx	 x E (0,00)

.,--	 ,....–

e-s(x+a) f(x) dx = e-as	 .1( ) dx = e-as F(s)=	 e 	 -,..x.

do 	..,

1-2 .12 Adibidea

- Kalkula dezagun g(t) = (t-1)3 t > 1	 funtzioaren transfoi	 Luatua

a

g(t) = t3 u(t-1)	 beraz L [g (t)] =	 L[t3] =	 3 ! 6 e-s

S4
S
4 s > 0

3) Eskala-aldaketa
s

f(t) E	 eta	 L[f(' n 1	
1

= F(s) bada	 L[f(at)] = —a F(
	

a > 0 izanik
, 

Frogapena:

L[f(at)] =

'o

e-st f(at)	 =

at = x

t = x/a.

dt = d.x/a

(L)
e	 a ' f(x) d x =

1	 e-	 f(x) dx __.1 F (__.s
s > a so	denean

1-2 .13 Adibidea
s

- L[cos t] =
s2+1

s > 0	 dela jakinik	 L[cos at]	 kalkulatuko dugu. 

a2s
L[cos at] =	 F a )= 1 	 a2 	

s
—
a

)> 0 edo s > 0
a

S
2+a2	

S
2+a2

4) Funtzio baten deribatuaren transformatua

f(t) funtzioa [0,00) tartean jarraia eta t --> cs. ordena esponentzialekoa bada f(t )
gutxienez	 tartean zatika jarraia eta ordena esponentzialekoa ere izango da. Kasu
honetan L[f(t)] = s L[f(t)] - f(0+)

(—) +1	 2a
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Frogapena:
Jo dezapn f(t) funtzioak etengune bakarra duela t = c puntuan

1

	

T--,...	
estf l (t) dt	 T > c hartuko duguL[f t (t)] =	 e-stf '(t) dt = iin1

0	 .'0

T	 c	 „T,-

1 =	 e-st f '(t) dt =	 est f t(t) dt +	 e-st f '(t) dt

.)
''o	 'o	 c

(0,c) eta (c,T) tarteet2„ bai f '(t) bai f(t) jarraiak dira

-St	 -St
e = u du = - s e dti zatikako-integazioa eginez

f '(t) dt dv	 v = f(t)
	

= f(t) e-st tco + s	
e-st f(t) dt + f(t) e -st. 1Tc + s	 e

-sr f(t) dt =

T

= f(c) e-sc - f(0±) + f(1 . e r-ser - f(c) e-SC +	 e-St f(t) dt = I

.io
,T

f(t) e L[f(t)] = e-st f(t) dt = F(s) ,	 hau alde batetik

0

bestetik 3 M , Ti > 0 eta	 a e IR /	 I f(t) I < M eat	 V t > Ti	beraz

T > Ti	 i f(T) e-sT i < e-(s-a)T _ _
M eta T --> . denean	 lim e(s-ct:)1. M = ü

T---.^

e-sT . o
beraz lim f(T)	 s > a	 denean

I = f(T) e-sT - f(0±) + s	 e-st f(t) dt	 eta

j0
/ ,T

L[f'(t)] = lim I = lim	 s	 e-st f(t) dt + f(T) e-st - f(0±) = s F(s) - f(0÷)

\.
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1-2 .14 Teorema

f(t) funtzioak t = a puntuan etengune bat badu

L[f '(t)] = s L[f(t)] - f(0 +) - e- as 	f(a+) - f(a-)

Orokorrean t = a i , t =	 t = an puntuetan etena bada

L[f '(t)] = s L[f(t)] - f(0 +) -	 eais [f(a i ) - f(a-i)]
i=1

Lehenen go deribaturako lon-u ditugun emaitzak orokortuz:

1-2 .15 Teorerna

Izan bitez f,f	 tartean jarraiak eta. T --> 	 ordena esponentzialekoak
eta fn)	 tartean zatika jarraia bada L[fn)(t)] --ansformatua existituko da eta zera balic
izango du:

L[fn) (t)] = sn L[f(t)] - s n-1 f(0+ ) - sn-2	 - 	 - s fn-2) (0± ) _ fri-1)(01

Frowpena:

Frogapena indukz- io-medoaren bidez egiten da

L[f "(t)] = s L[f '(:)] - f '(0+) = s ( s L[f(t - f(0 +) ) - f '(0+ ) =

= s 2 L[f(t)] - s f(0+) - f '(0±)

1-2 .16 Adibidea

- L[1] kalkulatzeko f(t) = 1 funtzioa eta bere f '(t) = 0 deribatua erabiliko dugu

L[f '(t)] = L[0(t)] = 0(s)	 jakinik	 L[f '(t)] = s L[f(t)] - f(0+)

0 = s L[1] - 1	 L[1] = l/s

- L[sin at] kalkulatuko duzu

f(t) = sin at	 f '(t) = a cos at	 f'(t) = -a2 sin at

formula aplikatuz	 L[-a2 sin at] = s2 L[sin at] - s f(0+) - f (0+)

edo -a2 L[sin at] = s 2 L[sin at] - 0 - a	 a = ( s2 + a2) L[sin at]
a

L[sin at] = 	
s

2
 + a

2
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/ x- /

I

n
a

,
\ .. 2.

f(x l ) dx, I dx,	 i
n 	 -	 n
n 	

i

n
) i

- Orokorrean
..t ( r YR (

\

F( s)
_ -

	 dx ,

:ja

Fro.(zapena:

, a

1

s

-ts	 . •
e g(t) dt =

0

dug(t) = u	 dt = f(t) dt 

-St

e
-st dt = dv	 v- —

e
s

L   =L[g(t)] =

ANALISIA 8. Gaia

5) Intezralen transforrnatua

f(t) í Íeta L[f(t)] = F(s) bada L	 F(x) dx
n

F(s) 1

s	 s
f(x) cix	 a �_ 0

L'a	 3 o

- Kasu pardkulai-73.
r-
n 	 Í'
I I.	 1	 F(s)

a. = 0	 bada	 lii ) f(x) cLx 1 =

II	 I
! - )	

i

f(t) ordena esponentziajekca bada z(t) = f(x) dx ere ordena

esponentzialekoa deia fro.ciatutzat joko
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F(s) 	 Í
+ — f(x) dx =

s

FÇs)	 1

s	 s

0

a � 0

8. Gaia
ANALISIA

g(t) e-st

s o

-Q(T) e
-sT g(0)	 1

f(t) dt = lim — s +	 + — F(s) = *
S 

S

* g(t) ordena esponentziaiekoa denez

I -2.17 Adibidea

- Kalku1a dezagur.

LIM
T,

0 da

formula aplikamz
1-LL

( kasu partikulaiTa da )

,_, r	 i

	

, 
1	

-,,	 I	 -), ,, ,	 -)
= --

	

L[t- = —	 -,:-.,	 LI i x dx I = 	!	 S	 s
_

i
l_ 0	 j

6) tn faktorezko biderkaketa

	

f(t) E	 eza	 L[f(t)11 = F(s)	 bada LA:tn f(t); = (- n Fni(s)

Frorapena:

Indukzio-metodoa erabiliko duzu frozatzeko
r. = 1	 L[t f(t)] = F'(s)	 froTzatu be -na: da

f.–	 ;- 

i -s:
F(s) =	 e-st f(t) dt	 --4, 	F'(s.) = I e

'' 0	 , 'r,',

r..
	 c-..	 ,

dt	 (e-s`), f(t) dt =

)

- t e-s- f(t) dt = -	 e (t ft)) dt = - L[t f(t)] 	 L[t f(t)] = - F'(s)

o
n = n denean betetzen dela suposatuko 	 hots, L[tn f(t)] = (-1)n Fn)(s)

eta (n+1)-erako ere betetzen dela frogatuko duzu

s > 0
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r-
(-1)n Fn) (s) = I e-st	 dt

	 s-rekiko deribatuz gero

-'0

5,1-1) (s) = -s:
e t tt) dt (	 s tn f(t) dt =

-st n
- t e t i(t) dt =

0
	

0

)
e

-st tri±1. f(t) dt = -	 f(t)]	 L[t
n+1 f(t)] = (-1)	 F1-1 •-1 (s)

1-2.18 Adibidea

ci ,-za c-un L[t e`ti

.	 1
L[e.1 ] = -

-4	
s > 4	 -	 L[t
s 

= -	 = - F(s) = -	 =
(s_4

s >

	

F(s) funtzioaren portaera s	 denean

f(t) R	 eta L[f(t)] =	 bada	 lim F s s) = 0

Froza.pe,na:

f(t) [0,T] tartean zarika jarraia denez bomatua da beraz

V t E [0,T]	 I f(t;.n !	 I f(t) I	 a > 0	 ‘77 .	[0,T]

f(t) t	 ordena esponentziaiekoa da ere, beraz 	 T > 0 eta

	

E± / I f(t) ! <	 eat	 > T

Hau da M = max[M. 1 ,	 bada \-/ t > 0	 I f(t) <	 ec't

I F(s) I =	 f(t) dt _	 I e -st f(t) I

0

-(s-a):	 -M	 -(s-a)t.	 M
e	 at =	 (e	 10) = —	 s > cc

	

s-ot	 s-cc
0

lim I F(s) I < lim M
	

=	 lim F(s) = 0
s-cc

I	 -s:
\, ee 

=
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F(x) dx

77.
= arc x	 =	 - are tz s

Hau da
f(t)i

=
t 

1-2 .19 Adibidea

S'11
r 	

	

t	 = ,

ANALISIA
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8) t faktorezko zatiketa

f(t) E R	 eta	 L[f(t)] = F(s) bada L[f(t) / t] =
	

F(x) dx

s

Frogapena:

Izan bedi g(t) = f(t ) / t t 0 edo	 f(t) = t z(t) bi atalen transformatua

bilatuz L[f(t)] = L[t g(t)] , baldin L[g(t)] = G(s) bada F(s) = - G'(s)

=> G(s) = - .f F(s) ds + K	 K bilatzeko 7) propietatea

erabiliko dugu, hots,	 lim G(s) 0

F(s) ds = H(s)	 deia suposatuz	 G(s) = -H(s)	 K	 izanzo duzu.

iir G(s) =	 (-H(s) + K)
	

0 = - lim	 s) K	 = lim H(s) = H(
S- ,

beraz G(s) = - H(s)	 erretela. aplikatuz

G(s) = H(.) - H(s)	 F(s) ds

Furuzio periodikoen transformatua

f(t) E R funtzio periodikoa bada, T periododuna hain zuzen ere,

rT

L[f(t)] =
1

1 - e-sT
e-st f(t) dt
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1-e-sT
	e-st f(t) dt

(1) f(t) T periododuna denez f(u) = f(T+u) = f(2T+u) = 	

(i + e-sT + e-2sT + ....) (2)
e-su f(u) du =

ANALISIA II	 8. Gaia

Frogapena:
.	 T

1L[f(t)] =	 e-st f(t) dt =	 e-st f(t) dt +

o	 o

,2T

e-st f(t) dt +

,3T

32T

e -st f(t) dt + 	

lehenengo integralean t = u , bigarrenean t = T + u , hirugarrenean
t = 2T + u, 	 	 aldaketak egiten baditugu zera lortuko dugu:

f•T

e-s(T+u) f(T+u) du + e-s(2T+u) f(2T+u) du 	L[f(t)] =	 e-su f(u) du =

'o
,T	 ,T

(i) e-su f(u) du +e	 e-su f(u) du + e-2sT-st

-10

,T

e-su f(u) du +

,T

1
(2) progresio geometrik3 baten batura, arrazoia 	 < 1 izanik, 	

T 
da

1 -e s

10) Hasierako balioaren teorema

f(t ) e A eta L[f(t)] = F(s) bada, f '(t) E R	 lim	 t) = lim s F(s)
t--›o÷

Frogapena:

jL[f '(t)] =	 e-st f '(t) dt = s F(s) - f(0+)

o

7) aplikatuz	 lim L[f r (t)] = 0	 lim (s F(s) - f(0 ±)) = 0
S-->c.	S--».

lim s F(s) = f(0÷) = lim f(t)	 dugu.

I -2 .20 Adibidea

- f(t) = cos t	 L[cos =  s
 s2 + 1
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1L[f'(t)] = s F(s) - f(04) =	 e-st f(t) dt	 lim
, 5-40

00 

e-st f'(t) dt = f '(t) dt =

o	 ./0
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lim cos t = 1
t--)0

S
2

lira s ,s	 =	 = 1

S--»*	 Si+1	 S	 S
2
+1

11) Bukaerako balioaren teorema

f(t ) E R eta L[f(t)] = F(s) bada, f '(t) E R bada lim f(t) = lim s F(s)
t—)0+

Frogapena:

= lim (f(t) - f(0)) = lim (s F(s) - f(0 +))	 lim s F(s) = lim f(t)
5-›0

tartean ari garelako f(0) = f(0+)

8.2 LAPLACE-REN ALDERANTZIZKO TRANSFORMATUA

R multzoa jadanik ezaQutzen dugu. Har dezagun orain beste hau: F = ({s0,..) erako
tarteetan definituriko funtzioak). Laplace-ren transformatua bi multzo hauen arteko aplikazioa
besterik ez da, hau da

L:11—>F
	

L[f(t)] = F(s)	 s > so

Orain ondorengo bi galderei erantzuten saiatuko gara

a) ba al da aplikazio hau injektiboa?	
qh,

b) eta suprajektiboa?

a) f, g E R	 eta L[f(t)] = L[g(t)]	 f(t) = g(t)

Beste era batera: Ba al du L[f(t)] 0(s) ekuazioak soluzio bakarra? Erantzuna
ezezkoa da, ikus dezagun kontrabidea:
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2.21 Adibidea

1

f(t)

1
L[f(t)] = —

s 
s > 0 L[g(t)] = st g-	 -st	 st

e	 r,t)	 e dt	 e dt =

-St
e	 = 1 S r [f(lt) =	 baina f(t) =

2.22 Definizioa.

t > 0
	

N(u) du
	

1-.)aidintza betetzen duen funtz:en funtz:o nulu

esanzo

Funtzio nuluen artean punzu-kopuru finituan edo
besteetan 0 'oalioa harr2en duten funtzioak dit1.1211.

Lerch-en teorema.

Baldin f(t) eta Q(t)	 fi	 eta	 so	 exlstitzen bada non	 > so

L[f(t)] = Ljz(t)] bait da	 f(t) = Q(t) 1 N(t).

Honek f(t) eta	 etemzuneetan ezik berdinak	 esan nahi du. Beraz f(t)
eta g(t) jarraiak aukeratuz zero L f,f(t)] = 0(s) ekuazioa_k soiuzio bakaz bat lzanzo du.

2.23 Definizica

Baldin F(s)	 F ernanik f(t)	 R	 non LÍt(t)] = F(s) bait Cia. exstitzen
f(t) F(s) funtzioaren Laplace-ren alderantzizko transformatua dela esanzo duzu eta
f(t) = L-1 [F(s)] idatziko. Hau da.

f(t) = L-1 [F(s)]	 L[F(t)] = F(s)
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b) Ba al du F multzoko edozein funtziok alderantzizko u.ansfonnaturik?

Berriro ezezko erantzuna eman behar diogu galdera honi. Honen zergatia
transformatuaren propietateetan bila dezakegy.:

10) Hasierako balioaren teorema
	

f(t) = iim s F(s) bete dadin

lim s F(s) = lim s . lim F(s) eta Iim f(t) 	 direnez lim F(s) = 0

derri£rorrez bete behar ch.4. ( 7) propietatea ). Aldi berean 	 lim s F(s)	 ere bete

behar da. Baldintza hauekin	 s , — , e.a. funtzioek ezin dute, alderantzizko

1
transformaturilt onartu.	 funtzioak, ordea, eduld lezake.

s

8.2 -1	 Laprace-ren ciderantzizko transformatuaren propf

Ald.ra.ntzizko tt. ansformatuaren propietateak. transf)-_--.:;atuaren DroDietateei
dazozkienalz dira, hau deL. eta ainatu besterik ez duEu egingo

0) Linealtasuna

G(‘ =	 OE f(t)	 ,-(r)

1. Translao-propieta.ta

/1-1[Fs.-a)] = e at f(t .) = e-ar-L-1 [F(s1	 a 0

2) 2. Translazio-propietatea,,

E l [e-as F(s)] = f(t-a)	 t > a

0	 t < a

3) Eskala-aldaketz

1	 / t
L- 1 [F(as)] = —a f	

j

4) Funtzio deribatuen alderantzizko transformatua

L-1[Fn)(S)] = (-1) n tn f(t)
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5) Integalen alderantzizko transformarua

f(t)
Baldin	 lim — < ›,) bada

t
L	 F(u) du

J
s

f(t)  

sn faktorezko biderkaketa

Baldin fn) (t) (0,.) tat-tean existitzen bada eta f(01 = f(0 +) =....= fn - 1) (0+ ) = 0

L-l [sn F(s)] =

7) sn faktorezko zatiketa

L
_,FF(s)1_

s n	I I

,

f(x,) dx, I 	  dxi- 	 n1
j

dx
fl

KONBOLUZIOA

Dnizina

Iz.an bitez f(t) eta 2(t; ibsolutuki interrrriak „ rnultzoan. Kontsidera deLl'sn'n

=	 t(x-t) g(t) dt	 t-re,:uko inte2rala. X 7;L:1==Ca	 Inr.2=,*1

konberzentea den multzoan deflniturik dazo: izan bedi A multzo hori. A multzoan,
f(t) eta z(t) funtzioen arteko konboluzio da eta h = f g idatziko dw2u.

Kasu partikular bezala, 	 t < 0	 f(t) = g(t) = 0 funtzioak hartzen baditua-u

f(x-t) = 0	 V t > x dela kontutan hartuz

h(x) = (f'k g)(x) =
	 f(x-t) g(t) dt

Konboluzioaren bidez ondoko widera honi e=tzun nahi di0c.11.1:

H(s) = F(s) G(s) bada non F(s) L[f(t)j eta G(s) = L[2(t)] bait dira ba al da
H(s).= L[f(t) 2(t)] ? edo L[f(t) t,!.(t)] = L[f(t)] L[2(t)] '? Berriro ere erantzuna ezezkoa da
hurrengo adibideak fro2atzen duenez:
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3.25 Adibidea

1
f(t) = t eta g(t) = et	funtzioak hartuz	 L[t] = -- ,	

1
2-	

t

L[f(t)g(t)] = L[t et] = - (L[et]) = -
/ 1 1

s > 1
bi emaitzaks-1) (s-1)2

1	 1 1
s > 1 konparatuzL[f(t)1 L[g(t)]	

---
eta	 = –7-, .

s- 1s" ''s 	 (s- 1)

desberdinak ciirela ikus daiteke.

Orain g.aldera beste era honetan eginEo dusm: ba al h(t) funtziorik non
L[h(t)] L[f(t)] L[s., (t)] beteko bait du? eta existitzen bada zer-nilako erlazio du f(t) eta
g(t) funtzioekin?

Galdera hauei erantzuteko konboluzio teorerna ernanzo

Konbolzcio-reoretna

f(t), g (t) E R	 eta	 1._1;, t) i = ri , s,) , LIst(t); = G(s) ba(:_::-.

-1.-	 f.
L LF(s) G(s)] = 1 f(t-	 g,x) dx = " 1.-- g)(x)	 edo

j
o

	

L-1 [F(s) G(s)] =L-1[-F(s)] *L-1 [G(5)]	 eta trans--:T-natuarekin

L[(f*g) (t )11, = L[f(t)] L[Q(t)] = F(s) G(s)

Frogapena:

Demagun L[f(t)] eta. L[g(t)] existitzen ciirela V s > so

r-
L[(f*E1(t)] =	 e-st (f* g.)(t) dt =

r–	 [ t

e-se I	 f(t-x)	 dx 1
1	 1

"0	 L-

t E	 eta. x E [0,1-1 duEu, intesrralak elkartrukatzen baditugu

integazio-mugak hauxe izango ditugu	 x E	 eta t E [X,00)

beraz	 L[(f*g)(t)] = e-se, f(t-x) dt g(x) dx , baralko inte=alean
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( fi

t - X = U
	 e9,-,inez	 L[(f*g)(t)] =	 e-s(u+x) f(u) du g(x) dx =

=	 e
-sx	 e-su f(u) du g(x) dx =	 e -sx F(s) g(x) dx = F(s)	 e-sx g(x) dx

0	 0

L[(f-0.)(t)] = F(s) G(s) = L[f(t)] L[g(t)]

8.3-1 Konboluzioaren propietateak.

1) Trukatze-propietatea

(f',g) = (g*f)

Frowpena:
,x

(f* g.)(x) = = x-t	 du = -dt] ald2keta	 =

„o

=	 -f(u) g(x-u) du = 2(x-u) f(u) du = (g*f)(x)

Elkartze-propietatea

f*(z*h) = (f*.g.,)*h

3) Batuketarekiko banatze-propietatea

f*(2- + h) = (f*g) + (f*h)

4) (f*O) = 0

Baina orokorrean f*1 ŕ f

3.26 Adibidea

- Bila dezagun
	

L 1[(s+3)1(s-1)]
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ANALISIA 8. Gaia

1	 1
F(s) = s+3	 eta	 G(s) = -s–i	 aukeratuz

L-1 [F(s)] = e-3t = f(t) L-1 [G(s)] = e t = g(t)

e- 3(t - x)	 ,
L-1[

s+3)
1

(s-1)
1 –L -1 [F(s) G(s)] = f(t-x) g(x) dx =	 ex ax =
( 

- Bila deza2:un h(t) funtzioa zeinen Laplace-ren transfoimatua

1
H(s) = 	

s`(,s+1)
bait da.

1	 1
H(s) –	 – F(s) G(s)	 F(s) = L[t] eta G(s) = L[e -t]

	

(	  

,t

h(t) =	 f(t-x) g.(x) dx =	 (t-x) ex dx = t	 e	 -

	

'0	 '0

(.t

=	 x = u	 du =	 = t (-e -x 	-xe-x lot 	 e-x dx

o
-

e x dx = dv	 -e = v

= t (1 - e-t) + t e-t - (1 - e- t) = t - 1 + e-t

t (1 - e-t ) - (-t e-t	 (-e-x ito )) =
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ANALISIA II	 9. Gaia

9. GAIA
EKUAZIO DIFERENTZIALAK

9.1 SARRERA

1.1 Definizioa

F(x,y,y',...,yn)) = 0	 motako ekuazioak, non
dy	 n) dnY
clx

y'	 v	
n

— diren eta
dx

F funtzioak x aldagai askea y, menpeko aida gaia, eta bere n lehenen go deribatuei loczen
bait die n. ordenako ek-aazio cliferentzial arrunt izena du.

1.2 Definizioa

Ekuazio diferentzial baten ordena ekuazioan a£..rertzen den y-ren deribaturik
handienarena da.

1.3 Definizioa

Ekuazio diferentzial	 malla F funtzioa polinomioa denean bakarrik definitzen da
e:a zera da: F polinornioar:m	 malia.

1.4 Adibidea

- 3 x2 y' 2 + sin x y' + v3 e x 0

ekuazio diferentzia' hall x aida a-aiarekliko ez da polinomioa, baina hon-ek ez du
axolarik, y, y',....	 aidagaiekiko izan behar duelako polinonlioa.

ordena : deribatunk handiena y' denez 1 da ordena
maila : y-rekiko polinomiotzat hamiz 3 mailakoa da

pohnomiotzat hartuz 2 mailt-ikoa

"2 Kx (l+v'- y = x	 2)3

ordena 2 da y" agertzen delako
maila : yy-arekiko 6 mailakoa da

y"-arekiko, aldiz, 2 mailakoa.

1 ..5 Definizioa

(-\
auaua u .a2 u a 2 u

F x,y,u„ 
-.•T-J ax2 'ax '	
	  = 0 motako ekuazioak non F funtzioak

.F(	 ay _ .2 '	

'u Y .
bi edo aldagai aske gehiag.o, beraien u funtzioa eta honen n. ordenaraino deribatu partzialei
lotzen bait dizkie, n. ordenako deribatu partzialetako ekuazio diferentzial izena du.
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1.6 Adibidea

Laplace-ren ekuazioa

1.7 Definizioa

u a
2 
u a2 u

++	 = 0	 u = u(x,y,z) izanik.
ax	 ay'	 C)Z2

Ekuazio bat baino gehiago dagoenean ekuazio diferentzial arrunt edo deribatu
partzialetako ekuazio diferentzialezko sistemak diruau.

1.8 Definizioa

F	 = 0 ekuazioa identitate bihurtzen duen edozein y = 9(x) funtziori

soluzio esaten zaio. Hau da, F(x,9(x),(pt(x),...,9n)(x)) = 0 betetzen denean. Soluzioaren
crrafikoan kurba inte gral esan ohi zaio.

1.9 Definizioa

Elmazio diferentzialaren soluzioa era inplizitutara lortzen baduau, hots, 0(x,y) = 0
erwa, soluzioak ekuazio diferentzialaren inte gral izena hartzen du.

1.10 Definizioa

Intezratz ..n den bakoitzean konstante bat a gertzen dela kontutan hartuz bai soluzioek
bai inte gralek konstanteak izaten dituzte: kasu honetan soluzio orokor edo intearal
orokor izenak hanzen dute hur:enez hurren. Konstante hauei balioak emanez soluzio edo
intearal pardkul=ral:. lortzen dira.

1.11 Definizioa

Soluzioa edo intearala bakarrak izan daitezen ezeza gun funtzioan, y aldagaian
mu galde edo hastapen izenetako baldintzak ezanzen

1.12 Definizioa

Konstanteei balioak emanez lortu ezin diren intearalei inte gral singular esaten zaie.

1.13 Adibidea

y = x
-)
- + Kx funtzioa	 y' x -	 - y = 0	 ekuazioaren soluzio orokorra dela
e giaztamko duau.

= x2 + Kx	 -->	 y' = 2x + K	 eta ekuazioan ordezkatuz
(7x + K) x - x2 - (x2 + Kx) 7x2 + Kx _ x2 _ x2 _ Kx = 0 betetzen da.

Orain hastapen-baldintza ezarriko dio gu: (3,1) puntutik igaro behar du soluzioak, hau
da y = 1 bete behar da x = 3 puntuan.
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y = x2 
+ Kx ---> 1 = (3)2 

+ K. (3)	 1 = 9 + 3K	 3K = -8

8
beraz	 y = x

2 -
	 x soluzio partikularra lortzen duzu.

-8
K = —

3

9.2 LEHEN ORDENAKO EKUAZIO DIFERENTZIALAK

F(x,y,y') = 0 erakoak dira. Ekuazio hau y' = f(x,y) erara idatz daitekeenean forrna
	  esango diogu.

Oso kasu pardkularra da y' = f(x) motako fonna normala, f(x) funtzioa inte,..aga_rria
dy

dela suposatuz	 = f(x)	 dy = f(x) dx	 y = f f(x) + K = (p(x) + K	 soluzio

orokorra lor daiteke.

Bi arazo nagusirekin eziten dugu topo ekuazio diferentzial bat ebazten saiatzen
zarenean:

a) funtzioa ez da beti ezrazarria izanzo

b) soluzioa ez da	 aitzitik infinitu soluzio dago

1. orden2ko ekuazio diferentzL :Jren soluzioaren existentzi eta balwrtasun-teorema

y' = f(x,y)	 ekuazic 2:iferentziala emanik, f(x,y) D eremuan jarraia bada,

(x0,yo) E D puntua hartuz	 ekuazio diferentzlalaren soluzio bat existitzen da zeina
f

(x 0 ,y0) puntutik izarotzen b,nt da. Horretaz zain

	

	 exisnru eta jarraia bada soluzioa
d y

bakarra izam.to da.

Teorema honetatik infinitu soluzio dazoela ondor',oztatzen da, D eremuko puntuoi
dagozkienak alegia. Soluzioa (xo,y 0) puntutik izaraten deneko ernaitza hastapen-baldintzaz

izendatu duguna da hain zuen ere.

2.14 Definizioa

y = 9(x,K) funtzioa, K hautezko konstantea izanik, soluzio orokorra da baldin:

a) V K ekuazio diferentziala betetzen badu

b) V (xo,y0) E D	 3 Ko / yo = 9(x0,K0)

y = 9(x,K0)	 (xo,y0) puntutik igarotzeko hastapen-baldintza ezarriz lortzen den

soluzio partikularra da.
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9.2-1	 Aldagai bananductako ekuazioa

dv
erara idatz daitezkeenak dira , edo 	 y =	 idatziz

civ
<=>	 Q(Y)	 = P(x) dx

dx	 Q' y)

- Soluzio orokorra	 Q•y) dy = P(x) dx	 K

Mota honen bamtan beste bi hauek sartuko ditugu

kida cT ai banan=Hie.,tako ekuazioa

eraitotd;. dira,	 eta aldazaiak bo,nan daitezke

P(x)
- \"'
	

C2(,v)

dv	 CV

\- =

dX	 ,

daEai ba:-.Lnduetako ekuazioa du:u.

	

A dar-	 eltuazioa

	

=	 +o)	 -oak dira

. dv = 	 dx	 era honetan
•x)

- soluzio oTo'uoi-ra bilaizeko 	 ax	 by + o = z	 'H1'11 d , 	 L,Id20-2.1

banandue:ako ekuaz10

2-1.15 Adibiciea

• ' _ x	 - + x- u

=

dx x 	 + t)

dt	
1
2	

- i)

alciazal banang:arrietakoa

dX =
dx = 

rf X -

-1--->	 !

)
I 	 2 	 t2,-;

.. 

A
• 	 'a

1	 1
Ln ! x + — = -	 ±T nit!	 —+—+Lnixl-Lniti= K

x + t	 x
Ln —

tx t
= K
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9.2-2	 Ekuazio homogenoa

- f(x,y)	 funtzioa n mailako homogenoa da baldin 	 = ;\. n f(x.y)

betetzen badu.

- Euler-en teorema :	 n mailako funtzio horno ,..enca bada

d f
x — v =
	 betetzen da

dv

- P(x,v) dx + Q(x,v) dv = 0 erako ekuazio diferentziala homoLrenca da P(x,y) et3.
Q(x,y) funtzioak maila berberako funtzio hornogenoak direnean.

-P(Xx.Xv) ;)\- P(x '-Y) -P(x ' Y)	 f(x,v)dv -P(x,y)
	  = f(x.v	 f(Xx,-2,y) = 	 	 (x.y)	

„.
dx 

= 
Qlx.y)	 QC4x,Xy) ;,j1

hau da, V' = f(x.y)	 ekuazio diferentziala homo,czenca da f(x,v) 0 rnailako

funtzio ho- mo.;enoa

v

- f(x. ,_/) 0 mailako ftntzio horno g.enoa bada,	 erara idatz daiteke.
x

v

- SO1U1 4.0 orokor:a. ,_, = --+-	 y = u ,---- y' = 1.

1
	± -.-Z U	 aidaketa e ‹ ten cla e:a

v' = x., ) 3- i L.._	 L. kuazioan ordezkatuz u + x u' =	 ,_	 ek ,32..r.iO3. lor:zen cla
‘-' x ,i

du	 du	 dx
eta hemendik	 x u = it',.1.1) - ',..1	 x — = Q(,..2) - u	 =,..,	 -	 --.

dx - '	 - u	 x

du
	  =	 :( + K	 aidazai-aidaketa dese ,Jin behIr da.
(u) - u	 —

Mota honen ban-u. an ondoko hau sartuko duzu

Ekuazio homo c.leno bihurtzarria

( ax + bv + c
y' = f + by + c

, erakcak dira

- Ekuazio homoeno bihunzeko c eta c' desa ren-erazi behar ditugu.

. Ardatz-traslazio baten bidez, (0,0) puntua (ct,5) puntura eraman behar da non

(a,5) ax + by + c = 0 eta a'x + b'y + c' = 0 zuzenen elkanzunea bait da.
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Aldaketa beraz

9. Gaia

x = X +	 dx = dX dy = dY	 y' = Y'

v = y + izan g_o da eta emaitza:

aiX±Cf.) 	 ( aY bY
y' f 	 	 f 	 ekuazio homozenoa

hy,y+3)	 a'X + b'Y

Bi zuzemlk baraleicak	 a' =	 b' =	 c =

u = ax + by aidaketa e,zinzo dua-u.

u = a + by'
u-a

Y = b ekuazioari ordezkatuz

u' -	 ax +	 cr u + c )	 u
	  _	 ,	 f , 		  =	 -	 ==>

, ,	 „
•▪  	" -

	

+	 + c')

o
= b 	 a =	 1-1)

u

aida cr ai banarlduetako

– -	 =	 b' =	 =	 dira

+ bv C	 ! 1	 ,
	  = f	 =	 ,	 kons-,antea	 =	 K

soluz'_ca kasu honeta:-..

tx + 2v + 1) dx - (2:z - 3) dy =

= 

X 2y –	
ekuazio homoQeno bihuratia

- 3

•• =	 :( = =
inau • , 	 = — —,

2x - 3 =

_

1- 	
= eta aidaketa c,ndoko
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x = X + 3 y' =	 Y' =

5
(X+ 3 )+	 4- — ) + 1 X + 2Y
	  ekuazio homoeenoa

'2X

1 Y
orain Y' = — +	 idatziko duzu eta

2 X

Y' = u' X + u aidake:a ezinzo ‘ beraz

Y = Y 5

u = 
Y

1	 1	 du	 1	 dX
u' X + u = + u	 u' X =	 ci-T( = Lu – —

1	 1	 , ,1/2
u = Ln 1 X I + K, =—Tni X+ Ln K = Ln	 azken— ,.	 2

= Ln K I X 11
/2

X
= Y = X Ln	 X	 eta orain le'nenenzo a:.C.iketa

desezinzo duzu

,	 ,

soluz:o crokorraL

9.2-3	 Diferentzial	 Faktor2

- P(x,y) dx + (x,y)	 = 0 erako
u(x,y) funtzio bat existitzen bada

a u
beste erara	 = P(x,y)

0 X

imegratzai:2a7c.

ekuaziea diferer=ial z ,ehatza de:tzen
nen	 = 13 (x,v) dx +	 da

G
=

Heffter-Younz-en teoremaren 'oaldintzak ezarriz zero

a2 u	 a2 u

ax ay = cry cix
beteko da. hau da

P(x,v) a Q(x,v)

– 
 

ax

Azken berdintza hau izanzo da diferentz:al zehatza deia egiaztatzeko erabiliko
ducruna.

- Soluzio orokorra bilatzeko ondeko erabidea.r:., jarraituko tr..atzaizikio

a u

ax
= P(x,y) u(x,y) = ,1 P(x.y) dx + tp(y)
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P(x,y) dx + o( y) =

a
(3 . (y) = Q(x,y)	 	  dx

P(x,v)
	 dx + o'(v)a u (, x,y)	 Q(x,v) =

dy V

ANALISIA

	 9. Gaia

(

J

,,„
0 . (",;`, =

I
u(x,y) = P(x,y)	 + ! Q(x.v)

I

Í - P(x,v)	 1
- 	 ,:: .< . 	 T,,-

t..... ',. -1- 2`,_

i Cj P('..Z.''')
I - ; '	 4,	 ! -.1
i	

L.s:	 :_.`,'
G V 1	 -1!	 i

•-•

ekuazie diferentz'ialak 	 = 0 dela	 hau ("J. ,2,(X,7) funtzioa'konstan,:e

da hain	 ere soluzioa:

1	 1	 '-' ^i-. .,‘,

-:. 	

(1	 :.-- ,.... . r

	  CX	 ',-....: \'' --- .n\ .

I	 :-...; ‘;	
i	 -

!	 i	

.

	

'-'	 ....	 .,

	

\	 ...

• -	 .

- '7. "=13 diferen-Haia.	 =

;_!.(x.y) funtzio bat 	 bada non

P(x,y) dx + !_1(x.,y) Q(x,y) dy = 0 	 ekuazica diferentzial zeharza bait
da, aziken ekuazio honi aurreko e.bazuena api'd(a.lel-doke niuzio orekorra lor-,zeko.

• wx,» durtzo OEuz:ioi fakr_ore ±,te2ratzaile esan oni zaie

• Ikus deza c-un	 intea-ratzaileek bete behar du:en baidl. r.tza eku=o

dIferentzial z.ehatza izan dadin:
d

7--":'(7' V)) = ---•U.(:;;;;) n‹.: '' ' , ')
0 ,..	 dx

,
0 U.	 d ^P	 ci u.	 -..., ,..2.

aratuz zero
ci
, v P ± i.J. — = -_—_,

olv	 .._,,,,	 .

rQ ,
P 

dv	 ax	 dx dy

beharko da

Baina deribatu banzialetako ekuazio hau ebaztea :ehenen p..-oa baino zailaoa gerta
arazo hau ekiditeko faktore intezrarzailari zenbait baldintza ezartzen zaio.

=
lw
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Ikus ditzagun, beraz, faktore integratzaile berezi batzu:

9.2-3.A , }.1(x) erako faktore intewatzailea.

o Lt-

= 1.(x)	 bada	
dv 

=	 eta be.tebeharrezko baldintza

Q	 P'\
- Q	 =	 -d	 cy

izanlro dug-u eta. hemendik

d.;_t	 P	 Q'\d	 P - Qx
=	 - 	 cix	 honelc zera esan, nah: du:

dx ' dy cx

P' -
p.(x) erako faktore inrezTatzailea existi dadin	 zatidurak

x aida g:aiaren funtzio	 izan behar	 hau bete ezik ez da honelako
r 1–lar,tore integrazaueril:

P' - Q'x
Ln = 	 dx	 = e	 i7ancro da

9.2-3.B	 eraKo, faktore ::nte=atzailea

C)
	

G 1.1

=	 bada	 =	 beraz P	 =

C X
	 cv

P	 = P- (Q . , - P.,,)dy
eta

Q' - p'
hau da g(y) erako faktore intezra.:zailea 	

P
	 Zarli durak

y alda.zaiaren funtzicy hutsa izan behr:r du, eta horrela. Eertmzen bada

r
Q .x P'y

Ln = 	 dy
P

P •

dv

faicorea lortuko da

9.2-3.0 4(xy) erako faktore inteL,ratzailea

Izan bedi z = xy beraz	 = p.(z), ikus cieza.aun nola geratzen den baldintza kasu
honetan
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du.
=

az

dp.
=	 x

dz

dp,
P	 ,

GZ

( x P - yQ) —az

(cg

= ( Q

=	 (Q ' x	 13%)

dP-	 C2 ',(
- P'

9. Gaia

Ply

x	 P-

exisd
Qx

_ p

dadin hutsa izan behar •au
:(P-yQ

ANALISIA

a	 dp. z
	  =

dz ox

dp. a z
=

dy dz dv

beraz u(z)

v	 hots

1

1

n = a

''
-1_111;	 1.'	 1

\,.!

;

!--.1	 n 	 n

.

117- .
(.11Z

eta ba=r,za

''',,
1	 !	 ,'11)	 i

1	 , -	 '..„-i !	 --	 .

; 	 -.,	 :H Z
•

1	 :
1	 :

.,, ,
:

_	 ! !	 ;!
-	 !,..i...	 !,.

Izan bed ._	 =

' 

GX
=	 =

1
0 Li.	 2....... ,:' 7
-,- = 	  =

0 \,'	 C...:

da:

''.' \ !
n ! - ? ' !,, )	 =1._.•
-

,	 o
-

Orain	 = y/x

du.
=	 =

dx az dx az

=	 et.a baJdirirza hor:21a

=

- P'- V
eta orduan	 = e

	
da

;

u.(x-	 intec-ratz-1-,

hots •idnitzeko o _ 

Ln =	

-

honeiatan	 - 
P Q 

-iak rorea ler_zen

" 	 eraLo faktore

C	 CILI ;3 7 Ga
=	 =

OV	 av dz x

du	 I	 dp	 _

rs-	 -	 —=—dz	 x	 _-	
LL

dz

x	 x2
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ANALISIA 11	 9. Gaia

hala bada
(..1 X2(Q X 	

dzLn =
x13-fyQ

z-ren funtzio hutsa izan behar du

(Q'x - ID'y) dz

- xP±yQ
eta	 p.(z) = e

X
2 (Q

,
x -

hau da, p(z) existi dadin, 	 xP+yQ

faktorea

lortzen da.

9.2-3.F Li(x2+\,2) erako faktore integmtzailea.

z = x- + v- bada	 = t(z) izana-o	 Kalkula de,zaTan baldinzza:

dp a z
2x

ex az dx dz

(du	 (dp.
P	 2v - Q	 2x = (Q' - P'

CZ

¿t	 d!-1,	 z	 dp

ov dz dy cz -

-
D	 dz

dc.
D	 --	 ro' - P'

'

-
berriro ere }_t(x -±v - )	 existi dadin 	

2v P + 2x Q
furitzic hutsa behar clu	 eta ho r„-i sertarzen Le;_27-1e2.1-.:

zatidurak z aldazaarer,

Lr, =
Q' -x 
	 c z	 beraz faktorea	 =
2v P - 2x Q_

•	 n. • 	_
re'	 y

2y P - 2x Q
izanab.

Pkua7 io homozenoen faktore inte.-Tratza:.lea
..

Baldin P(x.v) dx + Qx.v) dv = 0 ekuazio homo=oa bada p,(x,y) = x p .+. y Q.	 ...	 .	 ...

beraren faktore inte2Tatzailea da.

P(x.y)	 Q(x,y)
Hori fro't:r_atzeko 	 dy = 0 diferentziai

x P(x,y) + y Q(x,y)	 x	 + y Q(x,y)

zehatza dela ikusi behar da
P(x,y) eta Q(x,y) n mailako funtzio homoLrenoa'K direia suposatak.o

a ( p	 (x P +	 - P (x	 + QyQP-V P Q- PQ

x P + y Q)=
(x P + y Q)"	 (x P + y Q)2

(	 QQ', (x P + Q) - Q (P + x P', + y Q) x P Q x Q P', - P Q

):)(1)+y,Q)	
(x.P+YQ)- (xP+,7(2)2
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aurceko bi balioak be,rdinak izan daitezen zenbaidtzaileek berdinaL izan behar duze,

hots: y	 -y P Q'y -PQ = xP Q' x - x Q P' x - P Q edo y Q P. - y P	 =

= x P Q - x Q P'	 eta hetnendik
X	 X

v	 + '5*	 = X p Q'	 v P Q'	 Q v P	 x P . x ) =	 Qf +

P(x,y) eta Qlx.y) Euler-en teorerha bet-t7en dute horno(2-enotil: direlako
Y

= n Pv

x	 yQ,•=rQ

eta azken berdintza b;',te -

tzen denez at=k0 guzdak ere beterzen

dira eta ektiazioa diferentzial zehatza da.

.Ajibidea

+ + CX	 = 0

P
=

C	
1

- = b-raz ez da difer-r-

=

P',. - Q,

1-aK:orea

_

cv X

,....
— = — ....:-: x ,----- -i..-.-: !.... = i... ,.-i x ---=., ;..y x) = x

.

or',d-SKo thaazioa	 x (x- + y-= + x) dx + x- v civ = 0	 dif-2:2-.1.t.zia1 z .2..hal-za da

r.
._.	 i

— = x
3 -7-- x v	 x 	 ---,	 u(x.v) =	 (x - ± x V- + X - ) C-X 4- (p (y)

._ .,
CX

X3
(

C
=	 v
	

C = Xv (..^)
	 X V–X

OV

',	 -,	 4
X 

3

1.1(,X,Y) = 	 X- V- X(P ' (.Y) = 0	 (D','y) = K	 eta	 2--,T
L)

22	 4
X X y X

	

eta ekuazioaren soluzioa, -:- 	  ; — =1,-..	 da.
.)	 2	 4
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ANALISIA II	 9. Gaia

9.2-4	 Ekuazio lineala

- y' + a(x) y = p(x) erako ekuazioa da, zeinean y eta y'-aren mailak bat bait dira.
- Soluzio orokorra era esplizitutara kalkula daiteke, horretarako lau metodo emango

du 2:u :

9.2-4.A	 y = u(x) v(x) aldaketaren bidez

y = u(x) v(x) eta y' = u'(x) v(x) + u(x) v'(x) bi berdintzak ekuazioan ordezkatuz

(u'(x) v(x) + u(x) v i (x)) + a(x) (u(x) v(x)) = [3(x) 	 edo

v(x) (u'(x) + u(x) a(x)) + u(x) v'(x) = f3(x) ekuazioa lortzen da.
Jatorrizko ekuazioan y ezezagun funtzio bakarra zenuen, ekuazio berrian bi dira ez-
eza..zun funtzioak, u eta v alegia, beraz horietako bat geuk aukera qenezake. Aukera

hori u'(x) + u(x) a(x) = 0 baldintza ezarriz 5zauzatuko dugu. Baldintza honetatik
u(x) funtzioa lortuko da

u'(x)
u . (x) = - u(x) a(x)– a(x)	 Ln u(x) = -, a(x) dx	 u(x) = e

-fa(x) dx

kasu honetan konstanter •k Eabe. Baldintza horl ezarriz Eeratzen den ekaazioa

u(x) v'(x) = (x) da	 ezazuria izanik beraz

p(x)
v'(x) = 	 	 vt,"x)	 	  dx + K.	 eta u-ren balioa ordezkatuz

u(x)	 u(x)

;"
j a(x) dx

v(x) = p(x) e	 dx + K	 beraz y soiuzio orokorra:

- ja(x) dx	 .fa(x) dx

y = u(x) v(x) = e
	

P(x) e	 cix K da.

9.2-4.B	 y' + a(x) y = 0 ekuazio ez-osoa edo homo c2eno

dy
y = - a(x) y	 — = - a(x) dx	 Ln y = -

asoziatua ebatziz:

-1a(x) dx + K

a(x) dx +	 y = e

edo beste erara y = K e-ict(x) dx ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra.
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Demaaun, orain, K = K(x) funtzioa dela, eta kalkula dezazun K(x) funtzioa

-fa(x) dx
y = K(x) e	 ekt=ioaren soluzioa izan dadin	 horretanLko

	

- ia(x) dx	 -fa(x) dx
y' = K I (x) e	 + (- cx(x)) K(x) e	 ordezkatuko

/	 .,	 1	 /	 n
- a(x) dx	 ral-) dx	 -fa(x) clx

K'(x) e	 - a(x) K(x) e

	

fa(x) dx	 fc.f.(x) dx
K'(x) e	 = 13(x)	 K'(x) = 13(x) e

jra dx
K(x) =	 (x) e	 dx	 beraz ekuazioaren soluzio orokorra

+ a(x) K(x) e	 = (x)

dx
da.

RR A :

Bi meto-do hauck	 b;,r-koak	 ?7an -re, bi rnetocio2:.an

Íka. ,;tulatu behar da,	 i c-J.(x) dx	 :.ta..

J ' '	 -'
bi metodoetan aaertzen bait dira.

s•

dx hain zuzen,	 hauek

9.2-4.0 Soluzio partikular bat erabiliz

! OE(x) dx	 -ja(x ) dx
Auneko soluzio orokorrean,	 x ) e	 dx + K

	
edo

ra(x ) dx	 ( - Ía(x) dx	 -fa(x) dx	 - ( a(x) dx

Y= 3(x) e	 dx
	

K e	 azken batuwla, K e

ekuazio ez-osoaren soiuzio orokorra da.
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ANALISIA II	 9. Gaia

Bestalde Fi = 0 baiioa aukeratzen baduzu ekuazioaren soluzio partikularra lortuko
/	 "r	 *\ ( r•	 \

3
J a(x) dx 	 1 -

1,
e 

I a(x) dx

dx duzu	 yo =	 f3(x)	 i alezia. Beraz ekuazioaren soluzio

- 4a(x) dx

orokorra v = K e	 -4- N' o idatz daiteke, hots, soluzio pardkular bat zeni ekuazio

ez-osoasen soluzio orokorra.
Honek zera esan nahi du: ekuazioaren soluzio partikular bat ezagutuz gero soluzio
orokon-a lonze,ko nahikoa duz-J e,kuazio ez-osoaren soiuzio orokorra bilatu eta soluzio
partikuku-rari ,ciehitzea.

(
a:x')

9.2-4.D u.(x‘;	 e•	 , faktore integratzailearen bidez

y + c;.;•)	 ekuazioa b-ansforrnatukc duzu

d,-
.--.= 5; x. - (-...-	 y _–_--;	 5(x)) dx + dy = 0
dx .

P;. :x.v i =	 N - ). \	 ---'	 = C.,,,' (:n )	 e: da beraz diferentz-jai zehatza

Q(-y .) = 1	 Q' ,. = 0	 -_-,ii::-. dezazun _1(x) erako faktorea

P'	 - C').:	 dxOE(x) - 0
- –	 Lr, = rj = e

9.2-4.E Bi soluzio pa_rtikular ezazutuz

- i a(r) dx.;

v = K e	 duzu soluzio orokorra,

.,ra(x) dx	 -fa(x) dx

Yo =
	

(3(x ) e	 dx	 ) = cp(x)	 hots y K e	 + 9(x)

-la(x) dx

f(x)	 bada	 y = K f(x) + 9(x)	 idatz dezakegu.
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,	 , -• .,. , 	 ,
	souzio oro-rcorra Y = 	 	 K, !Çx -!,- 1'!!,--,	 „,

(	 , 1.)
edo y - 	 ,.)	 K	 1)-

	

1	 •da

ANALISIA
9. Gaia

eta K_ konstanteari Ki eta K2 balioak emanez zera izam.to dugit:

v =	 f(x) (:)(x)	 T	 III-ll	 v, - v. = (K, - K, ) f(x)

v- = K, f(x) o(x) II y - y, = (K -	 f(x)

	

v, =K, r(x.-	 )	 11,	 •	 \

K - K,
= 	 T = konstantea = A

V, - V,
	 -

v - v, = A	 v	 - v.) A v

eza ,zutliz- soluzio orokoTra

hau da bi soluzio

_YV

	  =	 = = ( x =

duzu

\• =

dv

x +

=v 

v =	 y_	 v'	 -	 _	 erabl-ñz

orokorr:-:.

(x	 'T)	
X

	 I	 =

= (X +	 --=;%	 ' ; = `"	 - 	 2K, oera z

9.2-5	 ekuazioa

- v' = A(x)	 era_koa da n 0.1 f,zanik.

7 =	 =

1 - n

v
z' = (1 - n) v -n  =

n

ekltazioa_n gai guztiak zad vn eziten baciugu
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y ' A(x) y	 z'
	 + B(x)	 — – A(x) z + B(x) ekuazio lineala lortzen da.

n	 n	 1-n
Y	 Y

2-5.19 Adibidea

xy'+y=y2Lnx

-1 Ln x 2
Y1=—X Y+ —X Y

y' 
=

-1 1 Ln x
—-----
2 x y + x

kasu honetan n = 2 beraz z = —
1 

eta —
y 

2 -1

' 
= —

z ' 
ordezkatuz

y 

-1	 Ln x
ekuazioan -z' = — z +

	
ekuazio lineala lortzen da

x	 x

1	 dz	 1
z'=—z	 —=—dx	 Lnz=Lnx+LnK	 z=Kx
x z x

z = K(x) x	 z' = K'(x) x + K(x)	 ekuazio linealean ordezkatuz

-1	 Lnx	 -Ln x
- (K'(x) x + K(x)) = — (K(x) x) + —

x	
K'(x) =

eta K(x) =
.)

-Ln x	 1
	 dx = — (Ln x + 1) + K (Zatikako-inte grrazioa erabiliz)
x

2

1
z = —

Y

1
beraz z =/ — (Ln x + 1) + Ki x = 1 + Ln x + K i x	 eta orain

x

aldaketa deseginez
1

— = 1 + Ln x + K xy	 1
soluzioa dugu.

9.2-6	 Ricatti-ren ekuazioa

-y? = Ao(x) + A 1 (x) y + A2(x) y2
	

erakoa da	 A2(x) = 0 izanik.

- Soluzio orokorra kalkulatzeko soluzio partikular bat eza2:utu behar da,
izan bedi y = y i (x) soluzio partikular hori

1
	

z'
eta	 Yt = Y‘ i 2
	 aldaketa egin beharko da.

z e	1 	 1)
2

	

Beraz Y li —2 = Adx) A1(x)	 )+ A2(x)
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z	 1	 2	
2yi

____
-	 = An (x) + Ai (x) + (x)	 + A2 (x)	 + A2(x)

z

2

v	 soiuzio partikularra bada y' l = A(x) A i (x) y i + A(x) y i betetzen du

beraz.azDirriaa-ratuo zaiak sinplifikatien dira,

7 '	 1	 (') Y 1	 11 )
,..	 ,	 ,	 • , 

= -k , ,x) — ÷ A-,(,x,) I — + -- I	 creratzen aelaris-, eGO £:aratuz-	 _
Z	 -	 1 Z

Z - 	\ 	 Z- )

z = ..,=,, i (x) z ÷ A,-„(x) (2 y i z + 1) = ( A (x) + 2y / A 2 (x ..)) z ÷ ,'A i (x)	 ekuazio
„	 i,	 ..,

hr,:..ala lor:7;,-,n da

- Antx) . _ (x) e'..a A-,(x) Ito:tzientealt polinornioak dtrenean soluzio pa-Iiiallarra
,.,	 ,	 - 

e:a :_)itrio ..-rill:car bUat daiteke.

.	 – n

1-J, tra: v =	 DX	 bolinanTiba

balair=

b
	 eltuazioan ordezkatui:

-

""x + x2 (ax2 + bx + c) (ax- + bx + c)- = h	 et3. .-_.-a-ratuz

2ax - 2ax4 b - bx3 + 2x • ax + bx3 + cx2 - a2x.4 - b-x- - c- - 2abx3 - .,cx-L-

- 2bcx = 0	 et,,,	 + x4 - 2abx3 + (c - b2 - ao) x2 +	 +

**,

- 2b.?	 -	 = 0

cute:	 -	 - a = 0

sistema hori ebazzi behar duzu

na.a.a	 dadin 1.:oeflzienteek 0 balloa behar

,
")",—	 ;	 c- = o.

- 2ab = 0 ; c - b- -	 = 0

68



/ 2 	 2	 1
z

1 - x3	 - X3

eta sinplifikatuz gero	 z =

ANALISIA 11	 9. Gaia

(1) a2+a=0

(2) 2ab = 0

(3) c - b2 - ->ac = 0

(4) 2(a + 1	 = 0

(5) b - c2 = 0

(1) a(a + 1) = 0	 a = 0 edo a = -1

a=0 (4) bc = 1 eta (5) b = c2	 c3=1	 c=1

eta b = 1

beraz soluzio bat	 = x + 1

a=-1	 (2) b= 0	 (5) c =0

beste soluzio bat v, = -x- da

Guk batekin nahikoa V = X + 1- 1
aukeratuko dutu.

1	 z'
v = (-x = 1) + —

z	
= i - —,-	 aidaketa e.Ç.-in beha.:: C:3.

z`

	-2 X	 X2	 1 _
ekuazioa	 v' =	 v : 	  Y	 erara idatzi:co duzu

	

.,	 	

	

1 - x' 1 - x3 	 1-x-

z'	 n 	 1	 (	 ,	 1 )2
beraz	 1 -	 = 	  	  (x + 1) — +	 (x	 +

z"	 1 - x3 1 - x3	 z	 1 - x3

L__I

Azpiniarratutako g_aiak y i soiuzio partikulan-ar r. dazozkienak dira eta ikusi

duzunez sinplifika daitezke.

z'	 x^"	 1	 1	 (2.(x + 1)	 1 n
_ – 	 	 +

z
2

1 -	 z	 1-x"	 z	 z2
ekua7ioa geratzen delarik

r \
2(x + 1) 1

edo	 -z' =	 	  z +	 ek-uazio lineala
1 - x"'	 31 - x	 1-x"
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10 *

+g*

I.

(
X

2 - 2x - 2	 dz x
2 - 2x - 2	 x- -	 - '")

	  z	 	 dx	 Ln z = 	 dx + K

1 - x
3 1 - x

3	 1 - X3
z–

x2 2x 2	 -1
	  dx = 

1 - x 
dx

1 - x
3

')x + 1
	 dx = Ln (x - 1) - Ln (x - + x + 1)

x- + x + 1

x - 1
Ln z = Ln 	  LnK	 z=K

x+x+1

0,0

eza orain K = K(x) egten badu£,Tu	 z = K(x)
/ x - 1

+ x 1)

4rt

1	
(-x	 `,	 (	 x - 1	 )

z = (X) 	 K(x) 	 	 eta ekti=i0 linealean

‘\ x- ± x + 1	 x + x + 1)

x - 1	 )	 r X -
	  =)

(X2 -	 -	 ,	 X -,
)

÷. X ÷. 1 )	 + X ÷	
I	 X- ÷ ÷ ) 1 -x3

440

'k X
x - 1	  = - 1

±	 -

K.."-` =

1	 -1
K(x) = 	 dx = — K eta ekuaño linealaren soluzio orokorra

x - 1
(x-1)2

( -1
z =	 :

- 1

x - 1	 -1	 x - 1
	  Ki 	

x + x + 1 x" + x + 1	 x + x +

1
Ricatti-ren ekuazioaren soluñoa bilatzeko y = (x + 1) 4- -5-	 aldakem deseo-itea

besterLk ez da falta

1	 1	 -1	 x - 1

Z = 	
Z	 V X 1	 V — X — 1	

Ki
x- + x + 1	 x x + 1
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pezinez	 p = — + x sin x
x

azken hau p-rekiko	 'azio lineala da

y' = p lortzen da

ANALISIA II	 9. Gaia

9.3 ORDENA BEHERAGARRIA DUTEN EKUAZIOAK

Ekuazio hauetan aldaketa baten bidez ordena behera daiteke. Lau kasu berezi bakarrik
aipatuko dugu.

9.3-1 y aldagaia ez duen ekuazioa

-	 = 0 erakoak dira

- y' = p aldagai berria hartuko da ekuazio berria 	 = 0

geratzen delarik. Hemendik p = 1 )soluzioa lortuko dugu eta gero

y = f p dp integrala kalkulatuz n. konstantea.

3-1.21 Adibidea

Y
Y= —x

+ x sin x

Pp 	 = K x

K(x)
p = K(x) x	 x + K(x) = 	 x = x sin x	 K(x) = - cos x

beraz p = (- cos x K i ) X = K i x - x COS X eta hemendik

y' p	 y' K	 - x cos x	 y = (K i x - x cox x ) dx

x
_

inte 2Tatuz gero	 y = K 1 	- (x sin x +-cos x) + K,

9.3-2 x aldagaia ez duen ekuazioa

- f(y,y1,y",...,yn)) = 0 erakoak dira

- y aldag.ai independentetzat eta. p = y' menpeko aldagaitzat hartzen dira ekuazioa
= 0 geratzen direlarik.

dy' dp dy dp

Y —d x = d—y d—x = d—y D

dy"	 dy" dy	 dy"
/
d`p (dy" n- d2p dy".\-

=	 =	 = P = PY 	 dx = dy	 dv P 2 P cLx dx	 p ;d
Y

eta abar direla hartu behar da kontutan.

= P
	

bada
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p = 9(x,ci 	 Cn- 
i) lortuz gero	 = p	 dx

hemendik	 x = (13 (y,ci,...,cn) soluzio orokorra

3-2.22 Aciibidea

dy
eta 

1
dp	 dp

p = y' aidaketa elinez .Ç.rero, eta v" =	 p de12. jaldnez	 1 + p- = v	 p
dy -	 - dy

elmazio bei± aterako da non p menpeko aldagaia eta y aldagai independentea

bait dira. Ekuazio 1-yerria aldazai banarigarrietako ekuazloa da

I + p

1
Ln (1 p-) = - Ln y + Ln	 1 + p 2 =

K- - v	 - y2
	

- ) 2
p- =	 - = 	 	 p = 	

dv = dx	 - K2 - v2 = x '	 + K	 v-

-

soluzio orokorra.

9.3-3	 .v	 CiP	 X	 ala'1.'gat21-: ez dituen cki2a:ioa

-	 honetan 2. ord-=akoa.• k. 1=1-ia1a labur daitezke

-	 =
	 for-rna Aorrnala hada	 v* =	 c71

c y	 dp
=	 =	 —f(p)	 dx =

cx dx	 dx	 1.-Çp
x =	 + K

f.p)

r

eta hernendik
d

dy = p dx = p p
 f(p)Y

p dp
+

f(13)

era honeta.-= soluzic orokorra eknazio parameroetan lortzen du ca-u p parametroa

3-3.23 Adibidea

- (1 + y •2 ) 3/2 = K y"

y' = p	 aldaketa c2.inez gero
	

(1 + p 2)3/2 =K	 c-dP
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K p' dp
	 + K,	 = 	 	  + K2

(1 + p2)3/2+p2
Y =

-Ky
f(Y) = —

m
f(y) dy =

-Ky	 -Ky2
dy = 	 + Ki

m

ANALISIA II	 9. Gaia

dpK
dx = 	 	 x = K 	  + Ki

(1 + p2)3" 1 + p

eta

eta sinplifikatuz

-	
_ K2 p2 
	

K2
	

soluzio orokorra

1 + p- 1 +

9.3-4	 y n) je(. y n -2 )	 erako ekuazioa

- 2. ordenako ekuazioei zagozkielarik y' eta x aldagaiak ez dituzten ekuazioak
dira hain zuzen ere, hots y" = f(y).

dy
01-	 = —	 = :.•	 y" y'	 = f(y) dy arnarrua erabiltzen da.

dx

1
Azken berdintza inte , :ratzen bada	 v" v' dx =	 (y')- eta f(y) dv +

1	 _
lortzen diru g:u, hots	 (y')- – f(y) dy + K,

dy
f(y) dy + Ki

1. ordenako	 bananduetako ekuazioa

+ K2	 soluzio orokorra da

2 f(y) dy + Ki

- Kasu orokorrean

3-4.24 Adibidea

my" = -Ky

yn-2)	 1-1 aldaEai berritzat hw-tzen da.

dy
x =
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r
dy

x = 	 	 +

+ Ki
, 2m 

dy     

- Ky- + Kim

— arc sin

	

r K
	 y K,
K irn )

9.4 N. ORDENAKO EKUAZIO DIFERENTZIAL LINEALAK

v,	 y n)	 alda ,raiekiko lineala den	 ordenako ekuazio diferentziala da, beste

erz-a esateko:

ao(x)	 + a l (x) y
	 + an _ 1 (x) y' + an(x) y = b(x) erako n. orden2lo elmazio

diferent.ziala L.

b(x) = 0 clen&i-:o kasuari	 homocreno edo ekuazio	 ez-oso esaten

Za10

Jo bznrun a:-) (x) 0

dnuden

T ( I. rl (-1 h(-)	 i = 0 	,	
funtzioak d'sfinituta

Ondoko pr0-.iietateakly2:letzen Era:

a) Baidin	 -kuazio horno c-enoar-n Roluz n o D art:, 1F- ul TrA bad ,	funtzioa ere soluzlou-

da.

b) Baklin y l ,	 funtzioak ekuazio hornogenoaren soluzio pardkularrak badira, v, + v,

funtzioa ere izanzo da soluzioa.

c) Baldin y i	 ym funtzioak ekuazio homozenoaren soluzio partikularrak badira,

= C i yi + + Cm ym ere da soluzioa.

d) vi	 Yn funtzio	 independenteak ekuazio horno g_enoaren soluzio

kularrak badira y

	

	 Ci yi funtzioa eku.azio homozenoaren soluzio orokorra izanzo da.

i=i

e) yi ekuazio hornwlenoaren soluzio partikular bat eza£tutuz ), y i ( u dx) aidaketaren

bidez ekuazioaren, bai horno g
enoaren bai osoaren, ordena jaisten da linealtasun eta

honioe.tenotasuna zordez.
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f) Baldin yH ekuazio homogenoaren soluzio orokorra bada eta yo ekuazio osoaren soluzio

partikular bat bada, y = yH + yo funtzioa ekuazio osoareh soluzio orokorra izan2o da.

Propietate hauei esker ekuazio lineal osoaren soluzio orokon-a bilatzeko ekuazio lineal
homogenoarena eta soluzio partikular bat bilatzea nahikoa da. Bila ditzagun beraz bi soluzio
horiek.

ao(x) yn)	 ai(x) yn-i)	
21-1(x) Y t	 an (x)	 9(x)	 ekuazioa

beste erara idatziko duzu:

[ ao(x) Dn + ai (x) Dn-1	 	  + an_ 1 (x) D + an (x)1(Y) = 9(x)
	

non Dk

erazileak k. deribatua adierazten bait du, hau da Dk(y) yk)

Eta orain [ ao(x) D n + a i (x) Dn - 1 + 	  an-1(x) D + an(x)] = P(D) idatziz

ekuazioa P(D)(y) = ca(x) bihurrdko da.

Bila dezaErun ekuazio osoaren soiuzio partikularra. Horretarako y = C 1 y i + +

+ C y ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra dela suposatuko 	 eta	 C i = Ci(x)n n
idatziko, beraz orain y = C i (x y i 	 Cn(x)	 duEru. 32., torriz_ko ekuazioan v ezeza.c:un

funtzio bat ba.clenuen orain C i (x) 	  Cn(x) n funtzioai: dLa ezezaÇninak, beraz (n-1)

baldintza ezar dezakezu.

y	 Ci(X) V.

i=1

y' =	 Ci(x)	 C(x) v'-
i=1	 i=1

1. baidin:za	 Ci(x) y: = 0

y"	 (x) y ei +	 Ci (x) y'i	 2. baldintza	 C'i(x) y'i = 0
i=1	 i=1

n-)
y 1=	 C' (x)v

n
 +	 C(x) yn 1 (n-1). baldintza,

	 n-2)
	C ;'() .	 = 0

i=i 	 i=1	 i=1	 I	
y 

1

Hau dena sinplifikatzen badu2-u eta n. deribatua ere kalkulatzen
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. n

	

y =	 Ci(x) yi

	=	 Ci (x) yti
i=1

	

y" =	 Ci (x) yui

n-	 V	 n-1)
y

1) 
=	 Ci (x) yi

i=1

badugu eta berdintza guztiak P(D)(y)	 (x)

ekuazioan ordezkatuz gero eta	 yn

ekuazio homogenoaren soluzio partikularrak

direla kontutan hartuz gero

n	 n
n) _

Y –	 Ci (x) yni )	 ci(x)

i=1	 i=1

ao(x)

n

 C'i (x) y1:1-1)	 9(x).
i=1

Azken bffciintza hau ezarritako (n-1) baldintzeldn bilduz sistema lineal ez homozenoa

osatzen da, zeinean ezezagunak	 Cn(x) funtzioak bait dira; horretaz gain, sistema

bateragarri determinatua da y i ,...,yn funtzioak linealki independenteak direlako. Sistema

honetatik. Ci(x) = 1 (x)Cn(x) = ig'n(x) L:tzioak lortzen dira, berdintza hauek

integratuz gero	 C i (x) = j v i (x) dx + K 1 ; 	  Cn(x) = I yn (x) cLx + Kn soluzioak

lortzen dira, beraz ekuazio osoaren soluzio oroko=

y = lJ kif i (x) dx + Ki ) y i + 	  (f yri (x) dx + Kn) yn	 da

425 Adibidea

Ebatz dezagun x y" + y' = x2 ekuazioa

Ekuazio homogeno asoziatua x y" + y' = 0

dy'
Y

dy'
x dx = - y'

dy' -1
= dx	 Lny1=-Lnx+LnKi

y	 x

y = Ki Ln x + K2	 ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra.

Orain K 1 = K 1(x) eta K2 = K2(x) eginez y = Ki (x) Ln x + K2(x)

1
y' = KI i (x) Ln x + K 1 (x)	 + KI2 (x)	 1. baldintza KI I (x) Ln x + K'2(x) = 0
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beraz	 KI2(x) = - x2 Ln x	 K2(x) = — Ln.x
3 

-X -	 X
33
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	K 1 (x)	 Kti(x) Ki(x)
y 	 	 eta	 Y" = 	 	 ekuazioan ordezkatuz
- ? — 

x
	

x
	

X
2

	(K'i (x) K i (x)	 K1(x) 2 	 X
3

x 	  	  + 	  = X	 Ri(X) = X2	, K i (X) = .--,5- + Ki
X	 -,	 X

X-

eta 1. baldintzatik	 K i i (x) Ln x + K I ,) (x) = 0	 x- Ln x + K'2(x) = 0

eta soluzio orokorra • .Y =

/ 3/
X

3
-x	 X

3

— + K3	 1 Ln x + "'-- Ln x + —
9 

+ K23

X
3

eta sinplifikatuz gero	 y = 
9 

Ki Ln X + K2

Oraingo ezinkizuna ekuazio lineal hornogenoaren soiuzio orokorra bilatzean datza.
Erabidea sinplifikatzeko asmoz baldintza bar eskatuko diegu koefizienteei, hau da
ao(x),a i (x) 	  aT1(x) eta b(x‘; funtzioi. Baldintza hau I tarte batean funtzioak analitikoak
(hau da, berredura-seriean garazarriak) izatea. Baidintza honekin ekuazioak soluziotzat
funtzio analitikoa-onanzen duela ziurtatzen da baino lehen metodo honek ekuazio
osorako, hots, b(x) 0 denean.balio duela esan behar da, b(x) analitikoa izanik).

P(D)(y) = 0 ekuazioa baduzu eta	 y =	 (x-xo)n	 funtzio analitikoa 50111Z10a
n=0

dela frogatu nahi badugu y-ren lehenenzo n deribatuak kalkulatzen dira, eta ekuazioan
ordezkatzen. Geratzen den berdinketatik seriearen a n koefizienteak lortzen dira. Baina hau
dena hobeto ulertzeko adibide bat eL,inzo duzu:

4.26 Adibidea

x y" - y' + 4x 3 y = 0

Izan bedi
	

Y =	 an
xn 	soluzio analitikoa

n=0

y' =	 n a X
n-1

n
n=1

eta	 y" =	 n(n-1) a x11-2
n=2

hiru berdintza hauek ekuazioan ordezkatuz gero
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x	 n(n-1) an x11-2 -	 n an X
n-1 + 4x

3
	an X

n = 0
\ n=0

n(n-1) a x
n-1

n=2 n=1
a x

n-1
n an X

n+3 = 0

OC
	 00

2.1 a--,x + 3.2 a,,x n(n-1) anx 	- 2a,x -	 n	 -r11.- I	 2	 1

n=4	 J n=4

11+_, = Y-anX	 -	 + 3a3x
2 

+ „, (n(n-1) an - n an) X 	 4 a	 =
r,=4	 n=0 n

ro

n-‘-3
4 an X	 =	 a \

n-1
".	 4 '

n=.0	 n=4
beraz ondoko berdintza lortzen duzu

- a + 3-1

OC

+	 [i (n-1) a - n	 + 4 5.‘	
_

n=4

eta berdintza

hau bete dadin -a i = 0 3	 = 0 eta n � 4 n(n-2)	 + 4 %_4 = 0 bete be'narko cia,

bera'intza hauetatik	 n = 0,1,... koefizienteak ate-.a•o dituzu.

= = 0 zuzenean ion:u dituzu.
-ao

	

+ 4 = 0	 at =

-4 ai

n = 5	 5.3 3.5 + 4 a l = 0	 a5 =  15  = 0 (a i = 0 delako)

-a,

n =6	 6.4 a6 + 4 a2 = 0	 a6=

-4 a,
n = 7	 7.5 a7 + 4 a3 = 0	 a7=  35 ' = 0 (a3 = 0 delako)

	-a 4	-

n = 8	 8.6 as + 4 a4 = 0	 as =	 =	 (a4= --
ao 

delako)

- 4 as,
n = 9	 9.7 a9 + 4 a5 = 0	 a9 = 93  = 0 (a5 = 0 delako)

-a6	 a2
n = 10	 10.8 a io + 4 a6 = 0 aio = 20 = 120 (a6= 6 

delako)

00

n=0
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Hodaino zera ikusten da: al – a3 – a5 – a7 – – a2k+1 – 0 Vk eta

azpiindize bikoitiko gaiak bitan banatzen direla.

(-1)
k ao (-1)

1
 ao (-1)

2 
ao	 (-1)

3 
ao

a4k. = 	 	 a4 =  ') ; a8 = 	  ;	
= 
	  , 	

(2k)!	 !

--

(-1)k a2 (-1)1 a2 (-1)2 a2
"--

(-1)3 
a2

–a4k+2 (2k+1)!
a6

3! ;	 a io	 5! ;	 a14	 7! i

.

beraz	 y = Y an xn	 funtzioa era honetan idatz daiteke:
n=0

(-1)k an	– ( - 1)k 
a,-,

Y	
u 4k
	  x

(2k+1)? 
xak-g) edo

k=0 (2k)!	 k=0

y (1)k 	 ( / \k
2 2k .	 1,	 ,_ i )	 ,:) 2i.....4

v = a L. 	 	 	  (x-) '')	 l- a2 	 (2k+1)!-	 ° ' C'kYk=0 — •	 k=0

idazten baduzu

bi serie horiek cos x2 	sin x2 funtzioen berredura-serieak direla ikus daiteke
erraz, beraz y = ao cos x2 + a2 sin x2 . Teorian soluzio bat lonu behar duzu, baina
hemen bi konstanteren menpeko soluzio lortzeaz .gain agertzen diren bi funtzioak,
cos x- eta sin x- hain zuzen, linealki independenteak dira; beraz, lortu dena
soluzio orokorra besterik ez da ( cos x2 eta sin x2 funtzioak soluzio
partik-ularrak airela e£7.-iazta daiteke zuzenean ekuazioan).

OHARRA

1) Hasieran ao(x) ŕ 0 VxeI suposatu genuen. Aurreko adibidean betetzen ez
bada ere garapenak balio du. Izan ere, ao(x) = x da eta x = 0 ao(0) = 0. Adibidean

agertzen den ekuazioa 3 x0 / ao(x0) = 0 kasuaren barruan dago, baina hau ez dug-u. aztertuko.

2) 'd x E I a0 (x) ŕ 0	 ao(x) yn) + a i (x) yn-1) +...+ an-i (x) Yt + an (x) y = 0
ekuazioa ao(x) funtzioaz zatituz gero yn) + b i (x) yn-1) +---+ bri-i(x) + ba(x) y = 0 erako

ai(x)
ekuazioa lortzen du gu	 i bi (x) – 

ao(x)
izanik.
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T 1 x r2x	 r x

T",x71 x
v = K 1 e

soluzio partikularrak dira eta soluzio orokorra

rnx	
erara idatz dezakegu.

ANALISIA II	 9. Gaia

9.4-1	 Koefiziente konstantedun ekuazio lineala

- ao(x), a i (x),	 an(x) koefizienteak konstanteak direnean ao yn)	 yn-i) +...+

an-1 Y e + an Y = b(x) motako ekuazioa lortzen da.

- Ekuazio hau ebazteko lehendabiziz ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra aurkitu
behar dup.
ao yri) + al yn-1)	 an.i y t + an y = 0 ekuazioan yk gaia rk gaiaz ordezkatzen

dugu eta polinomiotzat joko dugu 	 ao rn + a i rn-1 +...+ an. , r + an = 0

polinomioari polinomio karakteristiko edo ekuazio karakteristiko esan ohi zaio.
Ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra polinomio honen erroen araberakoa da. Izan

bitez r i , r2 ,..., rn polinomioaren erroak.

a)	 i,j ri = ri	erro desberdinak badira

- Kasu partik:i arra: rh = cc + Pi erro konplexua dugunean r h erro konplexua

bada rl = (J. - f3i konplexu konjokatua ere polinomioaren erroa izanzo da.

Har ditzagur: ,:rro hau2i dagozkien batugaiak	 Kh e
xr 

+ Ki e

Kh e
rnx 

+ K, 
rix 

= Kh e
(a+pi)x 

+ Ki e
(Q.4i)Y. 

= Kh e
ax 

e
ki

+ Ki e
ax	

=

= Kh eax (cos	 +	 13x) +	 (cos	 - i sin f3x) =

= eCCX (Kh cos Gx + i Kh sin Px) + e" (Ki cos f3x - i Ki sin f3x)

= eax [(Kh + Ki ) cos [3x + i (Kh - ) sin Px) = eax (A cos f3x - B sin f3x) =

Honek zera esan nahi du:	 rh eta ri errooi dagozkien soluzio

partikularrak eax cos (3x eta eax sin f3x erara idatz daitezkeela eta

Kh erlix 
4-KI e

riX 
= A e

OEX 

cos	 + B e
CtX
 sin f3x

b) Erroak anizkoitzak direnean

Demagun ri k ordenako erroa dela, hala bada ri erroari k soluzio partikular
TiX	 riX	 2 r•X

dagokio e ,xe ,x	 xk-1 erix hain zuzen ere. Beraz soluzio orokorra
honela idatziko genuke:

	

rix	 rix
y = Ki e lx + K2 er2x +....±. Ao e + Ai e +....+ Ak_i xl(-1 e +....

- erro anizkoitzen bat konplexua denean

rh = +	 eta bere konjokatua r i = cc -	 k ordenako erro anizkoitzak badira
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dagozkien 2k soluzio partikularrak ondokoak dira:

eOEx cos QX , x eax cos i3x , 	  xk-1 eax eos px

eax sin	 , X eax sin Px , 	
	

sin 13x

Ekuazio ez-osoa behin ebatziz zero, ekuazio osoa ebazteko bere soluzio partikularra
bilatu beharko dugu. Soluzio partLkufar hau b(x) gaiaren funtzioan lortuko Azter
dezagun, beraz, b(x) gaia, eta bila dezagun dagokion y i soluzio partikularra.

a) b(x) = a e" erakoa da

I) cc ez bada ekuazio karakteristikoaren erroa y i = k eax

II) a ekuazio karakteristikoaren erro bakuna bada	 y l = k x eax

III) a ekuazio karakte::stikoaren p ordenako erroa bada 	 y i = k x P eax

b) b(x) = a cos (3x + b sin 3x (nahiz eta a edo b nuluak izan)

I) ez bada ekuazio .,:arakterisdkoaren ,en-ca y i = h cos (3x + px

II) 3i ekuazio karaktesdkoaren erro bakuna bada 	 y i = h x cos 3x + k x sin 3x

III) ekuazio karakterisdkoaren p ordenako erroa bada y i = h xP cos 3x + k xP sin Px

c) b(x) = boxh + bixh-1	 bh-ix bh Ph(x) h mailako polinomioa

I) a1 7± 0 edo 0 ez bada ekuazio karakteristikoaren erroa Yi Qh(x)

II) an = 0 edo 0 ekuazio karakterisdkoaren erro bakuna bada y i = x Qh(x)

III) 0 ekuazio karakteristikoaren p ordenako erroa bada	 xP Q(x)

Hiru kasuetan Qh(x) h mailako polinomioa da

d) b(x) = Ph (x) eax kasu orokorra

I) a ez bada ekuazio karakteristikoaren erroa y i = Qh(x) eax

ekuazio karakteristikoaren erro bakuna bada Y i = x Q (x) e"
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cc ekuR7io karakteristikoaren p ordenako erroa bada y i = xP Qh(x) eax

e) b(x) = A(x) + B(x) + C(x)

Kasu honetan bi zatitan banatzen da ebazpena; lehendabiziz b(x) = A(x) deneko

kasuaren y i soluzio partikularra bilatzen da, baita b(x) = B(x) eta b(x) = C(x)

kasuen y2 eta y3 soluzio partikularrak ere. Gero hiru soluzio batzen dira aurkitu

nahi dugun soluzio partikularra lortzeko yo - = y i + y2 + y3 alegia.

Azterketa honi ohar batzu erantsi behar diogu:

- Soluzio partikular guztietan azenzen diren h, 	 konstanteak kalkulatu behar dira

- Qh(x) polinomioaren koefizienteak ere bai.

- d) kasuan, kasu orokorra, cc bai erreala bai konplexua izan daiteke. Azken kasu

honetan a a + Pi bada b(x) = Ph (x) eax (cos (ix + i sin px) izango da, beraz

soluzio partikularra ere	 y i = Qh (x) eax (cos (3x + i sin Px) erakoa izango da.

Kontutan hartzekoa da "i" zenbaki konplexua konstar.tea dela.

4-1.27 Adibidea

v'" + 3y" -	 = x e-2x

* ekuazio lineal ez-osoa 	 y,„	 - 4 y o

polinomio karakterisdkoa r3 + 3r2 - 4 = 0

polinomio karakteristikoaren erroak r l = 1 eta r, = -2 bikoitza beraz ekuazio lineal

ez-osoaren soluzio orokorra ondoko hau izanzo da y = K. e x + K2 e-2x + K3 x e-2x

* ekuazio lineal osoa Yr" + 3y" - 4 y x e-2x

b(x) = Ph (x) eax kasua da, non Ph(x) = x eta a = -2 bait dira; beraz, cc = -2

polinomio karakteristikoaren erro bikoitza denez, bilatu behar den soluzio
partikularra y i = x2 (ax + b) e-2x erakoa da (Qh(x) = ax + b 1 mailako polinomioa).

y 1 = (ax3 + bx2) e-2x	 a eta b konstanteak kalkulatu behar dira

y i ' = (3ax2 + 2bx) e-2x - 2 (ax3 + bx2) e-2x = (-2ax3 + (3a-2b) x2 + 2bx ) e-2x

y i " = (-6ax2 + 2(3a-2b)x+ 2b) e-2x - 2 (-2ax-3 + (3a-2b)x2 + 2bx) e-2x =

= (4ax3 + (4b-12a1x2 + (6a-8b)x + 2b) e-2x
I " = (12ax2 + 2(4b-12a)x + (6a-8b)) e'-2x - 2 (4ax3. + (4b-12a)x2 + (6a-8b)x +

+ 2b) e -2x = (-8ax3 + (36a-8b)x2 + (24b-36a)x + (6a-12b)) e-2x
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ekuazioan ordezkatu eta sinplifikatuz gero

(6a - 6b - 18ax) e-2x ,_ x e-2x	 6a - 6b - 18ax = x =
-1	 -1

	

a = b eta -18a = 1	 a = -.- eta b = --
18	 18

2 (-1	 I) :).„
beraz soluzio partikularra v =x —x-- 1e	 aa, i	 18	 18)

y = K1 ex + K2 e-2x _ K,._ .,,, -2x 

18 x 2 (x + 1) e -2xeta soluzio orokorra

9.4-2	 Euler-en ekuazioa

Koefiziente aldakorrak (funtzioak) dituen eta erraz integra daitezkeenetariko bat da, (ax
+ b) polinomioaren mailarik handiena eta v-ren deribaturik handiena bat datozeneko kasua
bakarrik ikusiko duzu), ondoko ekuazioa da:

ao (ax+b) n yn) + a i (ax+b)n " 1 yn - 1) +	 + an (ax+b) y' + an y = b(x)

e
t

intezratzeko	 ax b = e 	 dx = — d:	 aldaketa egiten da
a 

dy	 dyidt	 dy/d1. dv

a e .a1dx,:jt	 e
t
/a

dd r	 dv dt	 dv	 -t d 'Y a
v" =	 (y') = — a e	

t	 ,—	 -a e	 a e
ax -	 dx	 ) dt	 dt cix	 et.	 dt' )

,
dv	 d2v	 2 ,)t f d-y

	

= -a e —
dt 

+ a e	 = a e	 -
dt` )

horrela	 behar da yn) kalkulatu arte.

Berdintza horiek jatorrizko ekuazioan ordezkatuz koefiziente konstantedun ekuazioa
lortzen da

dnv	 dn-1 v	 dv
bo 

n
+ bi 

n 
+ 	  + bn _ l	+ bn y = C(x)

dtdt	
ch -

4-2.28 Adibidea

x2 y" + x y' + y = 1

Kasu honetan ax + b x , beraz aldaketa x = et da

dxt	 dt	 _t
x =	 dx = et dt	

e ,	 e
dy dy dt	 t dy

y= cTx. = cft 	 = e Cft

beraz
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dy' dy e dt	 d ( _t dy dt	 _t dy	 _
t,

y
 e

_t 
=

Y" = dx	 =	 dt cTx = ( -e —dt
+ e

dt`

= e
-2t

Hau dena ekuazioan ordezkatuz

(	

—

•	 )--i•

	

t [ _,), I d-y dy i	 !	 dyt	 -t	 .
e e --	 i+e ,e —

A4.2	 dt	 I	 +	 dt ,
L.	 ut.	 ,,;-	

\

	d-y dt	 dv	
= I

dt-
	 dt	 d:

=

+ y = 1
dt-

orain aidagai askea t dela kontutan hartuz ekuazioa y" + y = 1 idatziko du g..0 sin-

plifikatzeko. Ekuazio lineal ez-osoa y" + y = 0, polinomio karakterisdkoa

r-L + = 0 eta erroak r l = i	 =	 beraz ekuazio lineal ez-osoaren soluzio orokorra

v = K coÇ t K- sin

ekuazio iineal osoa	 v" + y = 1 da eta b(:) = i beraz	 = Q i (t) erako

soluzio pardkulana biiatu behar da eta Q i (t) = K y i = K y' = 0 y" = 0

ekuazioan ordezkatuz	 = 1 beraz soiuzio partikelarra y i = I da eta soluzio orokorra

= K i cos t +	 sin t

X = et	 aidaketa dese zinez gero 	 t = Ln
y = Ki cos (Ln x) + K,	 (Ln x) + 1

9.5 LAPLACE-REN TRANSFORMATUAREN BIDEZKO EBAZPENAK

Laplace-ren transformatuak funtzio baten del--ibatua s faktorezko biderkaketa
bihurtzen du. Honexegatik aplikatzen da ekuazio diferentzialeen ebazpenean.

ao yn) al y n-1)	 ani y , + an y = b(x)	 ekuazioa ernanik, aplika dezag.un

Laplace-ren transformatua bi ataletan

L[y] = F(s) ; L[y'] = s F(s) - y(0) ; L[y"] = s2: F(s) - s y(0) - y'(0); 	

	  Lb,n)] = sn F(s) - sn-i y(0) sn-2 y , ( 0) _	 _ yn- 1 )(0)	 L[b(t)] = 0(s)

jatorrizko ekuazioan ordezkatzen baditugu

ao(sn F(s) - sn-i y(0) -	 - yn-1) (0))	 ai(sn-i F(s) _ sn-2 y(0) -	 - yn-2)(0))

	  an _ i (s F(s) - y(0)) + an F(s) = (1)(s)
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F(s) [aos
n 
+ s

n-1
+ ...+ a n_ i s + an] - y(0) [aos

n-1
+ s

n-2
+ 	 + an_ i ] -

	 I 	

V(s)	 D(s)

n-1)
	 - a Y	 (0) = (I)(s)

D(s)

eta sinplifikatuz	 F(s) v(s) + D(s) = (1)(s) 	 eta hernenciik

(I)(S) - D(s)	 , 0(s) - D(s)

	

F(s) = 	 	 eta	 y =
v(s)	 -	 v(s)

y ezagut dezagun, lehenago y(0), y'(0), y"(0),... ezaautu behar dituau; horreaatik
lortzen den soluzioa partikulan-a da.

529 Adibidea

	

- y" + y = t	 y(0) = 0	 y'(0) = 2	 hastapen-baldintzak

L[y] = F(s)	 L[y"] = s2 F(s) - s y(0) - y'(0)

-.,	 ,	 1
(s - F(s) - s y ' - y'(0)) + F(s) = --

____1	 i__ s,,-
,,	 ' -

1	 s-	 's + 1
F(s) (s2 + 1) - 2 = -+,F(s) = 	  = 	 ,,)	 ,-, 

s 	 s- + 1	 s"(s - + 1,)

1
L[t] =

s -

y=
L "-- ( s- +

1 + 2s2
	A	 B Cs + D

=	 +	 + (A=0, B=1, C=0, D=1)2	 s	 2 `)
S

2(s + 1)	 + 1

1 + 2s- 1
eta L-1

_ 1	 1
= t +	 tsin

S
2

(s	 + 1) s- + 1
'

_ s -	s- + 1_,

beraz	 ekuazioaren soluzioa	 y = t + sin t	 da.

- t y" + (2t + 3) y' + (t + 3) y = 0 	 y(0) = 2 izanik

L[y] = F(s)	 L[t y] = - F(s)

	

d	 d
L[y 1] = s F(s) - y(0) = s F(s) - 2	 L[t y'] = -	 (L[y 1 ]) = - 

ds 
(s F(s) - 2) =-

= - F(s) - s F'(s)
d	 d	 d

L[t y"] = - — (L bi nD = - d—s (
S2 

F(s) - s y(0) - y 1 (0)) = - 
d
—
s 

(s
2
 F(s) - 2s - K) =

ds
= - (2s F(s) + s2 F'(s) - 2)
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balio hauek emandako ekuazioan ordezkatuz

Ln F(s) = Ln (s 1) + Ln K	 F(s) = K(s + 1)
F(s)	 s + 1

F(s) = K(s) (s + 1)	 F'(s) = K'(s) (s + 1) + K(s) 	 eta ordezkatuz

	

1	 -4
(K'(s) (s + 1) + K(s)) - (K(s) (s + 1))  1— 	

s	 (s + 1)2
-4	 -4	 2

K I (s) (s + 1) – 	 	 Kt(s) = 	 K(s) = 	 2 + K 1

	

(s	 1) .̀ 	(s + 1) 3 	(s + 1)

1
F(s) = 	  : Kl (s + 1) — 	 + K. (s + 1)

s + 1(s + 1)-

Ki bilatzeko	 F(s) = 0 propietatea erabiliko
s

(
lim 	 	 s, : K, (s +	 = 0 izan dadin	 K, ( + 1) = 0

0,0	+ 

izari behar du	 Ki = 0

F(s) s + 1	
eta	 y =	 [ 	

s
soluzioa lortzen da.

444

44,

- (2s F(s) + s2 F'(s) - 2) + 2 (-F(s) - s F'(s)) + 3 (s F(s) - 2) + (-F'(s)) + 3 F(s) = 0

eta	 F(s) (-2s - 2 + 3s + 3) + F'(s) (-s2 - 2s - 1) + 2 - 6 = 0

F(s) (s + 1) - F(s) (s2 + 2s + 1) - 4 = 0	 F(s) (s + 1) - F'(s) (s + 1) 2 = 4
1	 -4

edo	 Fl (s) - F(s) —s 4. 
1
	

s + 1)2	
ekuazio lineala «

( 
F'(s)	 1
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