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~ANALISIA 11 1. Gaia

1. GAIA™
INTEGRAL MUGAGABEA
1.1 INTEGRAL MUGAGABEA B
" 1.1 Definizioa

Izan bedi f: [ab] = R funtzio hat. [a.bi tarean Fix) = {(x) baldintza betetzen duen
edozein F(x) funtziori {(x)-en jatorrizko funizio esango diogu.

1.2 Proposiziou

Baldin Fy(x) eta Fp(x) ftxy funizioaren bi jatorrizko funtzio badira |a.b] tartean,
Fi(x) - Fo(x) =K (konstantea) betetzen da.

Frogapena:
Hipotesiz F'y(x) = [(x) ew F'z(x“ fixy dugn.
Har dezagun Gix = Fy(x) - Fo(x) funtzioa, here deribatua G'(o =Ty - Fylx) =

={x) - [(x) =0 dugn, hav da Goo =K da jab] fartean.
[.3 Onderiou

Ondotio bezala zera =<an derakeau:  'Oo funtrioaren jatorrizko  funtzio guz tiak
F(x) +x erakoak dirn, Foxy jatewizko funtzioa izanik,

1.4 Definizioa

(Fix) + ko ‘uh\.a?uamn x) fumimioaren integral mugagabe deituko diogu et
j f(x) dx = F(x) + k idatziko.

1.5 Qnduriuu

- (J f(x)dx)' = (F(x) + k) = F(x) = f(x) Cauza hera da baina
d(J F(0) dx) = d (Fix) + k) = f(x) dx idazkera desherdinez

SJd Fe) = Foods = [ i) dx = Fig + &

Larro hauetan ikusten denez d eta ). hots diferentzial et integral. eragileak elkarren
alderantzizkoak direla esan dezakegu.

1.0 Propietateak
a) Integral eragiien lineala da:

J'(fl(x)*x7(‘()) dx = f|l(")(1v -+ j"\(")‘l"

[ % f(x)dx =k (e dzx

b) j flax) dx = /o Fiax) + k



ANALISIA I

o) Jfx+bydx=Fx+b)~k
d) [f(ax +b) dx = 1/aFlax + b) ¥k

Funtzio Elementalen Integralen Taula. Berehalako

1. J.de=k

3
t—_—
o
R
&
il

sinxdx=-cosx+k

g'(x) sin g(x) dx = -cos g(x) +k

cosxdx =sinx +k

Ry

i

. I}



ANALISIA 1I

10.

11.

13.

14.

16.

17.

18.

g'(x) cos g(x) dx = sin g(x) +k
tgxdx=-Lnlcosxl+k

g'(x) tg gx)dx =-Lnlcos g(x) I +k

cigxdx=Lnlsinx|+k

g(x)ctg g(x)dx =Lnlsing(x) I +k
2
cosec xdx =-ctgx+k
g'(x) cosec” g(x) dx =-ctg g(x) +k
2
sec  xdx=1gx+k

2
g(x)sec” xjdx=1tg g{xi+k

-1 1 X
J- dx =— arcctg— +k a0
2,2 a a
a +Xx

- g' 1 o
J.—-———” x) dx =— arcctg $&)
a a

+k a=0

2 2

a +g(x)

* 1

2 2
a

X-a
X+a

| +x az0

1
dX=-?:£ Ln I

dx=Ln|x+ xzia2|+k az0

1. Gaia
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ANALISIA II 1. Gaia

3 -1 X
19. —— dx= arc cos— +X a=0
o 2 ) a
a -x
20. Shxdx=Chx+k
o
~a
21. Chxde=Shx+k

CHARRA

Funtzio guztek 2z durte jatorrizko funtziorik. daina definizio-eremuan ‘arraiak diren
funtzioek badute integral mugagabea.

Baina integral mugagabe guztiek ez dute, existitu arren, OINAITIZKO Iuntzioen
onbinazio finitu Sezala adierazrerik.

© Adibidea

; . N 2 . PR " . . .. . . -, . .. .
S Mg =5 MY dx integral binomikoak ez du cinarrizio funtzioen didezko acierazoenik
ondoko 2aidintzeran:

nm=-t m=1i

. : zenbakiak osoak 2z dadira
a a :

[
(&}
i}
)
"3
1
()

== a1=>23 m=1
- el dx _aplace- 2do Causs-en funtzioa
!. i,b /'
i i X
fsinx | {COS X S
- dx. ] ax, — dx ns N
! -rn ! 1rn vn'
A A JINS
;
-/ 1-XTsinTx dx k<1 integrai sliptikoa

;.2 INTEGRAZIO-UETODOAK

»

v

Berehalako integraia ez denean "amarru’” batzu egiten dira integrakizun ezaguna ager
dadin.

L4

sl

Mtl‘z

i

L]



ANALISIA 11 1. Gaia

1.2-1 Ordezkapen-metodoa edo aldagai-aldaketa

[1(x) dx integrala kalkulatzeko x = ¢(t) , dx = @'(t) dt ordezkapena egingd dugu
J flo(r) @'(t) dt integrala lortuz.

Azken integrakizuna, f(¢(t)) ¢'(t) alegia, lehenengoa f(x) baino ezagunagoa izango da.

2-1.8 Adibidea

-1 x* dx integrala dugu

x=sint dx=costdt ordezkapena egingo dugu

L . 2
f(x)=fsinty=y 1 - sin’ t =cost beraz cost costdt= |cos™ tdt

. 5 1-+cos2t
integrala lortzen dugu. cos”t = —5 dela kontutan hartuz
2,4 l+costh 1 d ! o d 1 t+Sin2t+k
cos tdl= |—s——dt=— + = |cos itdl == —_—
| /I N ) 777

o

. 5 1 . sin (2 arc sin x)
eta t=arcsinx denez 1-x dx=~2—arcsmx+ 7 +

X
- 5 dx  oraingoan x*=t 2xdx=dt aldaketa egingo dugu
1+x
.
: ——dt : a Ln 11 [+ k = aldaketa deseginez
e e e A aidaietn Ceses
-
X 1 2
5 dxziLn IT+x"1+k
J 1+x

1.2-2 Zatikako integrazioa

Izan bitez y eta v bi funtzio deribagarriak, zera betetzen da: d(u v) =duv +udv eta
integratuz uv=Jvdu+/udv etahemendik Judv=uv-Jvdu

-




ANALISIA 1I 1. Gaia

Judv integrala kalkulatu nahi badugu metodo honen bidez [v du integrala kalkulatu
beharko dugu, metodo hau azken integrala lehenengoa baino errezagoa denean erabiliko da.

2-2.9 Adibidea -

- [ sin? x dx u = sin X aukeratuz gero du = cos x dx
dv =sin x dx vV =-CoSX

lortzen da, lau berdintza hauek ordezkatzen baditugu formulan

> : : 2
sin“xdx =-sinxcosx -|{(-cosx)cosxdx=-sinxcosXx+ [cos” xdx =

. . 2 ) . 2
=-sinxcosx+|(l-sin“x)dx=-sinxcosx+|{dx-{sin"xdx =

2 , 2 -sin X COS X + X
2 {sin“xdx = -sinxcosx+x = !sin"xdx= 5 +

- j Lnxdx u=Lnx du=1/xdx berdintza hauek erabiliz

dv =dx V=X

1
JLnxdx:anx-Jx—;dx=anx—[1dx=anx-x+k

1.2-3 Funtzio razionalen integrazioa
P(x)
Q(x)

P(x) H) )
Integrala kalkulatzeko o =Z(x) + =—~— deskonposaketa egingo da, non H(x)-en

: Q)
maila Q(x)-ena baino txikiagoa den.

Funtzio razionalak erakoak dira, non P(x) eta Q(x) polinomioak bait dira.

Z(x) polinomio osoa da, bere integrala zuzenki kalkula daitekeelarik.
H(x)
Qx)

era hauetan:

laburtezina da, baina frakzio sinpleen baturan deskonposa daiteke ondoko

~- Q(x) polinomioak erro errealak bakarrik ditu
erroak bakunak direnean Q(x) = (x - a) (X - &) ..... (x-ay

IR t | . | T |

[



ANALISIA 11 1. Gaia

H(x) A Ay
— = ——— +—
Qx) x-a ' X - 2y

[$1 o 0.
o . . 1
erroak anizkoitzak direnean  Q(x) =(x-a;) (x-a,) 2. (x-a) "

o+ 0+ 0= k  izanik

A B
H(x) A, oy B, oy
e = — i ———— |+ L+ F ot ——
Q) X -aq, / oy X-ag o,
(x- 31) (X - an)
- Q(x) polinomioak erro erreal eta konplexuak baditu
erroak bakunak direnean Q(x) = (x - a))....(x -2 ) [(x - pl)2 + qzl] ..... I(x - ph)2 + q:j
Hx) M A, Mix+ N, M, x + Ny
= —— + .+ + Fors b ————
X) X-z: Y 2 2, 2
Q)  x-a X-a )t ¢ (x-p)t + @

errcak anizkoitzak ditencko kasua ez dugu ikusiko.

Hiru deskonposaketa hauetan hiru frakzic-mota agertzen dira:

A, A,
- dx=A.Ln Ix-al+k
X - X-a 1 i
. ‘ -a,i+1
- < qdx-=/\i——————+k= 1+k
. It 2 _ .-
(x-ai)’ J (x,i+l (1‘0%)("‘39‘
M, x + N, M; x + N, | l:x-pi=t] Mi(teri)+Nidt Mit s
-— dx = = =
2 2 . 2 X = 2 2 2., 2
Mp.+N. M. M.p. + N, ¢
+ —;'—z—ldt=—2—an lt2+q?l+[-Ll————‘Jarctag—-+k=
t” + q 4; 4
M. M.p. + N, X - P,
1 2 2 it i 1
=—1Lnl(x-p)Y +qa | +{ ———— |arcta +k
i oo (N (22)
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2-3.10 Adibidea

'J x> +1 dx

X - ax - x>
3 2_ 2 x*+1 A B
X -2x-x"=x(X -x-2)-x(x-2)(x+1)=>x(x_2)(x+1)=.; -

+x—2

A=t B=2 =2 Sl 2R |36
TATTETEYTT T kg oaan ST | T B [k *t

2/3dX—IL||5L|2| 2L| 11+k
+m —--—2—nx+—6—nx- +—3—nx++

) x-1 dx
x-2)2 (x + 1)°

x-1 A B C D

= -+ + + =
x-7x+17 X2 x-2? Xl xe)?

_1 _1 C_4 D_a
A=z B=5, C=55 D=3
1/27 1/9 1/27 2/9
dX= —/—'ZdX‘l' —-Ladx /ldx / 2dX=
(x -2)% (x + 1) X- (x -2) X+ x + 1)
Lnix-21- ! 1Ll 11 2 k=
27 B T ) I A T s
_1 L lx-2 X-5 "
=77 kTl o oD T
x2+1
- 5 dX
x+DE"-2x+5)
x2+1 x2+1 B A Mx + N

=

= = +
x+DEE-2x+5) x+D)[x-1)2+27 *+t1 (x-1)?+2?

: A=l M—3 N=-
= Asp M=z N=7

C
F—_— =
x+1

L

o

e

-

-t

it

it



ANALISIA 11

3 1
X+ 1 1/4 T* 7
3 dx = +1dx+ ————a—-—idX"-—'
x+ DE"-2x+5) X (x-1)"+2

PPN N 2 - 1Atk
7 Laix+ +_8_dmtg(T)+§ nl(x-1) +

1.2-4 Funtzio binomikoen integrazioa
[=]xm (a+bx"P dx erakoak dira a,be R eta m,n,p e Q izanik.

a) pe Z x=t/"edo x"=t aldaketa egin behar da.

. m+1 NS
b) pe Q-2 ,p=g/s laburtezinaeta s>0,-——n—e Z a+bx =t

m+1 m+1 n s . )
) p, & 2Z,——+pe Z ax"+b=t aldaketa egingo da.

2-4.11 Adibidea

[= J dx
3 3
X2+
-2 2
I=Jx‘2"3(1 +x2/3)"] dx ms=—, n=-, p=-1,p=-1e 2
x =t =" aldaketa egin behar da
3 y 13 an 3 lan,, . .
dx——2-—t dt I=Jt (1+7¢) —2—t dt—~2— U e+t dt
3 1 1 3 |
=5 |77 dt=[t”2=ui-t'llzdt=du]=-2— — 2udu =
t’ (1 +1) u(l+u°)
du
=3 2=3arctgu+k=3arctgt1/2+k=3arctgx”3+k
1+u

1. Gala
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)
I

aldakera egin behar da

-
1 R )
1=-J¢i~/1-z*‘r.t

) { -
. L= v o > '
— ; -
= - L=-X T = RS
b)
o
i <
! X

Q) I=

B

R(a") dx

ey

(\)l —

erako integralak.

ordezkapena 2giten da

10

H

o~

2
2
e
L
[+ = =+
2
m-+
M-+ -
-—TY =
e
1
D 3
- 1%~
LT o4y
I,
(-7
293
T -1
-1 =%
— 4 <

Sai

= 7
dt=

-

!

s

.

-l

-

-

st

wnl

sk

i

L
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ANALISIA 11 1. Gaia
2-5.12 Adibidea
72x ;
- X
7% 45
t=7%+5 dt=272%Ln7dx  aldaketa eginez
dx dt L k_Ln|72‘+5|
.5 |@Lamt Ima7 MU T TImaT T
b) I =] R(sin x,cos x) dx  erako integralak.
X
Orokorrean tg - =t ordezkapena egiten da, berdintza honetatik
, 2t 1-¢ , _
sinx = ——, cosx= — eta dx= berdintzak ateratzen ditugu.
1+t 1+t 1+t
2-5.13 Adibidea
2dt
dx [ X ] 1+t 2dt
" |Sinxcosx+2 L®ZTHUT % 1-2 13l+u+1
1+ 1+¢
2 dt 9 t (ﬁ[t (x)+1])+k
== = arctg | —=— | tgl = |+ =
(t " 7) g
b-1) 1 =j R(sin x) cos x dx erakoetan sinx =t aldaketa
b-2) I=j R(cos x) sin x dx " cosx=t "
b-3) I =J R(tg x) dx " tgx=t "
b-4) I =J R(sin 2mx,cos 2nx) dx " tgx=t "
b-5) I:Jsin mx cos nx dx " mne 2 .
. m edo n bakoitiadenean cosx=t edo sinx=t hurrenez huiren
. mn=20 etabikoitiak
X 1 - cos 2x 2 I + cos 2x . .
sin” X = ——— cos“x = 3 formulak erabiltzen dira

11



ANALISIA 1I

. m edo n negatiboa eta biak bikoitiak tgx =t aldaken

b-5) J‘sin mx cos nx dx; J‘sin mx sin nx dx ; J.cos mx cos nx dx

m=n izanik. kasu hauetan formula wigonometrikoak erabiitzen dira:

, fatb \  [ab
COS$ aX + COS DX = 2COS| —5— X |COS| =—— X |
V2 )TN T

/

/atb N /a0
| ——x |cos| —X |
\ =

VAN
(a+b 1\ . [a-b A

sinax + sinox = 2sin

COs ax + Cos bx = 2sin.-—x)sinf—,—x§
K") / \\O /‘

s

2-5.14 Adibidea
COS X ] e
T T3 ~ dax (-1}, 02}
Jsin” x + 20087 xsin X
o dt [ dt dt
sinxX =t i= 3 —_ = S = |— .
iC+201-)t j-1 + 2t PtiZ -
o v o
cosxdx =dt
t tg@ x dx (9-3))
(' I I N
b,odar | Loy, Lo a
X =arcigt I]¢ - = |l 1- - ldt= |dt- .
A o [ -
1+t J 1+ b i
. dt
dx =
1+
5
cos™ X

- 5 > — dx (b-4))
a~cosx+b sin”x

(2

ol

ot

e

e

-

R

e

st



ANALISIA U

cos xdx =dt

- f sin® x dx (h-3))

) | - cos 2x
sin” X = —x I=

s

2 I +cos 2x
CoS X =——rr———— =

2 b4

dx (b-5))

1, Gaila

dt

-‘ 2

| IJS‘____ZE
|

|

1 -cos 2x
2

1

dX'_z—'

1
) t . 1+
gx=t sinx=-— =
2 a2 172 t2
Jirt ) N
1+t2 1+t
! dt
COS X = — di=——
7 2 : tz
VA R
3
cos” X
- - dx {(b-5))
Jsin x
sinx =t 4 dt -
&

2V g (4

cos 2x dx + —-

t’2 dt

1 + cos 4x
2

1

(1 +%)°

13

@+ b2 (1 + )

1
- = COS 2X + — cos2 2x)dx =

4

dx

= [Fa+da
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_ h —"7
—,)"—D = a=3 b=2

1 n Q
—_= = =11 c=2
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ANALISIA 1I 2. Gaia

2. GAIA
INTEGRAL MUGATUA

2.1 RIEMANN-EN INTEGRALAREN DEFINIZIOA

Izan bedi f(x) [a,b] tartean definitutako funtzio bornatua.

1.1 Definizioa

Hardezagun P = (x,}¥.5 [ab] tarteko puntuen bilduma finitua non

a=X5< X] <Xp < o < Xg.1 < X = b bait da. P multzoari [a,b] tartearen partiketa
esaten zaio.

1.2 Definizioa

Izanbedi P= {xi}ki=0 partiketa. Ax;=x;-x;; i=1,..k i azpitartearen luzera
da. Op=max Ax; zenbakiari P partiketaren luzera esaten zaio.
i=1,....k
1.3 Definizioa

Har dezagun oraingoan [x; ;,x;] azpitarteetako E-i puntu bana i=1,...k.
k

o) = Z Ax; f(&i) baturari Riemann-en batura esaten zaio.
i=1

1.4 Definizioa

f(x) funtzioa [a,b] tartean Riemann-en zentzuan integragarria da baldin I zenbaki bat

existitzen bada non [a,b] tartearen edeeein P_ = {x(()“), x(ln'),..., X in) } partiketaren segide-
n

L
trako lim § =0 izanik, etaedozein & e[ngll) ,xgn)] punturen hautapenetarako.

n—o n
kn

. . (n) (m) . . . 4 . .

lim o®)= lim Z Ax” (& )  limitea existitzen den eta I balio bait du.
n—yoco n—oo =) !

- _ @_ 0 _ _m i — o
r}l_gnm (S(Pn) =] Axi =X =X 1—-1,...,1(n n=1.2,.. 1izanik
b
Idazkeraz I = f(x) dx , a,b integrazio-mugak dira.
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Honek Riemann-en baturek [ limite finiturantz jotzen dutela esan nahi du

. m
tkeren &a <,

1

ara |

puntuen menpean £gon gabe, lim
n—oo

-

13 2 _ 11 N
am C‘p’l = dm —_— =1
] ! n—2% >

<1

P, part

0.b] tartea. £(x) jarraia denez integragarria da.

v

0

1
Y-t
i

{denak

. X .
nau seteizen daa.

haidintza

Ka
!
=~
Cen AT 15 RPN i regaery b o T S W2
Csa ditzagun Riemann-27 2amurek CP = A TS,
b ey — 1 -1
aukeraruko dimgu.
ped a
AN n N () ) n; .2
— R [ Ry [SAREYAS
CtP = LAx k) = L0 - % R
B e a0 o
X, ={1-1) Ax T ARy —_X<=—q— 7 1= laaX
* I

o i
: Ay 2 3N L2
c(P ) = L Ax ((1-DAX)” = AxT 2, f1-1)
i=1 =1
n .- ~ PN L DPIN
< - 2 L~ (m-baZm-D+1 m-badiia-o
21T =00+ - = — = .
. o) )
=1
) /o (n-DaZa-1) b In -In" -2
Clr = — | - = —— <
oa o/ 0 0 n.‘
1.3 3 42 3 3
. ) b> 2n" -3n"+n 2 b
Hm lim — = — = =

dinak
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ANALISIA 11 2. Gaia

b
b3
Hemendik x? dx = 5 dela ondoriozta daiteke. -
0
Baldintza beharrezkoa
Funtzio bat [a,b] tartean integragarria bada, bornaturik dago tartean.

Baldintza hau ez da nahikoa ondoko kontradibidez ikusiko dugun bezala.

1.6 Adibidea

Har ditzagun [0,1] tartea eta bere edozein partiketa P = {Xi}ki=0

f(x) = 1 x e Q funtzioa bormatua da

0 xe Q
k k
éi puntuak razionalak hartuz f(3)=1 eta o(P)= zL\.xif(ii) = z Ax;=1 baina

i=1 i=1
§, puntuak irrazionalak hartuz gero f(5)=0 eta o(P)=0 lortuko dugu. Hau da,
E—’i puntuen hautapenaren arabera batura desberdinak lorizen dira, beraz baturen limitea

ez da berbera izango, horrexegatik funtzio hau ez da Riemann-en zentzuan
integragarria.

2.2 BEHE- ETA GOI-BATURAK

Izan bitez f(x) [a,b] tartean definitutako funtzicaeta P = {xi}ik= o tartearen partiketa.

Har ditzagun m, = inf f(x) eta M.= sup f{x) L =[x, ;.x;] izanik

Xe Ii Xe Ii

2.7 Definizioa

k .
§(P) = 2 M, Ax; baturak goi-batura izena du.
i=1
- k .
S(P) = 2 m; Ax, baturak, aldiz, behe-batura izena du.
i=1

Batzutan U(P,f) eta L(P,f), hurrenez hurren, idazten dira.

17



ANALISIA I 2. Gaia

2.3 Propierareak

N

Q)

iy

(:¢) funtzio cornatua hada S(P) eta S(P) existitzen dira.

b)  Edozein P partikem et I, = Tx._,, x;] puntuen haurapenetrako

Kk

i
av]
I
:Z)

RN
IA
il
e
S

Baidin P ema ' wartearen o cartikera badira, non Op’ < dp den

\(“‘ .

To 7 P v
L. Lzoramnma
e 7 . = - - - - - . < p ~ -
() antgica (4.2 o rarein Riemann-2n zenituan .niegf'lgma 2a haldin 2ra soilik naldin
P
BT T DYV =7 = Firm I -Qrpr"'pv‘l -y
;Am B adldx [ Al caina Jd(lfl
N N N N
j—U '):J—")
g ~ a ant Nan \ no . " i
Ay - ~ n - - -
—ou da. TUntzio oar Riemann-en Zenizua ’I‘te“”‘a"mﬂ. Daca. Dene 2Ta Ioi-datureik 2w
- - . N . N
Riemann-2n camrak I obalicraniz Ckan Juee o LAKS‘: en luzerak L=TA0IZ JOLZen JUSHSUIL

funtzio bat Riemann-2n zentzuan integragarma izan dadint.

;;1[.3;7"&1 ren cxisientz! 3"':31&8[.':’( :

Xasu guzderan funtzica cornatua deia suposamko dugu

‘2.5 tarrean integragarria da certan

%) Z(x; monotcnca sada
b} 7(x; [a.5} :arean arraia bada integragarria da tertan

f{x) Tuntzicak 2renguneak xopuru finiman {(edo infitu zenbakdgarrian; oaditu integra-

Y
L =

garma da ere [a.0] mariean

d) i(x) integragarma Dada !Xy ere integragarria da

i
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ANALISIA II 2. Gaia

2.3 ADIERAZPEN GEOMETRIKOA

Behe-batura

Riemann-en batura

B e ——————
s

~
J

Goi-batura




ANALISIA II 2. Gaia

Zera esan daiteke beraz, y =f(x) kurbak eta x=a, x=b eta y=0 zuzenek mugatzen
duten eskualdearen azalera dela integrala

f(x) = 0 Vxe[ab] I>0
f(x) < 0 Vxe[ab] I<0
Y

b

f(x)dx = A1+A2+A3
+) ) (+

a

X Azalcra=iALi+‘.Af_,l+lA3l

2.4 INTEGRAL MUGATUAREN PROPIETATEAK
b b

a) Afx)dx =X { f(x) dx

ib : b b
b) (f;x) +,(x) dx = J f;(x) dx + [ f,(x) dx
b b
c) Vxel[ab] f(x)<g(x) bada [ f(x) dx SJ g(x) dx .

d) Izan bitez m= min f(x) eta M= max f(x) , I={[ab] izanik
xel xel

b

m (b-a) < J f(x) dx <M (b-a)

a
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ANALISIA 1II 2. Gaia

e) Batezbestekoaren teorema
f(x) funtzioa [a,b] tartean jarraia bada & <[a.b] existizen da
b -
non f(x) dx =f(&) (b-a) den
a
Frogapena:
Izan bitez m ema M f(x) funtzioaren minimo eta maximoa [a,b] tartean, aurreko
b b
i bili < ! fx)dx <M ! f(x)dx id bad
tat < — ; <M, U=-— > t
propietatea erabiliz m =) (x) i ) (%) 1dazten bada
a
m<u <M eta f(x)jarraia denez m eta M balioen arteko balio guztiak hartzen
ditu [a.b] tartean,beraz 3l e [ab]/f(€)=u edo
b b
f(¢) = a f(x)dx eta hemendik fx)dx =1£(C) (b-a) ¢ [a,b] izanik.
a a
19) f(x) etra g(x) funtzio integragarriak badira, (f(x) g'x)) ere integragarria da.
b c b
2) ¥V a,b.c a<c<b izanik fx)dx=1 f(x)dx+ | f(x)dx
a a C
a
h) fx)dx=0 definizioz
e 8
1) fx)dx= - f(x) dx
a b
Batezbestekoaren teorema ondoko teoremaren korolario bezala atera daiteke.
Barazbesteko balioaren 1. teorema (integral mugatuetarako).

_Jodezagun a) f(x) ea g(x) [a.b] tartean integragarriak direla

b) ¥ xe [ab] m<f(x)<M betetzen dela

¢y g(x) tuntzioa ez dela [a,b] tartean zeinuz aldatzen



ANALISIA I 2. aia

5 R

ue [mM] existrzen da non l fxiglx)dx =y | g(x)dx den.
}

o J‘
a 3

4.70 Korolarioa

gt

(
f(x) funtzica [a.b] rtean jarraia bada 2 =[a,b] axistitzen da non | f(xy 200 dx =
a

= f(& | gdx den.

[nregral mugarnierarao Satezbestexo balioaren 2. reorema.

Tzan bitez f(x) funtzio jarraia e@  g(X) funtzio monctono ‘arraiki diferentzingarmia

WD R -3
{ | é
fabj artean. < =[a.0] 2xisdmen da non 1, (0 gl dx =22 | g dx = oy b dx fen

a a :

2.5 GOIKO MUGA ALDAKORREKXO INTEGRAL MUGATUA

-

-
s

-
Izan bedi f(x) funtzio jarraia [a.b] tartean, . G dl integrala hartzen Jugi.
{

v

1
Integral hau x aldagaiaren funtzioa da e [(x) idarziko dugu 2t “unizio integral 2sango
~ X
1

I(x) = f(t) dt

(93
)
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L

ot

o

e

s

-

il

wl

L

ik



ANALISIA II

2. Gaia

Kalkulu integralaren oinarrizko teorema.

<X
f(x) funtzioa [a.b] tartean jarraia bada I(x) =

f(t) dt funtzio integrala jatorrizko
funtziotzat onartzen du.

Frogapena:

I(x)  f(x)-en jatorrizko funtzioa izan dadin
dezagun azken berdintza hau

'(x) = f(x) bete behar da. Egiazta

x+h X X+h
. Ix+h) -1y 1 .1 ,
I'X)=lim ————=1lim — f(oydt- | f(o)dt = lim — f(t) dt
h—0 h h—0 h h—0 h
a a ) X
batezbestekoaren teorema [X.x+h] tartean aplikatuz
AXAR

3¢ = [xx+h]/ f(ty dt = (&) (x+h-x)  beraz

o
= ym,

D‘l -

f&h=lim £&) = f(x)
h—0

* h—=0 =x+h—-x em =x+h>Z>x denez

AL
l

Teorema honek funtzio integralaren deribatua eta integrakizunaren arteko eriazioa
ematen digu.

Barrow-en jormula

Baldin F(x) funtzioa f(x) funtzioaren edozein jatorrizko funizio bat bada

f(x) dx = F(b) - F(a) beretzen da.

Frogapena:

.Badakigu I(x) f(x)-en jatorrizko funtzioa dela
beraz F(x) =I(x)+ K (0.1.3)
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b b

F(b) =I(b) +K = J f(t) dt + K = F(b) = J £(t) dt + F(a) =
a b

F@)=1d) +K= { f)dt+ K=K J f(t) dt = F(b) - F(a)

Barrow-en formularen aplikazioak.

Formula aplikatu baino lehen f(x) jarraia dela egiaztatu behar da

5.11 Adibidea

fx)=] 2x+1 xe[0,1] Kalkula dezagun
2
1 xe [1,2] f(x) dx A LB |
na
0 2
Formula aplikatuz F(x) = X +x x e [0,1]
2
Jf(x)dx=F(2)-F(0)=2-O=2 X x e [1,2]
0
baina irudiari begiratuz  A=1, B=1 eta C=1 dugu, beraz azalera 3 daetaez 2.
a) Aldagaiaren aldaketa
b

Izanbedi I= j f(x) dx, integral mugagabearen kalkulua x = @(t) dx = ¢'(t) dt,

a

f(x) = f(@(t)) aldaketaren bidez eginez gero, integrazio-mugak aldatu egingo dira ¢(x) =a,

¢@(B) = b badira integrazio-tarte berria [¢,] izango dugu, f(x), @(t) eta ¢'(t) jarraiak badira.
b B

.. beraz J f(x)dx =] f(p(t)) @'(t) dt

a o

24
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ANALISIA II 2. Gaia

berdintza honekin ez dugu aldaketa desegin behar..
b) Zatikako integrazioa
u(x), v(x), u'(x) eta v'(x) [a,b] tartean jarraiak direla supbsatuz
b b b

£ dx = | u(x) dvx) = [u v - | v(x) dux) =

b b
= [ u(x) v'(x) dx = [u(x) v(x)]: - J v(x) u'(x) dx

c¢) Barrow-ren formularen hedapena

Lehen mailako etenguneak kopuru finituan dituen funtzio bat hartuko dugu (kopurua
infinitu zenbakigarria denean ere balio du). Jo dezagun f(x) [a,b] tartean definitutako
funtzioak ¢ = (a,b) punman etengune bat duela, bornatua izanik

b c-€ C+E b
J f(x)dx = f(x) dx + f(x) dx + f(x) dx

C-€ C+E

b Cc-£ C+E b

I= J f(x) dx = lim f(x) dx + im f(x) dx + lim f(x) dx
g —0 £ =0 €0

a a c-€ c+g
~C+E C+E C+E
f(x)dx| < If(x)ldx < Kdx=2Ke non K 1{(x)l-en
c-€ C-E c-&
bornea bait da lim 2Ke=0 denez zera atera dezakegu:
£ -0

I= lim (F(c-e)-Fa)) + lim (F(b)-F(c+e)) = F(b)- Fla) + F(¢) - Fc")
“hau da I=(F(b)-F@))-(Fch)-Fc))

F(c*) = F(c") denean Barrow-en formula izango dugu.
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Deskonposaketa bera egingo da etengune gehiago izanez gero.
Aurreko adibidea berriro eginez:

I=(FQ2)-F0)-(FUH-F1))=Q2-0)-(1-2)=2+1=3

INTEGRAL MUGATUAREN APLIKAZIOAK

A) Kurba-arku baten luzera

- Koordenatu cartesiarretan

!
}
!
1
'
§
'
!
1

|
|
!
i
|
|
|
¢
i
!
!
'
I
1

boow o e

Xg=a X %2 X3 Xi1 X G=0

AB arkuaren luzera kalkulatu nahi da arkuaren gaineko A, My, Ma,..., M, ’
B puntuak hartzen dira, haien abzisak a, Xy, Xs, ..., X1, D izanik. Izan bedi

AS;  M; M, zuzenkiaren

1

n
luzera lerro poligonal osoaren luzera S, = Z AS; da
i=1
max AS; — 0 denean S, — L = arkuaren luzera izango dugu.

n
hau da lim Z AS; =L . Limite honetan ordezkatuko ditugu

max AS ;=0 -

[ 2
Ay,
AS; = /Axiz+Ay% = Ax 1+(———1] , Lagrange-ren teorema erabiliz
Ax,

Ay 8
ZY: =f(¢) x.,<&<x; izanik honelatanba, AS;=Ax, /1 +f(@E)”

26
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ANALISIA II 2. Gaia

b

n
ewhemendik L= Gm Y, [/1+f@E) Axi=J,/1+f(x)2dx

max AS ;-0 =]

a

- Ekuazio parametrikoetan

X =) a<t<P funtzioak jarraiak eta deribatu jarraidunak

v =y(1) a=0(o),b=0b) | diraeta @'(t)=0 [a.b] tartean izanik.

o L I = (n'(1)
FROERTE & add gy dx =@ &

B
PPN (

t 5 2
1 +' e )) o'(Hdt= 1 oW+ w(nT de

0@

R

o
B
Espazioan L =J \/(p'(t)z + \u'(t)2 + x’(t;z dt
[0
- Koordenatu polarretan
%2
x=pcosB =f(B)cosb | L= ﬂ'(@) cosB - f(8) sine)?' + (f'(8) sinb + £(6) cose)2 de =
J :
r'e2
y=psin =f(6)sind | = JE©72+18) do
Jel
p=1£(8) non as= f(Bl) cos 91 eta b=f(® 2) cos 6 5 diren

27



ANALISIA 1I 2. Gaia

B) Kurben azpiko azaleren kalkulua

- Koordenatu cartesiarretan

* fx)>0 Vxel[ab] A= fix) dx f(x) funtzioa [a.b] tar-

fx)<0 Vxe[ab] A=- f(x) dx tean zeinuz aldarzen bada

kopuru finitu aldiz, integrala azpitartestako integralen baturan deskonposa daiteke,
f(x) < 0 deneko kasuetan A =-1 dela konwtan hartuz

* Bi kurbek mugatutako azaleren kalkulua

v=1{{x) ea y=1(x) kurbak (e, etz (b.z») . edo puntu gehiagoran elkar

ebakitzen badute eta {;(x; 2 H,(x) [a.b

tarrean
D /"b b
|
A=) (x-Hx)ydx = | {(x)dx- f,(x) dx
| 2
a '/a a
- Ekuazio parametrikoetan
b b ~B

x=01 dx=¢(1)dt A=) f)dx=| yvdx=| w(t)@O(t)dt

y=yt) o) =2 ¢P)=b

28
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ANALISIA 11 2. Gaia

- Sektore kurbatu baten azalera koordenatu polarretan

fly =p ,|le, B] tartearen partiketa bat

fB)=py oa=(90<61 <..<8_ =B,
hartuz eta erradio-bektoreek eratutako ange-

luak A6i=9i-6i_l 1=1,..,n izanik.

Bedi 5i éi € [0, ,,6,] edozein angeluri dagokion luzera, hots f(é.i) = 51
Har dezagun 51 erradioa eta Aei angelu zentrala dituen A; sektore zirkularra, bere
2

1
azalera AA;=- P, AB, da

Hau Vi egiten bada eta azaleren batura kalkulatu

NgE

1w« 2 1 ¢
AA == D, 7. AB. == D f(B)° A6,
-1 - 24 0 b 294 !

-
I

limitea max Aei — 0 denean hartuz integrala, hots azalera, lortuko dugu:

B B
1

2 2
A== | p dd = | £(8)do

v

29



ANALISIA 1I 2. Gaia

C) Bolumenen kalkulua

- Biraketa-gorputz baten bolumena

f(x)

=
N
&

OX ardatzarekiko biraketa eginez sortutako gorputzaren bolumena kalkulatu nahi da
y =1{(x) kurba biratuz y; = f(E_.l) puntuak zirkunferentzia bat deskribatzen du, zirkunreren-
tzia horrek mugatutako zirkuluaren azalera A; =7 yf edo A; =17 f('c-i): da. [a,b] tartea
partiketa bat hartuz, a = Xp, Xy,..., X; = b, e i € (X, {» X;] aukeratuz, Ax; altuera et
f(E_i) erradioa dimuzten zilindroak eraikitzen ditugu. Zilindro hauen bolumena

B ~ .
V= (&)~ Ax; da, guzden bolumena

Vv, = z THE) A berdintza honetan limitea hartuz

V= lim V= | £(0dx

Ni—yco

- Sekzio paraleloen azaleren funtzioan gorputzen bolumenaren kaikulua

30
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ANALISIA 1I 2. Gaia

Sekzio paraleloen azalera A(x) funtzio jarraiaren bidez adierazten badugu, [a,b]
tartearen a = X, X{,... X, = b partiketa bat hartuz eta <’;i € [x;.1-X;] aukeratuz zilindro batzu

osatzen ditugu zeinen bolumenak V; = A(E_i) Axi. diren, bolumenen batura

b
n
vV, = Z A(ii) Ax; etabolumenosoa V= | A(x)dx
i=1
a
D) Gorputz ez-laun baten azalera
- Biraketa-gorputz baten azalera

Yi
Yial

/

v = f(x) kurbaren biraketak sortutako azalera

M, M kordak biratzean A=n(y,+y,)As, azalerako

3

= ax, f1+6°E)

3 =
kono-enbor bat sortzen du. As; =/ Ax; + Ay,

§ e [xpx]  lzankk = A=mly,+y.) Ax

n n
A = 21 Ty A% 1 G = 2 ) + ) J1+ 1) ax =
1= 1=1

b

= A= lim A=27n]|fxJ/1+f(0" dx

Ax i—)()

n—oo

31
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ANALISIA II 3. Gaia

3. GAIA
INTEGRAL ANIZKOITZAK

3.1 KOORDENATU-SISTEMAK

Bai planoan bai espazioan, erabiliko ditugun espazioak alegia, puntuak zenbait eratan
adieraz daitezke. Planoan esaterako, puntuak koordenatu cartesiar eta koordenatu polarren

bidez adieraziko ditugu; espazioan, ordea, koordenatu cartesiar, zilindriko eta esferikoen
bidez.

3.1-1 Planoa

Y
y Pl=(x,y) - Koordenatu cartesiarrak
1
; OX eta OY zuzen elkartzutak
1
: ardatzak hartuz, planoko P edo-
1
0 < X zein puntuk ardatz hauekiko bi
koordenatu izango ditu. X et
y alegia: koordenatu hauek kal-

kulatzeko OX eta OY zuzenekiko paraleloak marrazten dira (begira irudiari) P puntutik.

- Koordenatu polarrak

Kasu honetan OX zuzena finkatzen da eta bertan O puntua

P=(r,0) P eta O puntuak zuzenki batez lotzen

T ditugu. Zuzenki honen luzera r bada

0 eta zuzenkiak eta OX zuzenak osatzen

0 0% duten angelua 6 bada, P puntuaren

koordenatuak (r,0) direla esan dezakegu, koordenatu hauek polarrak dira.

Bi koordenatu-sistema hauen arteko erlazioa ikusteko irudiak bildu egingo dirugu:
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Y.
R P
1
1
1
1
T 1
C
0 X X

Auzi hau integraletan aldagai-aldaketa bezala interpreta daiteke hau

_}lD f(x.y) ds integraia kalkulatu nahi badugu koordenatu polarretan, goian dirugun

berdintzak erabili beharko ditugu.

3. Gaia

(x,y) e (r, 9) koordenatuen arteko

erlazioa irudian agerian dago

X =TCO0S 8§

Aldagai-aldaketa honi dagokion jacobiarra ondokoa izanik:

- dxX ox 8 18
R =1{ cos9 - rsin
I 36
dv 0V .
_— sind - rcos?H
T 58

- -

Beraz JD f(x,y) ds = JD' g(r.9) rds'

3.1-2 Espazioa

- Xoordenatu cartesiarrak

=rcos 9 -rsin” 8§ =r

Espazioan hiru zuzen elkarrekiko elkartzut haruko ditugu. OX. OY era OZ alegia.
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ANALISIA IT 3. Gaia

Espazioko puntu guztiek hiru zp,
\

A

ardatz hauekiko hiru koorde- RS P=(x,y,2)
natu dituzte, (x.y,z) alegia.

Koordenatu hauek P puntu-

. U Py
tik ardarzekiko hiru elkartzut O Y
i
marraztuz lortzen dira (begira } ________ e
irudiari). X
- Koordenaru zilindrikoak
Koordenatu cartesiarrak planoko P puntuaren (x,y) koordenatu cartesiarrel z

koordenatua erantsiz lortzen dira. Planoko koordenatuak cartesiarrak izan beharrean polarrak
badira, z koordenatua erantsiz koordenatu zilindrikoak iortzen dira. Puntuaren xoordena-

tuak. beraz. (r.8,z) dira.

Koordenatw cartesiar eta ziiin-

N
T

drikoen arteko eriazioa dila- RO 9.7)
izeko planoan cartesiar eta po-

larren arreicoa konrtutan hartu

N

tehar da: z2riazioa ondorengo

berdintzez derinirzen da:

X = rcos9 Berriro interpretatuko dugu integraletan
v = r35in 9 aldagai-aldaketa honi dagokion jacobiarra

|
S

beste hau delarik:

0
|

(9]
(V11



ANALISIA I

Kasu honetan J.D

-Koordenatu esferikoak

Koordenatu hauek definitzeko P 2ta C puntuen arteko 0 distantzia hartzen da xonturan,

oaita PC zuzenkiak CX'Y pianocareiiko osatzen duen o angeiua 2ta 20 zuzenkiaren OXV

cos B

sin 8

flxy,z)ds = JD (¢

3. Gaia

-rsin B 0 =r
rcos 9 0
0 1

olanoko proiekzioak OX ardatzarekiko osatzen duen 9 angeiua ere. 2au da p.9.o)

palioak.

Koordenatu cartesiar 2ta esreri-
kcen arteko 2riazica bilamko
Jdugu orain.

z Qdituera ° sin®  adieraz-
Jen TigonomeTikoaz lortzen da.
CP zuzenkiaren oroiekzioa aidiz
DSOS dugu. deraz 3 <oorde-

natua P cos D Cos P 2

D cos 3 Cos D

D sin 9 cos D

it

Z = 9sino® dugu

c0s 3 Cos D

-
‘-IA_'i
;510 J cOs D

i
} sin D
1
i

v xoordenarua

-0 sin 9 ¢cos ©

D cos Jcos D

0

~

~ P={(p.3.0"
p//i
J
ani
‘\f )
ANY 4
M

pcos ©sind  izango dirugu. hots

T eriazio nau integraleran aldagai-aldakera

pezaia interpretatzeiko jacobiarra kalkulamuko

-pcosIsing 1=
-psin 9sin @

p cos @

-

-

-

-

-

"l

ey
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- o) ) .N s) . 2 ..n .
= pcos @ [p cos~ 9 cos“ 9 + O sin-H cos= @] +sin ¢ [ p~ sin- 6 sin @ cos @ +
o) o) . o) 2 2 .09 2
+ P~ cos= 9 sin @ cos ®] = P~ cos” O + 97 SN~ G Cos @ = P~ COS P

»

JD f(x,y,z) ds = JD. g(p,8.0) p2 cos @ ds'

3.2 INTEGRAL ANIZXOITZAK

3.2-1 Riemann-en integral anizkoitzaren definizioa

Izanbedi f: R®™ — R funtzio bornata

2-1.1 Definizioa

{zan bitez, Aoy R muitzoaren n tarte (bornatuak 2do ez, irekiak. itxiak =do

erdiltxiak izan daitezkeeiarik). A = AjX....xA, erako muitzoei n dimentsioko tarte ssaten

zaie non (Xq,nXp) € A<=>x; 2 A, i=i..,n baitda.
A irekua (iaa) da baldin 71 A; irekiak (itxiak) badira.
2-1.2 Dejinizioa

Izan bedi A R" muitzoaren :arte Tinkoa. Baldin P, A, tartearen dartikera bat bada
(XP5x....xP_  biderkadurari A-ren partiketa esaten zaio. P hau aziken fineun
m=m My,"... M, n-dimentsioko tarteen bildura besterik ez da. beraz

idatziko dugu.

L\,=11thqix.....xI,1j izango da 7k=1,..m Wil = ALy ALy-.AL, derinitzen
dugu non AL, I, tartearen luzera bair da. W(l,) zenbakiari I, n-dimentsioko tariearen
neurria esango diogu.

Kasu partkulartzar har dirzakega R~ ema R-~, havetan

Il

I = Ijpxdy era Wy =AlL, AL, [, tartearen azaiera da

L = I}h Xn; (m eta W) = Al AL AL i I, tartearen boiumena

(#3]
~3



ANALISIA O 3. Gaia

2-14 Definizioa

wl,) balioari P partketaren diametro esango diogu

2-1.5 Definizioa

1 1

. . ' < k X\
Har dezagun I, tarreetadk puntu bana g = (ty,0s,....L), k=1,....m
m
N NP0 < L 0
c® =2 f(t,5,....tpud, baturari Riemann-en bamra deituko diogu.
k=1
2-1.59 Definizioa
£(Xq,%n,....X;) funtzioa A tartean Riemann-en Zentzuan integragarria da. £ = R(AS
idarziz, I zenbaki bat existtzen dada non
7e>0 Z 2. A-ren paruiketa 7 2 L2, (P L WP.Y) S(PY- I <= Dhairda
I
edo im oPY =1L Idazkeraz [=| X XX ) A0 X )
4(PY—0 i
“A

——
ey

R~ muitzoan

I

0]

cao

(" vyds 2t

| f(xey) dx dy

2ra R° multzoan f.l_
e

jil . .
P v. oy av
ve ) .

3.2-2 Behe- zta goi-saturak

Izan bitez A n-dimentsioko -artean deriniturike

partiketa bat. 2 = {Iy,....

Is —
m f) =
U

3]

[

.7 Definizioa

wl
J
il

S

M, \ﬁ Wl

m, D udy

UPD et

. dar ditzagun

.

b G P

..... ., ozl Mo o= osup
X N
barurart 2oi-oatura dicgu.
darurari. yraed. hene-vatura.

L.BP.O idazten dira.

Lo
SC

(.

,Zydx dv dz

dv = dx.dv.dz  zanik.
“untzioa =12 2 A-ren
Ve ) = _...m

-

L

wa

o

-

-

-

L

et

-



ANALISIA IT 3. Gaia

2-2.8 Propierateak

a) f(xy,....x;) funtzioa A tartean bornatua bada S(P) eta S(P) existituko dira

b) Edozein P partketa eta (t?,[éti) € I, puntuen hautapenetarako
S(P) < o(P) < S(P)

c) Baldin P et P' A-ren bi partiketa badira non W(P) 2 u(P') den

SPY<S(P) e SP)<S(P)

d) Py, P, edozein bi partikera izanik S(P;) £S(P-)

2-2.9 Teorema

f(x1,:(rs,...-f(.l) funtzioa A n-dimentsioko tartean Riemann-en zenizuan intecracarmia

[SSNSRas

da baldin ea soilik baldin:

im S = lm S(P) = I= | (XX ) d(X k)
wPY—0 wP)—0

Hau da. behe eta goi-baturek Riemann-en integralaren I baliorantz jorzen badute
partiketaren diamewoak (-rantz jotzen duenean.

Integralaren exasrenizi erizpideak
f(xy,....x;) funtzioak nahiranahiez bornatua izan behar du A tartean.
a) f(xy,-...x) A tartean jarraia bada integragarria izango da

b) £(xy,....x) funtzioak etenguneak kopuru finituan, 2do infinitu zenbakigarrian
badiru integragarria izango da.
¢) f(Xy,....x;) A n-dimentsioko tartearen barruan dagoen 0 neurriko muitzo batean
tena bada integragarria izango da.
8l . . - (X} v . e
- A © R~ bada. neurria azalera dela esan dugu. beraz 0 neurriko muitzoak )
azalerako multzoak dira. kurbak eta puntuen multzoak. Kasu honetan xurbee:
Jordan-en kurba izateko baidintza ere ezarriko diegu. hau da, kurba irxi Sakuna
izan behar dute.
- A C R7 bada. neurria bolumena dugu era 0 neurriko multzoak.
boiumenekoak alegia, gainazal, kurbak =t puntuak ditugu.

(¥
=



ANALISIA I 3. Gaia

L
3.2-3 Adierazpen geomeirikoa ‘
R2 eta R> multzoen kasuak bakarrik aiparuko ditrugu hemen. -
,.., \ + ¥
l :‘,\-. 5 Hxy) o
! ] .
L
-
&b
> _
-
- N " N R ' . ~ ’:' 1{ ‘TN e
(x.y)20 7(xy)<€ A dada (1, Wl Dbiderkadurak oinarriaren azalera
Wl e umara z=1t,:n;  dien orisma daten bolumena 2dierazeen du. Cauza berz
oA P +
gertatzenda Mo f) w(t,) 20 mf) Wl olderkaqurareiin 301 21 oehe-damreran, asu -
ANV UUN AT A ~
hauetan aituerak M. (f) eta m© izank
-
Limiteak xaikuiatzerakoan. 'W(PY — O denean. integraiaeta z = £(X.y) gainazalak.
z={ planoak 2ta sorntzailetzar A :artearen muga-xurpa duen et OZ ardatzarekiko paraieioa
den gainazai zilindrikoak ‘gure Xasuan prisma) mugatzen duren zorpurzaren dolumena dat -
datoz.
f(x.y)<J denean I=-Y . ¥ iurreko boiumena izanik
{(x.7) funizioa A rartean zeinuz aidarzen bada. artea izpitartetan danatzen da
zZenetan runtzioa tositicoa edo negatiboa. daina ez biak datera. dait da. '
R- muitzoan tesie inercrezio eman diezziokegu 1ntezrm:1n '( 7.2y funtziocak
=)
_LL(‘I.C) ooiumenari dagokion denrsitates adierazren du. Jeraz. -(t.,.a.m y Wil Ddiderka-
N -
durak (I, ; boiumenaren masa zaieraziko du 2 integraiak A 3-dimenrtsioko fartearen
masa . . .
P - o i . . .
(7,03 =1 deneun .J.‘,: x7oydv = jli, dv = 7 holumena lortzen do. -
u«»ﬂﬂ:
-
ﬁw?
.t
10
El .‘x
I“‘
o



ANALISIA I 3. Gaia

-

3.2-4 Integral anizkoitzen propietateak

a) Linealtasuna
A 8 f(Xp5e-00Xp) + 1 8(Xp5enXp)) d(xp,e-nXy) = A J’& f(Xq5eenXp) d(xq,....x,) +

+ 1 _[A g(Xq5--Xp) d(Xy,e0 %)
b)Baldin A=A;UA, eta A|NA,=0 bada

J‘A f(xly--’xn) d(xly--:xn) = JA]. f(xlr-’xn) d(xlr'vxn) + IAZ f(x]_’"’xn) d(xlv"axn)

c) V(xl,...,xn) € A f(xX{5e0Xy) < 8(X 150X p) bada

J-A f(xp5ee0%p) d(XqseenXy) < IA g(X 15X p) d(xl,...,xn)

&) V(xpX)€ A m< f(xp,0x,) S M bada

mp @A) < | o F% k) d(xp,Xy) € M (A

e) Batezbestekoaren teorema

f(x4,....x,) funtzioa A tartean jarraia bada (&1,...,§n) € A existitzen da non
I= jA f(xpeeXy) A(XpyeenXy) = f(él,...,én) W(A)  bait da.
Frogapena:
f(xl,...,xn) jarraia denez A tartean minimo eta maximoa lortuko ditu, hau da.
V(xl,...,xn) €A m< f(xl,...,xn) < M, aurreko propietatea erabiliz

I
mUA)<ISMuA) = m< (—) <M  f{(x,,....x)) jarraia denez
LA
I

3 Epb)e Al fE,LE) = Y

I= IA f(Xp5eeXy) d(XpoeeXy) = f(ﬁl,..f,n) L(A)

B V(xpky) € A 1f(xpnxy) | <M bada |] A Fx 1) dixpexy) < Ma)
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ANALISIA IT 3. Gaia

3.2-5 Integral anizkoitzen integral berrituen bidezko kalkulua

Berriro R? eta R3 multzoetara, inportanteenak alegla murriztuko gara. Idazkera

ere multzo hauetara moldatuko dugu.

-RR?2 multzoan

f(x,y) A tartean jarraia suposatuko dugu, A =[a,b]x[c,d] f(x,y) jarraia denez
A f(x,y) d(x,y) existituko da.

Har dezagun ondoko partiketa:
P=1] a=xy<x,<..<Xx,

C=Y¥y<¥1

Yir--1°"""

Yo7 "1 """

i

1

1

1
.
! 1
! )
i

. -X.

i-1 i ID

x-—-—:—— be - -

'
a

<=> u(Iij) —-0<=>Ax;.Ay; = 0

<<y <yp=d

<xn=b Ax,=x;-%x,;, 1i=1L..n

beraz mxn laukizuzen izango dugu,
zeinen azalera qu) = Ax, . ij
i=1,..,n eta j=1,.,m baitda.

o®=3 ft) B (G e

i=l j=1
Kalkula dezagun orain lirn0 o (P)
P)—

p(P) — 0 <=>max u(J; ) — 0 <=>
i.j

azkenekoak erabiliko ditugu.

I= lim O@) = lm o@ = lm, (sz(tl,t)Ax Av)

u(P)—0 Ax;
A}’J—)O

n / m
2 lim X ax | 2 6y Av]
Ax =1 \J”‘
AVJ—-)O
; .
- n
D im | X ax || fay)dy
Ax; 0| =1

C

(I T {

2 lim v(t)Ax(S)J o(x) dx

Ax;j—0 =

=1 j=1

AyJ —0

n m
@ . .
- Jggo[é Qim0 o) -

VJ—>

b

Ay; =Y - Vi j=1,...m

i

ol

)
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©
= fix,y) dy |dx

a Cc

(1)eta(2) Ax; ezdagoelako j-ren menpean

(3), (5) integral mugatuaren definizioa ((3)-an t;-ren menpean dago)
d

@), (6) g(ki>=J ft,y)dy  izanik

* Lehenengo pausuan Ax; banandu beharrean Ay; bananduz gero beste integral hau,
d/ .b

J [ f(x,y) dx |dy, lortuko genuke
[ a
-R? multzoan
f(x,y,z) A tartean jarraiada, A ={[a.b] x [c,d] x [e,f]

Kasu honetan eta garapen bera eginez zera lortzen da
b .d .f

I= [ f(x,y,2) d(x.y,z) = J J J f(x,y,z) dz dy dx
A

a ¢ ¢ .
Hemen aztertu ditugun eremuak 2 eta 3-dimentsioko tarteak izan dira. Definizio-
-eremua tartea ez denean emaitza berbera lortzen da ondorengo urratsak jarraituz:

- Definizio-eremua eremu erregularretan zatitu egin behar da.
Eremu bat erregularra da baldin ardatz bakoitzarekiko zuzen paralelo bat eremuko
puntu batetik pasatzen bada eta eremuaren muga bi puntutik bakarrik zeharkatzen badu.
y

Hau gertatzen denean eremuaren d

muga bi funtzioren bidez adieraz daiteke

bi eratan
y=@x) ,y =9, xe[ab] edo

x=y ¥, x= g yeled
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Honek x eta y aldagaien mugak ondoko hauek direla esan nahi du

as<x<b P;(x) Sy S, (x) edo

csys=d W, (y) Sxya(y)
Hiru edo aldagai gehiagorekin gauza bera gertatzen da, hots, eremuaren muga aldagai
bat besteen funtzioan idatziz adieraz daitekeela X5 =9, (Xq:ees™,0Xy) e

X; = @5(X{,....NeoX,)  esaterako. Bi funtzio hauek n-1 dimentsioko muga amankomunean

dute, muga hau ere erregularra da eta berriro bi funtzioren bidez adieraz daiteke. Prozesu
honi jarraituz aidagaien aldakuntza-tarteak lortuko dirugu

Xn € [('Dl(Xl""’Xﬂ-l)7(p2(xl""’xﬂ-l)]

X1 € [1;11(':(1,...,xn_2),‘412(x1,,..,xn_z)]
X3 € [D(xy: X9),02(xy, )]

x; € [a.b]

- Eremu erregular bakoitza A n-dimentsioko tartean sartzen da
- A tartean f*(,0x ) = | (X0 ) (XpeX )€ B funtzioa
0 (Xy5eeeX n) z B

definitzen da 2ta bertan bere integrala kalkulatzen da:
. b .d b
M || @ (3)

I= (x.y)ds = J f*(x,y)ds = Pxy)dydx = g(x) dx

} fi
JB A a ¢ a
(1) 0 bakarrk sartu dugu A-B zatan
(2) A tartea delako A =[a,b] x [c.d]

d

(3) gx)=| f*xy)dy integralhau x-en menpean dagoelako

Q
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ANALISTIA I 3. Gaia

d ¥1

gx)=| P*ly)dy= f*(x\y) dy +

[ 5]
[o%

+ f*(xLy) dy + f*(x,y)dy (x'finkoa da)

Y1 Y2

veleyd = X\y)e B = f*x\y)=0 =

ve [y,d = x\y)e B = f*x,y)=0 a X' b
y2 9,(x)

= gx)= f*(x\y) dy = f(xy) dy Y=0x) em y,=0,(<) izanik,
71 0 (x)
b

Beraz azken berdintzahau I= J g(x) dx berdintzan ordezkatuz

a
b AP(x)

I= f(x,y) dy dx

a ‘Pl(x)

Hiru aldagaiarekin prozesu berbera egin behar da:

b .d .f

I= f(x,y,z) dv = f*(x,y,z) dv = J f*(x,y,z) dzdy dx =
B

b ~P2(X) [ z9(xy)

= 1(x,y,2) dz dy dx

2 Yo (x) z1(xy)



ANALISIA T

2-5.10 Adibidea

Determina ditzagun ondoko eremuen mugak

-B={y=0,y=1 -x2) eremu erregularra da
0<y<l eta /1y <x<(/ 1y edo
1<x<1 0<sysl-x°

<y<l-x
f(x,y) dx |dy edo

. 1 1-v
I=
0

eta
RV ERY \ x=-\/1-}/\=+‘1'y
ol N

1

3. Gaia

1 ( ~1-x
I= [ f(x,y) dy |dx

-1 0
[XZ y'.’. Z: ][
‘B=1—2+—2=—3 Z=CJ\
as b ¢

46
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ANALISIA IT 3. Gaia

3.3 ALDAGAI-ALDAKETA INTEGRAL ANIZKOITZETAN

R? eta R3 kasuak bakarrik aipatuko ditugu, RZ -koa bakarrik garatuz.

Integral bikoitzak kalkulatzean zuzenean kalkulatzea zaila izatea gerta daiteke; arazo
hau aldagai-aldaketen bidez konpon daitekeelakoan aldaketa hau nola egin behar den
aztertuko dugu.

J. J- B f(x,y) ds integrala kalkulatu nahi da, non f(x,y) funtzioa C kurba batek
mugatutako erému itxian jarraia bait da eta

x=@(u,v) aldagai-aldaketa egin nahi dugu ¢ eta W funtzioak B' eremuan
y =y(u,v) uniformeak, jarraiak eta deribatu partzial jarraidunak izanik.

B' eremua B eremutik aipatutako aldaketaren bidez lortzen da
P =(x,y) <->(u,v) =P, C kurba aldaketaren bidez C' kurba itxi bihurtzen da

v v
B ,C
7 / v+Av
T 7
S —
u= u+Au
0 X 0 U

B eta B' eremuek ez dute forma bera izan behar.

Har dezagun partiketa bana B eta B' eremuetan. B' eremuan u =kte zuzenar B

eremuan {x = @(u,v), y =y(u,v)} kurba dagokio baita v =kte zuzenari ere beste kurba
bat dagokio.

B' eremuan hartutako laukizuzenen partiketa bat B eremuan kurbez osatutako
karratula bihurtuko da.

Kontsidera dezagun OUV planoan laukizuzen baten As' = Au.Av azalera, honi
OXY planoan dagokion As azalera orokorrean desberdina da. Batura integralean As' eta
As azaltzen direnez bion arteko erlazioa ezagutu beharko dugu.

z = f(x,y) = f(o(u,v),y(u,v)) = f*(u,v) , beti H B f(x,y) ds = J ,[ , f*(u,v) ds' izango dugu
integrazio-aldagaiak mutuak direlako.
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As azalera kalkulatzeko A, A,, Az, Ay erpinetatik abiatuko gara

AE(xy)) L X =0y) A,=(X4,Y5) | Xy = @(u+Au, v))
¥, =Wv(u,v) vy = Y(u+Au,v)
A=(x3,¥3)| %5 = o(urdu,v+Ay) 5 A= YY) | X =0 (UyHAy)

¥5 = W(ut+Au, v+Av) V4 =V (u,v+Av)

AAg, Ay Ay, AgAy, AyA|  kurba-arkuak zuzen paraleloez hurbilduko ditugu eta
funtzioen gehikuntzak hauen diferentzialez ordezkatuko, ordena handiagoko infinitesimoak
mezpretxatuz (1. ordenakoak gordez).

( BcpA . 8@_\ BwA } awA
X, =0(,Y) 5 X, = (V) + =— Au; X2 = 0(u,v) + =— Au+ = Av; |x, = 0(uV) + =— v
1 =) 1% =6 )*du F R =0+ Ay ov s= ov

-

ow RV} Jv Jw

=y(u,v) 5 =Y(U,V) + = ¢ L =W(LY) + == Au+ = =y(u,v) A /
v, =W(u,v) y_. w(u,v)-rduAu Vs \U(u,v)-rauAu dvAv v, \v(u,v)rw.\v

> >
As azalera kalkulatzeko kontsidera ditzagun  A;A, eta A, Ay bektoreak eta bion

arteko biderkadura bektoriala

i ] k
\4! N R 00 oV
Z—(xﬁxl,y,yl) TA —a—— =a aAbl= _QEAu “F’Au 0=
s X0 oV
AVA; = (X5%5,Y3-Y5) = ( ) e Av 5 Av 0
o9 JVY o9 oYy do vy
lE—AUTAV TAVT = E-E-S-V_-W-a;- Au.Av =
@ 90 - :
=1 5 Au .Av = | J ] As' non |J | jacobiarraren balio
oV 9
% —3%1 absolutua bait da
beraz As =1J1As' , berdintza hau batura integralean ordezkatuz
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ANALISIA I 3. Gaia

o(P) =2 f(x,y) As =2 f*(u,v) | J1 As' eta partiketaren diametroa O-rantz joeraziz As, As'— 0
B B’

I= “B f(x,y)ds = ”B f*(u,v) 1T 1ds'

a(Q,y)

Batzutan gehiago zehazteko asmoz 1] 1= lm idazten da.

Integral hirukoitzekin prozesu berbera erabiltzen da, hipotesi berberen menpean.

X = 0(u,v,w) aldaketa bada , ¢,y,® funtzioak B' eremuan
y = w(u,v,w) uniformeak, jarraiak eta deribatu partzial jarraidunak
z = Q(u,v,w) izanik

I= 'U'[B f(x,y,z) dx dy dz = J.J’J‘B f*(u,v,w) | J I du dv dw

fx(u,v,w) = f((p(u,v,w),\;f(u,v,w),(I)(u,v,w))’ izanik

o(p.y, @) 00 ¢ 00 _
eta [JI = m = FEE‘W delarik
A A
Ou ov ow
0P 00 0D
ou ov ow

Gaiaren hasieran, koordenatu-sistemak aztertzean, berauek aldagai-aldaketa bezala
onar zitezkeela esan genuen, bide batez zegozkien jacobiarrak kalkulatu genituen. Orain bi
aldagai-aldaketa gehiago aipatuko dugu, koordenatu polar orokortu eta esferiko orokortuei
dagozkienak hain zuzen ere.

(A) Koordenatu polar orokortuak

X=arcos ¢ ekuazioen bidez adieraz daitezkeenak dira, a,b=kte.
brsin o J— dx dx in ¢ b 2 0 +
y=brsin = — | =| acos¢ -arsing [=abrcos
I 3
dy o
-53-1—-}: bsing -arcos@ abrsinch=abr
T 9
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beraz 1J!=labrl eta ds=labrlds

re [0,0) eta o€ [0,2n] aldakuntza-tarteak dira

(B) Koordenatu esferiko orokortuak

x=arcos 8 cos @ ekuazioen bidez adierazten dira a,b,c=kte.

v=Dbrsin 8 cos @ eta dagokion jacobiarra:

z=CTSsin

J=lacos 6 coso -arsin g cos -arcos § sing =abcr? cos @
bsin 6 cos @ brcosf cosg -brsin § sino
csin © 0 crcos®

eta 1J1 = labcrecos ol e dv =labc 2 cos @ | dv'

re [0,00) 0= [0, 2x] 0= {0,7] eremua da.

Bukatzeko adibide batzu egingo dugu:
3.11 Adibidea

X - “ 9
Kalkula dezagun =~ — + =1 elipsoideak mugatzen duen bolumena

Aldagai-aldaketarik egokiena koordenatu

esteriko orokortuetara pasatzen dena da

2

y=brsin® cos@| jacobiarrada

Zz=Ccrsin® a,b,c>o0

i
| A
IA
-6
IN

3. Gaia

x=arcosf cosgo | IJi=labcr cos Ol

L2

o

-

-l

s



ANALISIA II 3. Gaia

1 21 .72 1

V= abcr’ cos d @dOdr=2mabe | ©(sing I )dr=

o

¢ 0 “gxp2
1
3
2 g 4
=27tach 2r°dr = V=47cabc(—l )=? abc

0
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ANALISIA IT : 4. Gaia

4. GAIA
INTEGRAL INPROPIOAK ETA PARAMETRO BATEN
MENPEKO INTEGRALAK

4.1 INTEGRAL INPROPIOAK

Tarte batetan definituriko funtzio bornegabea edo tarte infinitu batetan definituriko
funtzioa badugu, ez dago Riemann-en zentzuan haren integragarritasunaz mintzatzerik. Izan
ere, integrala funtzio bornatuetarako eta tarte finituetarako definitu genuen.

Bi kasu hauetan integral kontzeptua hedatuko dugu limiteen bidez. Integral hauei
integral inpropio esan ohi zaie.
A) 1. MOTAKOQO INTEGRAL INPROPIOAK
Mota honetan integrazio-tarte infinitua duten integralak daude:
/‘oc b

All) f(x) dx = %11)1‘; { f(x) dx

o %

a a

A2) [ f(x)dx = Iim f(x) dx

b—oo
J N
-0 b
oc a oo a C
A3) J f(x)dx = { f(x)dx+J f(x) dx = lim J’ f(x)dx + lim J f(x) dx
b——o C—
-co ¥ oo a b a

1.1 Definizioa

Aurreko hiru kasuetan limitea existitzen denean, (hots, finitua denean) integral
inpropioa existitzen edo konbergentea dela esaten da. Limitea =+ e bada edo ez bada
existitzen integral inpropioa dibergentea dela edo ez dela existitzen esaten da.

< A.3) kasuan bi limiteck existitu behar dute
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ANALISIA OO 4. Gaia

Adierazpen geometrikoa

)
!
!
!
1
!
T
a

dezakegula, hau da, f f(x) dx = F(x) + K idatz dezakegula. Kasu horretan
- b

-

l f(x)dx = lm

D—>00

fix)dx = ‘girn (F(b) - F(a)). Honexegatik limite honen

[

1 a

Halioak integral inpropica 2xisttuko den ala ez esango digu.

1

Gauza tera esan iiteke f(x) dx integral inprepicez lim

+ad

| .

| h—smco
u.ao -2

era { lim Fco), l})im bV}, hurrenez hurren, limitesiiko.

C —roo ——0

B) 2. MCTAKO INTEGRAL INPROPIOAK

Oraingoan kalkulatu nahi dugun

azalera v =f(x) kurbaketa x=a

"1

Mota honetan integrakizun bezala funtzio bornegabea duten integralak sarizen dira

] 2 D-€
B.1) fx)dx = lim f(x) dx [a,b) tarrean
| £=3{)
dll le
~0 .
B.2) f(x)dx = lim f(x) dx (a,b] tartean
e—0 J
a a+e
.b ~b-E
B.3) fix)dx = lirr(l) f(x) dx (a,b) tartean
~s E—é
-0 J
a n-0 a+n

Kasu honetan funtzioa tarteko muturretan bornatua ez dela suposatu dugu. B.3) ka-
suan bi limite, € eta M-rekiko alegia, agertzen dira, biak eikarren independenteak direlarik.
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ANALISIA O 4. Gaia

1.2 Definizioa

Aurreko hiru kasuetan, B.1), B.2) eta B.3), limiteak existitu eta finituak badira
integral inpropioa existitu edo konbergentea dela esango dugu. Bestelako kasuetan ez dela
existitzen edo dibergentea dela.

B.3) kasuan bi limiteek existitu behar dute.

Adierazpen geometrikoa

x=b zuzena y=1{(x) kurbaren asinto-
ta da, beste kasuetan ere horrelako zerbait
gertatzen da.

Emandezagun F(x), f(x)—en jatorrizko

funtzioa dela [a,b) tartean. hau da,

. 5 b

£—

=,
~
v
S
[
”
i

| ix)dx= F(x)+ K.
] | J

a a

lim f)dx = 'iﬂirno (F(b-g) - F(a)),

¢ta hemendik integral inpropioaren existentzia ¢ta limitearena bat datozela. Gauza bera esan
daiteke beste bi kasuetan.

f(x) funtzioa bornagabea ¢ = (a,b) puntuan balitz, [a,c) eta (c,b] azpitarteak
hartuko genituzke eta hau kopuru finitu aldiz gertatuz gero hainbat azpitarte kontsideratuko
genuke.
=

1.3 Adibidea

dx
J| 1-&-)(2
0

1. Motako integral inpropioa da, A.1) hain zuzen ere.

b
li 5oy 1%y = i b 0) =1 b =
= a3 = o - [o4 = o = —_—
lim . le (arctgxly) = lim (arctgb-arctg0) = lim arctg >

0

wy
w



ANALISIATI 4. Gaia

limitea existitu eta finitua denez integral inpropioa konbergentea da.

2. motako integral inpropioa, B.1) hain zuzen

1-¢
dx l-
hmo = Iir% (Vv lxl7)= hmO (-2\/’8.+2) =2,
E— \/"‘ £— g—
1-x
0

honetan ere limitea existitu 2ta finitua da, beraz integral inpropioa xonbergentea da.

4.2 KONBERGENTZIAREN ANALISIA

Kasu askotan integral inpropica xonbergente ala dibergentea den akarrik interesatzen
zaigu jakitea, ez dugu. beraz. zertan integrala xalkulatu Sehar. Horrerarako izaera szaguna
duten oeste integraiekin xonparamko dugu.
4) 1. MCTAKO INTEGRAL INPROPICAK
-4 Desinizioa

3i integral inpropio izaera cerekoak direla esango dugu diak batera konperzenteak edo
dibergenteak direnean.

22 Propietatea

f(x) dx  integral inpropioaren izaera 2z dago "a" behe-mugaren menpean

a
Frogapena:
.o Py .
| |
a<a' delasuposatuz | f(x)dx=| f(x)dx + f(x) dx
J “ J
a a a'
) ) )
f(x) dx konstantea da. finitua, beraz fix)dx eta f(x) dx
a a Ja'

integral inpropicek izaera berbera dute.

(V]
[

s

i

-y



ANALISIA T 4. Gaia

2.6 Propietatea

VK#0 | flx)dx eta Kf(x)dx integral mpropioek 1zaera berbera dute.

2.7 Teorema

Baldin® Vxe [ao) 0<fx)<gx) eta g(x)dx  konbergentea da.

oo

f(x)dx integrala ere konbergentea da.

Frogapena:
b b

0<f(x)<g(x) bada 0<| f(x)dx< | glx)dx V be [a0)

a a
b

b— o joeraziz 0< lim J f(x)dx £ !Ijim J g(x)dx =K (finitua

—0
a a
b

konbergentea delako). Alde batetik J f(x) dx  b-ren funtzio gorakorra

a
da, beste aldetik bornatua da, beraz limitea existtzen da eta finitua da.

2.8 Teorema

©o oo

Vxe[aeo) 0<f(x)<gx) eta J f(x) dx  dibergentea bada J g(x) dx

a a
dibergentea da.

Frogapena:

oo ) =

g(x) dx integral konbergentea balitz, 2.7 Teorema aplikatuz f(x) dx konber-

gentea litzateke, baina dibergentea denez besteak ere dibergentea izan behar du.
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ANALISIA T 4. Gaia

Konbergentzi erizpide orokorra

Funtzio positibo baten integral inpropioa konbergentea (dibergentea) da baldin
majoratzaile (minoratzaile) batena konbergentea (dibergentea) bada.

Normalki Ia

integrala hartzen da konparatzeko

R

o >1 denean konbergentea da

o <1 denean divergentea da

2.9 Korolarioa

Izan bitez

|ony)

7xefao) 0<fx) e O<g(x) fumzicak. lm — =1

X—00

aq
—

existrzen ¢ta finrua bada:

a) baldin

b) baldin

g(x) dx konbergenteaera K = [0.0) badira f(x) dx konbergentea da

g(x) dx dibergenteaeta K e [0,00) badira f(x) dx dibergentea da

X—roa

L

) 1 . ) o .. :
Praktikan g(x) = 4 funtzioa hartzendaeta lim X f(x) finitu baina ez
X o

zero, egiten duen o bilatzen da, beraz orain:

0

Ke [0,0) el a>1 bada f(x)dx  konbergentea izango da cta
b= o

Ke (0,~) eta o<l bada f(x)dx  dibergentea



ANALISIA T 4. Gaia

2.10 Teorema

Baldin | If(x)!dx konbergentea bada f(x) dx ere konbergentea da

a d

Frogapena:
‘f(x.)dx= () + 1) 1- 1) DHdx s ) Tdx -} (1) - £(x))dx

la [ [ |
I 19

I; hipotesiz konbergentea da eta I, integralak,

0<If(x)I1-f(x)<£21f(x)! denez, integral majoratrzaile konbergentea onartzen du

oo co

2 J [ f(x) dx hain zuzen, beraz I, ere konbergentea da eta hortik J f(x) dx
a

integrala ere konbergentea da.

2.11 Definizioa

oo oo

Baldin [f(x) Idx konbergentea bada f(x)dx absolutuki konbergentea

a
dela esan ohi da.

2.12 Adibidea

dx : :
- Azter dezagun T integralaren izaera
x“(1+e7)
1
1 1 1
<— Vx>1, eta a=2>1 denez, —dx konbergentea
2 X 2 2
X(1+") x X

1



ANALISIA I 4, Gaia

1
da konparaziozko erizpidea erabiliz ETREN dx ere konbergentea da
X (1+¢")

% b

B —dx = lim

X b—eo

(1 (-1
= i (24« tm (1)
1 1

eta bere balioa 1 baino txikiagoa da.

2
>¢¢
o] —

(-]

x+1 . )
- Azter dezagun dx integralaren izaera
3
VA
x+1 X 1 v 1 1 <1 d 1 &
= X == ene '
- > - " x>1, ¢=3 nez N X
vx o Jx X ,
1
S
dibergentea da, beraz { dx integrala ere dibergentea da.
i /3
< X

1
1
&

oo
o~

sin X

X

dx 1integralaren izaera aztertuko dugu.

[V

sin x zeinu aldakorreko funtzioa da, horrexegatk 2.10 teorema erabiliko dugu.

sin X | < 1 1 d sin x < 1
—_ ene J—— —_
3| = 3 X > enez 3 =3
x| X X X
. dx
Kasuhonetan o=3>1 daeta —  konbergentea,
NE
1
sin X sin X )
 bera = dx era konbergentea eta — dx absolutuki konbergentea.
X X
1 1
60
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ANALISIA IO 4. Gaia

B) 2. MOTAKO INTEGRAL INPROPIOAK

~ Mota honetarako ez ditugu teoremak frogatuko, horrez gain [a,b) tartean bakarrik
arituko gara, baina (a,b] eta (a,b) tarteetarako ere balio du.

2.13 Proposizioa
b
f(x) dx integral inpropioaren izaera ez dago a behe-mugaren menpean.
.a | .
2.14 Proposizioa
b b
VK=#0 J f(x)dx eta J Kf(x) dx integral inpropioak izaera berekoak dira.
a a
2.15 Teorema

Baldin f(x) eta g(x) funtzioak b puntuan bornegabeak badira eta
b b

Vxefab) O éf(x) <g(x) bada J g(x)dx konbergentea bada [ f(x) dx

a a

b b

konbergentea izango da. Eta [ f(x) dx dibergentea bada [ g(x)dx ere

a a
dibergentea izango da.
Konbergentzi erizpide orokorra

Funtzio positibo baten integral inpropioa konbergentea (dibergentea) da funtzio
majoratzaile (minoratzaile) batena konbergentea (dibergentea) bada.

Normalki ondoko integrala erabiltzen da konparatzeko:

s —

b b

dx
J = o<1 denean konbergentea da B.2) J

)

o221 denean dibergentea da erabiltzen da.

e —
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ANALISIA I 4. Gaia

2.16 Korolarioa

f
Izanbitez 0<f(x) , O<g(x) Vxe [ab) funtzioak, lim _(x_) =
X—b~ gx)
existitzen eta finitua bada:
b b

a) baldin | g(x)dx konbergenteaeta K € [0,0) bada { f(x)dx konbergentea da.
a a
b b

b) baldin | g(x)dx dibergenteaeta K € (0,.0) bada | f(x)dx ere dibergentea da.

Praktikan g(x) = ) funtzioa hartzen da eta lim_ (b-x‘)a f(x)

X—b

(B@
(b-x)° (x-a)"

finitu eta ez zero egiten duen o bilatzen da,
b

Ke [0,) eta o<1 badira f(x)dx konbergentea izango da eta

a

Ke (0,0) eta o211 badira dibergentea.
2.17 Teorema
b b
Baldin J I f(x) ldx konbergentea bada J> f(x) dx ere konbergentea da.
a a
2.18 Definizioa
b b

J | f(x) Idx integral inpropioa konbergentea denean J f(x) dx integrala

a a
absolutuki konbergentea dela esan ohi da.

l Bai 2.10, bai 2.17 teoremak zeinu aldakorreko funtzioetarako erabiltzen dira.

62

g

SM\(“
w



ANALISIA IT 4. Gaia

2.19 Adibidea

1

———— integrala konbergentea ote da? }
0 v x+ 4%

x=0 puntuan ez da bornatua funtzioa.

: 1 1 1 dx
Bestalde Vxe (0,1] eta a= 5 <1 denez | —
X +4%° \/; 0 Vv x
1
: dx
konbergentea da J ere konbergentea da.
0 N x+4x

dx i
— integralaren izaera aztertu.
Inx a

0's

1 . ) o
fx)=— eta gix)= biak bornagabeak dira x =1 puntuan

Lnx o

: (1-x)

-1/Lnx - (1-x)" o(1-x)*"
lim _ L = lim_ (10 = [L' Hopital] = lim_ -(-——)—- =
x—1 1/(1- )a -1 Lnx X1 1/x

= [OL:I aukcratuz] = lim (l-x)o.x = Iim x =1

x—1 x—1

1 1

1 dx
o =1 denean —dx dibergentea da, beraz ——  ere bat
1-x Lnx
0's 05
4.3 PARAMETRO BATEN MENPEKO INTEGRALAK
Bi mota kontsideratuko dugu:

A) Integrazio-mugak konstanteak dira eta parametroa integrakizunean dago.

B) Bai integrakizuna bai integrazio-mugak parametroaren menpean daude.
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A) INTEGRAZIO-MUGAK KONSTANTEAK.

Izen bedi f(x,A) bi aldagaiko funtzioa, non a<x<b eta c<A<d den. Kontsidera
b

dezagun | f(x,\)dx integrala, A-ren balio bakoitzerako integralaren balio bat lortzen da,

b

hau da, integral hori A-ren funtzioa da, horrexegatik @(A)= | f(x,A) dx idatziko dugu.
320 Teorema

Baldin f(x,A) [a,b] x [c,d] laukizuzenean jarraia bada @(A) jarraia da [c,d] tartean.

Frogapena:
b b

AO(A) = O+AR) - () = | fxA+AN) dx - | f(x,\) dx

a
f(x,A) D=[ab]x[c,d] eremu itxian da jarraia, beraz ﬁniformeki jarraia da bertan,
hots Ve>0 38(e)/ VP ,P,eD d(P;,Py) <d = If(P))-f(Py) I<e

baldin P, = (x,A+AR) eta P, =(x,A) aukeratzen baditugu d(P,.P,) =AA da eta
AL <8 = | f(x,A\+AA) - f(x,A) | <€ ere betetzen da, eta hemendik

b b b b
LAQA) | = [ f(x,A+AN) dx [ f(x,A) dx SJ | f(x, A+AR) dx - f(x,A) | dx <4{ edx =
e
= ¢ (b-a) , &€= ey hartuz

Ve'>0 38e)/AL<8 bada |oMA+AA) - @A) I<e  edo
A,=A+AL eta X;=A badira A=1h, -2 1< = to@y) - o) I <€
hau da, @(A) jarraiada [c.d] tartean.

Jarraitasun honek J eta lim zeinuak trukatzen uzten digu:
b b b

im | fxA)dx = Im @}) = ehy) =| f(xA)dx lim f(x,A) dx .
A—hg A—hg Ak
a a a
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321 Teorema
. 0 f(x,A)
Baldin f(x\) D=[ab]x[cd] eremuan eta D =@b)x (c,d) eremu
b
o . d f(x,1)
irekian jarraiak badira  @'(A) = dx ’betetzcn da.
a
Frogapena:
b b
J f(x, A+AL) dx - J f(x,A) dx
)\. A}\‘ - K a a
o) = lim O(A+AA) - o(A) - im )
AA—0 AN AR—0 AN

b

J ( f(x,A+AR) - f(x,A) ) dx

= lim —
Ar—0 AMN

X konstante bezala kontsideratuz aldagai bateko funtzioetarako

batezbesteko balioaren teorema aplika dezakegu [A,A+AA] tartean:

d f(x,A+6AN)

f(x, A+AR) - f(x,A) = AX  0<B<1 (= A+b6AA € [A,A+AL])

oA
b
0 f(x,A+6AR)
—_—— Al dx
oA b :
a 0 f(x.7\+9AK)
beraz @'(A) = lim = lim —_——dx =
AA—0 A AL—0 oA
7 b " b
(acp N lak) i 0 f(x,A+BAN) i N o0 f(x,\) o
= arraia delako |= im ——dx => =
dr . AA—0 oA ? oA

a
Azken emaitza honek Leibnitz-en formula izena du.
3.22 Teorema
Baldin f(x,A) D={ab]x[c,d] eremuan jarraia bada ¢(A) integragarriada [c,d]
tartean eta:
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d df b b/ d
J o(A) dA = J’ J' f(x,\) dx |dA = J [ f(x,A) dA |dx
c c a a [+ ]
I )
Frogapena:

I; eta L, integralek t-rekiko deribatu bera dutela ikusten hasiko gara, gero funtzio

berberaren jatorrizko funtzioak direnez bion arteko kendura konstantea izango da,

azkenik konstante hori zero dela frogatuko dugu.
d b t b t

L) =J [ f(x,A) dx |dA ,bedi  L;(1) =[ J f(x,A) dx |dA = J o(A) di

t D

I')= oA)dA | = o =J f(x,t) dx

Kalkulu integralaren oinarrizko teorema aplikatu dugu.
d’ b/ .t b

/
[ f(x,A)dA |dx , bedi L(1) =J Jf(x,?x.) dA jdx =J Yi(x,t) dx

a \_ ¢ a c

b 4

b
dyxp  dwxy 3

( [
Ir,(n= J y(x,t) dx T[ 3 dx ; T J f(x,A) dA Tf(m)

\ a

3.21 Teorema eta kalkulu integralaren oinarrizko teorema:
b

beraz  I,(t) = J f(x,t) dx

a

Hasieran esan dugun bezala LO=L1H+K
b c c b

Iz(c)=j J f(x,A) dA |dx =0 , Il(c)=J [ f(x_,l)dx dA=0

a [ [ a
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L(©=L©)+K = 0=0+K = K=0 = I,=1I,

Aurreko hiru teoremak "lim", "d" eta "[* eragilen arteko permutaziotzat har
daitezke, izan ere zera lortu dugu:

b b b
- lim f(x,A)dx = lim f(x,A)dx edo (p(ko) =1 f(x,A o) dx
)‘_))‘0 k—)ko
a
b ' b b
0 f(x,A) ' .
-1 M dx | = S0 edo g M) = | £'(x)y) dx
a )\, a a

d/ .b b/ .d d b/ .d
-{ [f(x,?\.)dx dl=J Jf(x,?x)dl dx edo J(p(k) d?»=J Jf(x,?»)d?» dx

Azken bi teoremak erabiliz integral mugatuak kalkula daitezke, deribatuz edo
integratuz integral kalkulagarria lortzen denean.

323 Adibidea

1 1

- Kalkula dezagun J x)L (Ln x)rl dx, J xx dx A#-1 integralaren bidez.

0 0
1 N 1
+1 1 1 1
dx=2 | = = o) = X dx | =—
A+l 0 144 1+A
0 0
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1 1
o= | 29 G| & Laxax
oA
0 0
1 1
0 (x)‘ Lnx)
0"\ = dx=| x"* Lo®xdx
oA
0 0
1 N 1
d (x" Ln?
0"(A) = & 1o © = xk Ln° x dx
oA
0 0
1 N 1
3 (x L™ )
¢"(A) = J & \n %) dx=J' x" La" x dx
dA
0 0
1
A, n -1 n!
beraz, x Ln xdx= 5
(1+a)™
0
1
x*-1 . )
-1= ,( o< dx integrala kalkulatuko dugu orain.
0

1
x*-1
Lnx

Har dezagun I(a) = I

0

p—

beraz I(a) = Jm da = Ln(a+1)+K

638
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(1+K)2

N (1+n)*

~ (-1)"n!
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ANALISIA I 4. Gaia

I integral mugatua da, beraz K konstantea kalkulatu behar dugu

a=0 Ia)=100=0 eta Ln(O+)=0 = K=0 eta I=Ln(l+a)

B) INTEGRAKIZUNA ETA INTEGRAZIO-MUGAK PARAMETROAREN
MENPEAN DAUDE.

Kasu honetan f(x,A) D =[a,b]x[c,d] eremu itxian definiturik dago eta
)

o) = f(x,}) dx integrala kontsideratuko dugu.

a(A)

324 Teorema

Baldin f(x,A) D eremuaneta a(A), b(A) [c,d] tartean jarraiak badira @(R)
funtzioa jarraia da [c,d] tartean eta

b(V) lim b(A) _ b(hg)
K—ﬂ»o
A)=l1m o(i)=1lim fix,A) dx = lim f(x,A)dx = f(x,A.)d
0Gp=lim o)=fim | Jimg £ (%)) dx
a(A) lim a(}) a(ko)
325 Teorema
J0f(x,A) o

Baldin f(x,A) D eremuan,

D eremu irekian jarraiak eta  a(A),b(A)

(c,d) tartean deribagarriak badira @(A) deribagarriada (c,d) tartean eta

b(A)

0 f(x,A)
Q') = T dx + b'(A) f(b,A) - a'(A) f(a(L),L)

a(A)
Frogapena:

¢(A) integral mugatua da, eta integral mugatuak integrazio-mugen menpean daude.
Hau da ¢@(A) funizioa egia esan ¢(a,b,A) funtzioa da, eta kasu honetan
¢(a(A),b(A),A) hain zuzen.

69



ANALISIA T 4. Gaia

o) 999a 999b d¢ . la aplikatu
— — —_— —— a kKatearen errege aa VA
PR R TR T ! P

90 99 99 ) ean beste aldagaiak konstanietzat h
-87 3 36 atzean beste aldagai onstantetzat hartzen
b(A) b(})
2 ) 0 f(x,A)
dira, hau da, _LP =— f(x,A) dx |= dx
JdA  JA oA
a(A) a(A)
b(A)
a(p_a f(x,A) dx {=1f(b(A),A) kalkulu i al inarrizk
5 =5 x,A) = f(b(A),A) u integralaren oinarrizko teorema
a(})
b(A) a(d)
a(p_a f“‘—a f(x.\) dx |=- f(a(r),
= -5 (xA) dx | = ~ | - (x.A) = - f(a(A),A)
a(}) b(X)
ob db = | da ) .
—=—=bA) , —=—=a'(A) Dberdintza guzt hauek
dA dA oA dA
lehenengoan ordezkatuz teoremaren tesia lortuko dugu:
b(A)
d f(x,A) R
o'(A) = o dx + b'(A) fA),A) - a'(A) fad),A)
a(l)
3.26 Adibidea
/4N /AN
t sin At Ln2
- Kalkula ezazu I(A) = 3 dt, tg (At) = —— ezagutuz.
cos” At 2N
0 0
T/4A
Ln2
o) =| tgOwdt l =22 deribawz,
- 2A
0
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T/4A ,
0 0 tg (At) 4 yid N T ©) t OL0)
= t+] — | .t L— |- tg (A.0) =
? n PN I Y
0
/4N /AN
! dt T t n 0 ! dt T ‘Ln2
= —_— g —_— = —_— = =
cos® At 412 4 cos? At 4;\2 l 2;\2
0 0

/4N
t -Ln2 =™ 1 .
= dt = Tt — = (t-2Ln2) etahauderibatuz

A cos’h 2t o’ g

/4N

/40 b
cos? At -TT 4r -2 (nt-Ln 4)
= dt + — = =
yis
0 4) cos? | A— 4%
4
r7:/47» s
2 t2(cos At) (-sin At) T 1 -(m-Ln4)
= o dt-—5 p=——s— =
A cos At 16A 2h
AN , | )
-2 t7 sin At n Lnd-xn
= — 3, d-—3= 3 =
J, cos A gL 2)
T/4A
o~ 2 2
t“ sin At 1 |-Lnd-n = 4Ln4-4n+ 7
.= —_—dt- — +— =
3 2 3 3 3
, oS Mt 2 82 161
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13
. tg Ax
- Deribaezazu @A) = — dx funtzioa ~
2
A
A atgkx I )
o X 3.t Ad)y 2 g (ML)
) A A
A
3
* kA 3
1 2 tg tgA
= ——S—d&x+3n 2L -2a 2 =
5 X cos” Ax A 2
A

3
* 4 3 . 4 .3
1 3tg A tg A 1 5 3tg A -2tg A
S ,)a n i)\ = =
= — dx + 2 ——=—tghx |y, +———— =
cos” Ax A A A
2
A

1 4 3 3tgA -21gA 4igA-3tgA
— (tgA -1gA )+ - = -
A A A

4.4 PARAMETRO BATEN MENPEKO INTEGRAL INPROPIOAK

Integral propioetarako lortutako emaitzak integral inpropioetara hedatuko ditugu.

Honelako integrakizunak kontsideratuko ditugu:
o .b

4. Gaia

A o\)=| f(xA)dx  o@A) = lim f(x,A)dx  f(x,A) D eremuan bornatua .

b—oe

b b-g

B) oA)= | f(xA)dx o) =£Iiglo f(x,A)dx non Hm f(x,A) =% eta

x—b "~
a a

(x,A) € [a,b) x [c,d] bait da.
Bi mota hauek batera aztertzeko ondoko idazkera erabiliko dugu
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ANALISIA I ' 4. Gaia

b

A)eta B) - od) = | f(xA)dx non b finitua edo infinitua izan bait daiteke,

a

b finitua deneko kasuan f(x,A) ez da bornatua izango eta B) izango dugu, b infinitua
denean A) izango dugu.

427 Definizioa

¢(X) [c.d] tartean konbergentea dela esaten da baldin  V ?\.0 € [c,d]

)

]

A) (p(lo) f(x,?.o) dx konbergentea bada

fx.a) dx konb bada

-y
i}
¢

el
nt

4]
(4%
&

B) (P\/"O ,} =

4.28 Definizioa
o(~) [c.d] tartean uniformeki konbergentez dz baldin V¥V 7‘0 e [c.d]
b n

A)eta By Ve>0 3In <b/Vnemn,b) = XA dx - | f(x,A,) dx| <e edo
£ £ 0 0

b
= J f(x’7‘o) dx| <e
n

M. €-en menpean bakarrik dago eta ez ko-ren menpean.

4.29 Adibidea

oo™*

- A e'x}” dx Ae [0,0) konbergenteadaeta A e (-,0) dibergentea, baina ez da

0
uniformeki konbergentea
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oo A>0 1
Ae™dx = im (7 0)= m (<" +1) = | A=0 0
b—reo b—yoe
0 A<0 oo
Ikus dezagunorain Ve>0 3 ns > (0,00) /M 2 T]8 A c_xx dx| <e
il
betetzen den alaez
o b
A 'X)‘dx= lim Ae  dx =|1 (-e'xxlb)!—
n
= 1 lim e e =] e™i=e™
b0

* A e [0,0) denean bakarrrik, konbergentea delako.

Integrala uniformeki konbergentea izan dadin %g)nw e™ =0 bete behar da baina

2
A A 1 1 . . .
Ae [01) e ' <e =e" >V = — < — Aren balioen arabera bornatu
ul
o" e
2
A A 1 1 . A
behardaeta A€ [1,) e el eV > — < — = lim e

€

orain ez dago A-ren menpean

Weierstrass-en erizpidea

Baldin [a,b) tartean definituriko eta ¥V M € (a,b) [a,n] tartean Riemann-en

zentzuan integragarria den @(x) funtzio ez-negatiboa existitzen bada, non

a) HxA) | £ @) Y A elcd]
b

b) J ¢(x) dx konbergentea dela betetzen bait da,

a
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ANALISIA I 4. Gaia

b

o(A) = J f(x,A) dx uniformeki konbergentea da [c,d] multzoan.
a

Frogapena:
b

Konparaziozko erizpidea erabiliz J' H(x,A) [dx konbergenteg da {a) eta b) hipo-

a
b

tesiak erabiliz, beraz J f(x,A) dx absolutuki konbergentea eta konbergentea ere bada

a
b

b) hipotesian Vex>0 E]1’1€<b/nE <n<b. = J o(x) dx <& dugu

L |

n
b b b
orain a) aplikatuz : J f(x,A) dx SJ Ifx,A) 1dx < J o(x)dx <€

U 1 1 .

eta hau da hain zuzen ere @(i) uniformeki konbergentea izateko
b

baldintza Ve>0 3n8<b/n8$n<b Jf(x,l)dx <Eg

L I N ]

Cauchy-ren erizpidea

b

o(A) = J f(x,\) dx integrala [c,d] tartean uniformeki konbergentea da

a
Y]

bsb. Ve>0 3In<b/vnn,>n eta Vie [cd] f(x,A) dx| <e bada

n
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ANALISIA T 4, Gaia
Frogapena:
n
Baldin o@@Am) = | f(x,A)dx bada @®(A) uniformeki konbergentea bada
a
b

Ve>0 3n8<b/Vn>n_ Vn>nE Y re [c.d] Jf(x,}.)dx <Eg

N
edoorain Ve>0 3m_<b/Vnzmn, Yie [cd] loh) -oAn) I<e

M,

Lo(A) - oA ) | = ! %{‘ f(x,A) dx - { f(x,A) dx ! I f(x,A) dx
- J | :
ny
Geuk f(x,A) dx  bomnatu nahidugu VA [c,d], n,.M, >1n
‘0, ‘
" c
] dx =3J () dx - | ) dxgs;i! f(x.A) dx|+ { f(x) dx| =
“’n ’ i |

U 171')

=1 @A) - (p(?»,nl) P+ 1 o) - (p(k,nz) | <2¢  baldin nn, 27, beraz, bilatzen
dugun n>mn. da

M2
Ye>0 3n<b/‘v’n1,n22n eta YV Ae [cd] f(x,A) dx| <€
My
baldintza honetan 1, finkaruz eta n, —b joeraziz
b
Ye>0 371<b/\7'711>ﬂ eta 7 Ae [cd] f(x,A\) dx| <€ dugu
5

konbergentzia uniformearen definizioa hain zuzen ere.
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ANALISIA I 4. Gaia

Integral inpropioen konbergentzi uniformerako erizpidea

Jo ditzagun f(x,A) eta g(x,A) funtzioak x e [a,b) eta A € [c,d] denean definiturik

a (X,;»)
daudelaeta f(x,A) eta —gr x-ekiko jarraiak direla.

Baldin a) VA€ [cd] g(x,A) x-ekiko monotonoa bada eta
[c,d] multzoan lin% g(x,A) =0 [uniformeki] betetzenbadu
X—

n

b) o(AM) = f(x,A) dx (M,A) € [a,b) x[c,d] multzoan bornatua bada,

a
b

J g(x,A) f(x,A) dx  integrala uniformeki konbergentea da [c,d] multzoan.
a
Frogapena:

Teorema hau frogatzeko Cauchy-ren erizpidea aplikatuko dugu.
M2

Zera frogatukodugu Ve>0 In<b/Vn,n,>n Y Ae [cd] f(x,A)dx| <e

m
har ditzagun nyn,>a, batezbesteko balioaren 2. teoremak zera dio:

2 5 M2
f(x,A) g(x,A) = g(nl,k) f(x,h) dx + g(n 2,7») f(x,A) dx M, < E< m, izanik.
N 0 §

b) baldintzak M >0 existitzen dela dio non f(x,A) dx| <M

V(M,A) € [a,b) x [c.d] , horregatik
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§ g 3
| fx\) dx =] f(x,A) dx - f(x,A) dx| <

nl a a
L

& it
<| | fx)dx |+ f(xA) dx [<2 M

a a

—_—
il

Gauza bera eginez fix,A)dx|{ £2M  lortzen dugu

lim g(x,A) = 0 [uniformeki] denez
x—b

€
c ) lg(x,A)! <——  betetzenda
lVaz>0 3n€_(a,b)l/\7’x>n€!\7’le[c,d]] L (x,A) M,

Azpimarratutako emaitzak josten baditugu zera lortzen da:

Ve>0 3Inge(@b)/Vn,mn,>ng VA e [cd]

M2 3 M2
f(x,A) f(x,A) dx| <lgMm M) | f(x,A) dx| +1 g8 | f(x,A) dx| <
T US| g
£ € M
< m 2M+ m M=E£
4.30 Adibidea
dx . .
- { — uniformeki konbergentea da Vye R
2,2
L+x"+y

—o
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ANALISIA LT 4. Gaia

Weiertrass-en erizpidea erabiliko dugu.

-] ©0 b
dx dx , dx . b s
—_—=2 = = lim 2 > =2lmarctgxly =25 =7
1+x° 14+x7 b 1+x” oo <
w0 0 0
konbergentea da, beraz b) baldintza betetzen du, ©(x) = 1zanik
1 +x”
eta VyelR — = 5 2) baldintza ere
1+x"+y" 1+x
X sin XA ) )
- — dx uniformeki konbergenteada A e [Xo,oo) tartean 7‘0 >0
1+x
1
Konbergentzia uniforme::ko erizpidea erabiliko dugu.
-~ X v - v ~ . . . LoNRN
g(xX.n) = - = (ha.daezdago #-renmsenpean! ez lIm gxar=0
1 N L, - X =0
L +=X
Limite hau A-ren meny:an ez dagoenez O-rantz uniformeki konbergentea da
A-rekiko, homretz gain 7 A 27 ——  monotono beherakorra da, beraz
I +x7
lehenengo baldintza beteiz2n da.
l (‘q ‘ | i i N Al
. .. .1 i-cosxk 4| jcosi-cosMA; 2 2
Gainera, M, > 1, smxnc‘m|=‘—————~ ,.,"=i——————— <— < —
1 N d | N .\
, A ‘. A Lok
1
hau da, bigarren baldintza ere betetzen da.
x - - 4 . - ;
Beraz sin XA dx uniformeki konbergentea da VA e [lo,w)
1+x
1
OHARRAK

- Parametro baten menpeko integral inpropioak uniformeki konbergenteak direla suposatzen

~

badugu 3.20,21,22,24,25 teoremak betetzen dira, hau da, "lim" eta .f "d"eta"]" eta )"
eta "[" elkar truka daitezke.

- Parametro baterako hemen esandakoa zenbait parametro deneko kasura heda daiteke,
b

o(A,u) = { f(x,A,1)dx x € [ab], e [c,d], L e [ef]
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ANALISIA I 5. Gaia

5. GAIA
I'(P) ETA B(P,Q) FUNTZIOAK

5.1 I'(p) GAMMA FUNTZIOA

n! nf

Gauss-en formulak emandako funtzioshauxe da: I'(p) = lm ——v—r——
n e PEPrD...(p+n)

eta funtzio faktorial izena du. Ez dago pe 27 U{0) puntuetan definiturik. Adierazpen horl

o

- . ) .. . -X 1 . .
erabilgaitza denez. bere adierazpen integrala, I'(p)= | ¢ X" dx alegia, erabiltzen da.

0
Integral inpropio hau p > O denean absolutuki konbergentea da, p £ 0 denean, zaidiz,
cibergentez. Biadierazpids hausk o“nomdva“\ direla fToga daiteke.

T - - - PR 1 3 1- ¥ o 3 g Sy .
Tius dezagurn zer p-ren - :loterako den konbergentea I'(p). Alde batenk mtegfaz;o-,es-
.~ . . o ] N e S
122 infinitea da st alds zenbeair P-ren balicterako x =0 puntuan ez dago funizioz defi-
. .1 o
o T, [ X Pl . -x -1 p-1 _x -
nirurik, beraz integrale zadk: Jugu: l e xT T dx= et x Tdn+y XN TeTdx=1, +1,
. . .
0 Y 1

~ IMIeZraiaren Konobergeniza LIiemuzl
-— hd -

1 Tt N R ,
g(x)=~— harmz lIm —= = Im x ¥ ¢ = lm — =0 %
X X—so0 :C\} oo X—3o0 e

zeren esponeniziala azkarrago hazien bait da, o =3 har dezakegu 1, integrala
konbergentea izan dadin.

I, integralaren azterketa:
1 =

, 1 I . fx) : @ _pl x
Oraingoan g(x) = —— =~ hartwkodugn.  lm =~ —= = Im x x7 e =
x-0) X ' x0T &) x—0"
. a+p-1 . . .
= Im x ° =0 izangoda c+p-1>0 bada; ] integrala konbergentea izan

+
x—0

dadin « <1 ere bete behar da, bi baldintza hauek bilduz p >0 ateratzen dugu.
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['(p) konbergentea izan dadin I; eta 1, integralek batera konbergenteak izan behar dute,

oo

beraz Vp>0 T(p)=| e*x'dx  konbergentea dugu.

0
OHARRA

Funtzio honi aurreko gaiaren 3.20,21,22.24,25 teoremax aplika dakizkioke.

5.2 I(p) FUNTZIOAREN PROPIETATEAK

1) Ermrepikapena I'(p)=(p-1) I'(p-1) Vp>1

oo

u=x"" du=(p-1)x"" dx

I'tp)= { e xIt ik = =

-X

“0 dv =e™ dx v=-¢

—.€ xpli + I' \p-l)e‘\t:d‘( = %gn (- e x¥ 8)*’: I)J e xPT dx =
0 e
"0 0
= lim (-¢”b"") + (-DT(-1) = (p-H) [(p-1)
2) T()=1

oo b

T()=| ¢*dx = lim | ¢*dx = lim (-€*§)= lm (-=°+1)=1
b Do b—ee
0 0

3) T'(n) = (n-1)! ne IN

1) aplikatuz T'(n) = (n-1) I'(n-1) = (n-1) (n-2) I'(n-2) = ... =
= (n-1) (n-2) .... (n-(n-1)) T(n-(n-1)) = (n-1) (n-2) ... 2.1 T(1) = (n-1)! T'(1) Dbaina

I'l)=1 denez T'(n)=(n-1)!

4) T(P) funtzioaren balio guztdak ezagut daitezke (1,2) tartekoak ezagutuz gero,

p22 3ne N/p=n+r re (0,1) izaniketa 1) propietatea (n-1) aldiz
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ANALISIA ©X 5. Gaia
aplikatuz  T(p) = (p-1) (p-2)....(p ~(n-1)) [(p-(-1)) =
6lr.... _
= T() = (p-1)(p-2)...(p- (-D) T (1+1) eta 1+re (1,2) f !
_ 5 !
ezdugu (0,1) rartea aukeratu ()= delako 4 J\ 1
3 i
| M
2
I(H=1 I@)=1.T(H=1 et o
li‘—“i‘&—;/f ;
CEREREINES
5) Osagarri-formula I'(pTa-p)= ‘S 182 3 4
sin (% p) ‘
1
6) r[7)=ﬁ
/ 1 N\ < 1721 x -17 2
I‘k—;/}z e x"T T i = e x TTd x=yv0 ¢x=2ydv aldaketwa eginez
"0 0
r[2)e| e ylaoyar- | ¥ gy =24
Syl ~VL.—_J e dy =2
0 0 ,
= w0 N X=rces b xy s [0,%)
2 P 2 2 .
A= e’ dy e dez e ) dx dy = r [0, =)
0 0 00 y=rsin8 [Ji=1 6¢e [0.7/2)
/2 o /2 ” 1\./2
a 12 <t 1 N T /;;
A= e rdrdb = —T,Z—!O d9=—2- Cuz-I = A=—2-—
0 0 0 0
1 T
beraz F(—z—-)=2‘—2—— =Jn
@)l =246....... 2n=2"n!

) 1\ (2o-Di
7 r(n+7)=( nDR Jx idazkera

(2n-1!! = (2n-1) (2n-3) ... 5.3.1
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(k)= (o ) (wek 1) = (o) ek 2 ).

1 1 1 1 301 /1
..... (n+—2—-n)f n+-2—-n)= n-—z—)(n-—z—).... -:2-.—2—1'(-2-)=
2n-1 \/2n-3) 3 1 _(1Y) (n-D1
(G5 ) 2tle) -

2p-1
2T e+ 12
8) Bikoizketa-formula T'(2p) = (p\)/—(p )
s

5.3 I(p) FUNTZIOAREN BESTE ADIERAZPEN INTEGRALAK

Aldagai-aldake: 2ta Leibnitz-en formularen aplikaziotik datoz.

1) v=xP dv=pxldx  ealdaketa eginez
- r x _o-1 v LD 1 1 { v i
Tipy=1 e x" "du=| 7" —dyv = — | ¢" d
| 7777
"0 "0 "0
: N S s , WP :
orain p = — idatziz I'(i/p)=p e~ dv  lewak mumeak direnez.
> :
0
1 <P <P 1 N /1 ) o1 <P
—|=p | e &x =>| ¢ dx=—=T —-;=I’k——+1 =>Nl+— =] ¢ dx
p p \p) p ) P/ |
0 0 .
2) x=ay dx=ady a>0 aldaketa eginez
I(p) = J e x"ldx = J e (ay)P ady =aP J e yP! dy
- 0 0 0
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letrak mutuak direnez , I'(p) = a° e P

0

nez

(g7}
g
b

a>0 dx=2aydy aldaket

- e}
x _p-i g vt 2.p- ; -ay” _ 2p-1
Tp =] " xP dx=| &% (ay)p12aya_v=2ap(ea' v dy

(e}
[eo]
(=]

! 1
4y y=e*  dv=-edx <=Ln— ldaizca eginez
2 ,-G ’ T
- i -X _p-i . 1 \\?_‘ g ] \\?-*.
Tip={ e xdx= ln—1! (wiic= o laoay
v) RN A
0 1 "0
ol ,"m
e M \‘p'l . | .
Tp)= | {Lo—| dx=¢-D7" | (Ln x)" dx
U X |
0 0
5) T '(P)-ren adierazpena kalkulatuko dugu.
oo 0
S, =X _p-1
) x _p-l ' d(e x) x _p-l .
I'p)=| e*x""dx, T'(p)= o = x" " Lnxdx
0 "1 0

5. Gaia
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5.4 I(p)-REN HEDAPENA p-REN BALIO NEGATIBOETARAKO

Gauss-en formulak p € 2 U {0} izan ezik beste balioetarako ere balio badu,
I'(p)-ren adierazpen integralak p > 0 denean bakarrik balio du. Oraingo honetan bere
definizioa zenbaki negatboetara luzatuko dugu, Z"U{0} multzokoetara ezik.

- T+ =pI(p p €(-1,0) harwz, p+le (0,1) = 3T(p+l) beraz, I'(p)
funtzioaren balio-taula eta grafikoa
® 5
P I T 7
1.00 1,0000 3
1,10 09514 . ; " :
1,20 0,9182 o 2 ;
130 08975 R
1,40 0.8873 JTTTT I
150 0882 ol
160 0.8923 R e R e B
170 09083 ; S
1.80 0,934 g N
1.90 096! 5 2
2.00 1,008 P
? .51
Ip+D

I'(p) ezagutdezakegu pe (-1.0) izanik, I¥ eta errepikapenaz

behin T'(p), p= (-1.0), ezaguwz gero I(p), pe (-2,-1), ezagut daiteke zeren
Tp+1

pe (-2,-1) bada p=l= (-1,0) era I'(p)= , prozesu honekin jarraituz

Ip+n+1)

= —_— p+n+1 e (Ol)
PP~i)...(p~1)

(-a+1-n) I(p)

M

aw]

Formula horrekin I'(P)-ren grafikoa marraz dezakegu
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5.5 I'(p) FUNTZIORAKO FORMULA ASINTOTIKOA P—e DENEAN

1
P

-X 1 s s Vs
formularen bidez hurbil

Ip)=1 e ¥1dx p>0 funzioa

2
|
4]

g

o

0

1
LY
dezakegu p — e denean,handa T(p=1)~y/ 2% e°p ~ p— e
: 1

p?’?
pe N I(p+l)=p! eta pl~J/2mre’p ~ p—re Strling-en formula da,
beraz T(p+1)~/ 2xp ePp° dugu
) 1 6 8 3\
o . = 77 Ty .. 1pe))
Egiaesan I'(p+l)=/ 2 e " p e 0<8<1 baina Iim e™ =1lda
p—‘-ca
5.6 B(p.g) BETA FUMNTZIOA
1
Blp.) = | 7 (1-x)T" ix funrzioa da, uniformeic korbergentza da

./' )

]

p.a>0. B(p.g) funizioa (.1 mareko muturretan integral inpropioa da.
L 1 ! Jadhls 8 = b b

A
v

Ikus dezagun non den konbergentea, horrearako

172 *-

Blp.g) = J( 10 dx s | ¥ e dx =1, + L,

0 1/2

I, Integralaren izaera aziermz

o
) . (%) . o o1 a-1 .. a+p-1
g(x) = ——— hartuz, lim — = lim x ' (1-x)¥ ' =im x =~ =0
(X'O) x—=0" gkx) x—0 " x—07

izangoda o +p-1>0 badaertakonbergenteaizan dadin o <1, bibaldintza hauetatik

p>0eta Vq baldintzak ondorioztatzen ditugu.
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I, integralaren analisia

a+p-1 _

1 f
g(x) = ——y hartuko dugu lim ) _ lim ()% 7! (% =lim (1-x) 0

(1-x) x—1" gx) x—17 x—1"
da a+P-1>0 badaetakonbergenteaizateko ¢ <1 bete behar da, biak batuz q >0 eta

Vp ateratzen dugu.

B(p,q) - funtzioa konbergentea izan dadin bai I; bal I, integralek batera
konbergenteak izan behar dute, eta hori p,q>0 direnean bakarrik gertatzen da.

B(p,q) funtzioa konbergentea ezezik uniformeki konbergentea ere bada, eta
3.20,21,22,24,25 teoremak aplika dakizkioke.

57 PBip,q) FUNTZIOAREN PROPIETATEAK
1) B(p,q) = B(a,p) , hau da, simetrikoa da.
1 0

Bp.a) = J (o dx=[y=1x dy=-dx]= J (L-yP' y* (D dy =
0 1

1

= J (- y** dy = B(a,p)

0
’ 1
.1
. x? 1
B(P,1)=J P dx == o .
0

3) Laburketa-formula

-1
A) ¢-1>0 Bp.g = . Bp.a-1) [peql p-1>0 B(p’q>=p—im B(p-1.9)

p+q-1

) q q
B) g-1>0 Pp.9 =9p— B(p+1,g-1) [peq]l p-1>0 Bp.g = E-q— B(p-l.a+1)
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ANALISIA I
1 )
B) B(p,q>=J FLaxtlax = u=0%  du=-@DA-0%Pdx | =
~ P
0 dV = Xp-l dx VvV = }i..
P
1 1
(0% x” 2. ql 2. gl
x=——"— g + | — (@D dx=" | «* (10% dx =2~ Bp+lg-l
0 0

A xP(1-x)82=xPlx(1-x92=xP! (x-1+1) (1-x)%2=xP1(1-x)32-
SxPl(1-x)1-x32=xP1(1-x)T2-xP1(1-x)9! = B)formulan ordezkatuz

1

~L

( & RS q-1 -1 2
= BP9 == | & {10¥ % Peo®h dx = 5 X (1-x)¥ T dx -
0 -’U

a-1 ( 1 R -1 a-1 ‘ ‘
] a0 dx = S Bp.g-1) - = B(z.3) = Dbeste aldera pasatuz
0

23 -1 g-1
= (1+9—) Blp.g) = %— Bp.a-l) = Plp.a) ~— Blpq-1

P - p=q-1
4 Vp>0 neN Bp,n) = B(n,p) = Sl
’ ? plp+1i)...(p+n-1)
n-1 n-1 n-2 n-1 v n-2
B = oo BeaD) = (st [ og | B2 = = (5t o ) -
n-(n-1) (n-)! ) ) .
—_— = 3) era 2) propiet < er n dira.
( o1 ) Bp,D P2 piDs 3) era 2) propietateak erabiltzen dir
- ; (n-D)! (m-1)!
3) ¥Ym,n € [N B(m,n) = m'——
4 _ . B (m-1)! _
Fan p=m eginez Bmn) = e i m
(n-D! (m-1) (m-2)...2.1. _ (@-D! (m-1)!
(m+n-1)(m+n-2)...(m+1) m (m-1)(m-2)...2.1. " (m+n-1)!
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') I'(@) )
6 Bp.Q) = ——
I'(p+q)

—

®-D! @D T I
(p+a-D! T(p+q)
eta I'(p)-ren 3. propietatea erabiliz. -

, B(p,g)-ren 5. propietatea

pae N Blp.g =

1 1N (o-DU@o-DU
7 B[n%——;,m%—;—):' ,) @) T nme N
2 Z n+m .

27 (m+n)!

2n-1)1! -1
/ 1)/ 1)( 1> /= 3 /-

I ] P S,
n-r I"\m 3 2 97

6) aplikat LA : =
) aplikatuz B(nfT,m.—,)—>— = )] =

— -~

I’ (m+n+1)

@D @mDl

o} n-+m

[(p)-ren 7. et 3. propietateak grabiiiz.
(m-+n)!

5.8 PB(p,g) FUNTZIOAREN BESTE ADIERAZPENAK

Kasu honetan ere aldagai-aldakeren bidez lorizen dira

.2 . i : )
1) x=sin"y dx=2sinycosyay x=0<=y=0, x=1 < Y=5 aldaketa

1 T2
B = | 0T dx=| G’y (1-sin’> ) 2siny cos y dy =
0
72
=2 | sin®ly cos®lydy  etaleTak mumak direnez
0
T2
Bp.9=2 sin®! x cos™ x dx
0
90
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1
2)X=L dx = dy x=0cy=0 x=1¢>y=9c aldaketaren bidez

14y (1+y)
1 oo
p-1 a-1
) B, y Yy N 1
B(p,q)=jxpl(l-x)qldX =J (1_53) (11___;) i
) ) v (i)
y Yloy Wlo1 ¥ e
[ @ o] e
+y I+y 1+y (1+y)Pe
0 0
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ANALISIA I 6. Gaia

6. GAIA
FOURIER-EN SERIEAK

6.1 SISTEMA ORTOGONALAK
1.1 Definizioa

Izan bitez f,g: A C R — R bi funtzio integragarr, f eta g A multzoan funtzio
ortogonalak direla esazen da baldin j A f(x) g(x) dx =0 bada.

1.2 Definizioa

S = {9, 9y, ¢5,...} funtzio-sistema ortogonala da baldin sistema osatzen duten
funtzioak binaka hartuz ortogonsalak badira, hau da,

vizi ] ememan=0
1.3 Definizioa
/ e
2 .
Toli= 0 (x)dx balio ¢ funtzicaren normada A mulizoan
A
14 Definizioa

S={0;, 0, ®,...} funtzio-sisterna ortonormala da baldin ortogonala bada eta Vi
o ll=1 betetzen bada.

15 Adibidea

S = {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x,...} sistema ortogonala da [-x,x]
tartean ( 21 luzerako edozein tarietan).
Esandakoa egiaztatzeko zera frogatu behar da:

T T T

a) | cosnxsinmxdx=| cosnxcosmxdx=| sinnxsinmxdx = 0
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T T
. 2 2
b) sin“nxdx=n=] cos nxdx
-1 TC
. 1
a) cosnx sin mx = 5

T T

cosnxsinmxdx=—2—

-t -

1 (-cos (m-n)x

2 m-n
_1_(-(-1) ") )=0
Z m-n

eta

sin (m-n)x dx +

g
: ) 1 (-cos (m+n)x
+ J— —_—

2 m+n

(sin (m-n)x + sin (m+n)x)

Pk

\

-

14

sinnx coxnxdx =0

-

2

T

1

2

sin (m+n)x dx =

(-(—D’“‘“ + (-1

m-n

Beste integraleetan ondorengo berdintzak erabili behar dira

1
COS nX €O WX = - (cos (A-m)X + cos (n+m)x)

. . 1
SIN NX SiN MX = - (cos (n-m)xX + cos (n+m)X)

b) sinnxcosnx = 5 sin 2nx

T ki

1
sin nx cos nx dx = 5

-t -

1
cos’ nx = 5 (1 + cos 2nx)
T bid
2 1
cos nxdx=7 T +cos 2nx) dx =
T - -

) 1
sin nx=—2—(1-cos 2nx) -

sin 2nx dx = =

[o—y

[\

4

94
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2n

6. Gaia
J:
=0
sm 2nx LA
2n _ﬁ)—n
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ANALISIA 1T 6. Gaia

i
.2
sin“nxds =%

-

Azken bi integral hauek ez dira erabili behar sistema ortogonala dela frogatzeko, baina
bai funtzioen norma ezaguLz\,ho.

ldx=x l =27 1 funtzioaren norma: 1=/ 2%
-

Sisterna hau normalizatzeko beraien normaz zatitu behar dira.

1 COSX SinX cosnx  sinnx 1. ‘
L sistema ortonormalz ¢ 1.

wn
Il
o AR
[
b
by
3
2]
A
|

6.2 FOURIER-EN SER!ZAK

2.6 Definizioa
a, {i
=+ 2, (2 cosnx+b, sin nx) funizio-series serie Tigonomewiko deitzen da et
= n=1

ag.a,. b, (m=12,..) konswnwe errealak serie wigenomeaTikoaren koefizienteak dirc.

Aurreko szrie mgonomerikoa konbergentea bada, bare batra 21 pericdodun funizic

o

bat dela esan behar dugu, hain zuzen ere sin nx ea cos nx funtzioak 27 periododunak
dirslako.
2.7 Teorema
N, Y R TP e s
Loo, el 2, b zenbaki-serieak absolutult konbergenteak badira, serie
n=1 i .
igonometrikoa absoluru eta uniformekd konbergentea da B mulizoan
Frogapena:
la, cosnx +b, sinnxlé!anl-i-ibnl n=12.. VxekR
2 la 1 eta z b, | absolutuki konbergenteak direnez, Welerstrass-en
n=1 )

erizpidea aphkatuz teorema frogatzen dugu.
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2.8 Definizioa

Izan bedi f(x) funtzio integragarmiaeta 2/ periododuna,

3

) Tox , nnxw . . : oy
a, cos ——+b_sin-—— | serie trigonometrikoa, zeinen xoefizienteak
=~  n=1

; )

1 1 Tnx 1 . Tnx
3y = T fx)dx, a_ = T f(x) cos I ix e b = T f(x) sin T dx n=12,.

-l -l -

formulen bidez lortzen bait dira, f(x) funtzioaren Fourier-en serie deitzen da eta keefizienteak

Fourier-en koefizienteak.

Egiazta dezagun serie trigonometrikoa uniformelki konbergentea bada eta bere barura
f(x) (funtzio jarraia} bada, seriearen koefizienteak emandako formulen bidez kalkulatzen

direla.

Serie trigonom:--ikoa uniformeki konbergentea bada gaiz-gai integra daiteke:

! . ! \
D) < { x| . RnXx
f(de=| =—ds+ 2} | a,Ccos —— CX + b_sin 7 dx
J - n=1 ‘ i :
-l _: -1 -i
o T
a —
0 —
7‘ dx = lao
-l
!
I R 197-¢
Tnx Sin ] ! : . -
2, C0S dx =a, =—— (sin wn-sin (- ) =0
7n nn
- T r
[ x|
-CO N
153 €S 1o, \
b_ sin i dx=b, =— (-cos Tn+cos(- ) =0
o Tn
! ] ¥ .
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Beste koefizienteak kalkulatzeko 1.5 Adibidearen emaitzak erabiliko ditugu. Aztertzen

. . Tnx Tnx ) .
ari garen funtzioek, sin - eta Ccos 5 alegia, argumentu desberdina badute ere

emaiizek balio izango dute:

(..f I
Tnx Tmx , TNX
n=m cos—T—cos—-l—dx=O n=m cos —Z—-dx=l
) -
i !
Tnx | mmx TOX  TnX
cos — sin ——dx =0 cos — sin —dx =0
[ ] [ /
1 -
! i
p
i . T™nx Tmx . A WNX
sin sin dx=90 sin” —— dx =
| i ! [
Y -
KX

a. koezfizienteak kalkrul izzko bi atalak fun:zioz biderkatuko ditugu:

-
wix &g KX — l’ I X Tnx KX )
o - b A . i - 1 caam
f(x) cos —— = — cos 7 + 2 \an cos uOb — = b_ sin T - ) serie
¢ =1 { - L

hau ere uniformekd konoerzemu dela 2.7 Teorema ariiitatuz froga liteke. Gaiz gai integratuz
!

td
.
£

batukarian agertzen diren integralen artean g, koefizienteari dagokiona bakarrik ez
anulawzen goiko berdintzak kontutan hartzen baditugu, ber

y l !
f nkx i Enkxdx—l 1 ) ﬁkxd'
(x) cos — ] X=a, | Cos —dx = 3, = ak—T (x) COS_Z'— X
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b, kosfizienteak kalkulatzeko oraingoan sin T funtzioaz biderkatzen da, lortzen den serie

berria uniformeki konbergentea delarik. Serie hau gaiz gai integratzen badugu [-1.]] tartean

i I /
o wkx &g e 3 ( rkx | wkx
f(x)sin —dx == | sin—dx+ 2, 12 | cos ——sin — dx+
I 2 l i ! )
" . i,
A
{ )
. wOnxX | Tkx s
+ sin —— sin —— dx
o ] I

B )
{
o y—

Kasv honewr anulatzen ez den integral bakarra b, koefizienteus: dagokiona da

! !

( (
—Tenr T
! TS 0N 19,96 . . .
| fxsin o dx=5, | osint —-dx=7b,  berdintza lorizen & #te hortik
| " ) ~
1 A X

b.=— | fix)sin ——a4x

ST |

6.3 FUNTZIO EAT FOURIER-EN SERIEZ GARAGARAZA IZATEKO
BALDINTZA NAHIKOA

aragarrie izan dadin batz nshar dituen baldinizak

aq

Qr&n funtzio barek Fourier-en seriez
zterruko ditugu.

P
—t
(

3.9 Definizioa

Izan bedi f(x) (a.b) tartean definituriko funizio bat. Tartea kopuru finitu azpitartetan.
einean f{x) funtzioa monotonoa etz jarraia bait da, deskonposa bacaiteke f(x) funtzioak
Dmcnlaz—en baldintzak betetzen diniela esan ohi da.

~

310 Teorema

2! periododun f(x) funtzioak (-]
beraren Fourier-en seriea f(x) Iu“.z1o*anz konbergentea da jarraltasun-puntuetan eia

JR2 g s § SN

f(x = fix7)

e

balioraniz etengunestan.

3.11 Adibidea
-lzanbedi f(x)=x -T<Xx<R 21 periododun funtzioa

98
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L

A
o
A
.._............é.-..........-_
o
A
2
]
(93]
4

-7 =

f(x) funtzioak Dirichlet-en baldintzak betetzen ditu (-%,%) tartean, hau da, monotono

eta jarraia da.
ks
2 "
1 1 x
a0=—— xdx = — 5 =0
yio T~ 'ax
-
~ —
| X=u dx = du ‘
8, =— | xcoskxdx = =
T o sin kx
- coskxdx=dv v= T
. // - N )
1] xsinkx T 1| 11 coske (™ ) 1 (05 (F)
= — " T sin kx dx == T T | =— - )=O
T . T L - Tk k
-
1 X=1u dx = du
b =— xsinkxdx = =
T | ) - COs kx
- sin kx dx = dv V= —
k
T
1 |-xcoskx 1
=— " +— ] coskxdx | =
T k - k
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(- D5+ D¥r) 1 sinkx |© -2¢1)F 2
_ - k+1
= — n + — = =(-1)
T ik
= k‘-l sin kx A .
f(x) = 2 jarraitasun puntuetan (x # % ki), etenguneetan ordea,

k=1

fx)+f(x) T-X
&)+ K )— =0 baliorantz.

2 )
- Kontsidera dezagun fix)y=1 0 T<x<0 2 periododun funizioa
X O<x<m
T 1 \
l ?
1 I
1 1
] i
1 i
~27 - 0 b 2n 3z
f(x) funtzioa monotono eta jarraia da (-%,7] tartean
T 0 T n "
1 1 1 1 x* 1T
gp=— | fX)dx=— | Odx+— xdx=———2- =— 5 =5
e b T yis 0o [® < -
- T 0
.0 n
1 1 i xsinkx [ 1 ) .
a,=— | Ocoskxdx+— | xcoskxdx=— " J T smlc{dxlz
T T yis 0
.t 0 0 )
1 cos kx -2
= 3 k bakoitiabada eta O k bikoida bada
k’t k k T
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0 T o
1 . 1 . 1| -xcoskx |© 1
by=— | Osinkxdx+— | xsinkxdx=— — +—k— coskx dx |=
T T T 0
- 0 0
T
DY 1 osinkx |1 g S
= + — = — k bakoidabada eta — k bikoita bada
rk kn K k k
0
o T 2 /cosx COS3X COSsSx sin X sin 2x
jarraitasun-puntuetan: f(x) = T —t et ——— 7t -t
I 3° 5° 1 <
sin 3x f(xH+fx) ®+0 = )
ot ) eta erengunetan 5 =—— =7 baliorantz.

6.4 FUNTZIO BAKOIT! ETA BIKOITIETARAKO FOURIER-EN
SERIEZKO GARAPENA

412 Lema

Demagun w(x) funtzi: 2 [[]] tartean integragarria dela
i

a) w(x) bakoira badz ( y(x)dx=0 w(x) = - y(-x)]
J

-l

! !

b) w(x) bikoita bada J yx)dx =2 J Y(x) dx [w(x) = - y(-x)]
-l 0
Frogapena:
I 0 !

a) Yx)dx=| wx)dx+ | v(x)dx= [x=-tdx=-dt] =
-l -l 0
0 ! ! I
= Y dt+ | yE)dx=- | y)ydt+ | yx)dx=0

! 0 0

(=]
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by | vx)dx=}| yx)dx+ | yx)dx= [x=-t dx=-dt] =

0 ! ! ! !
=] -y-tdt+ | yx)dx=1 v di+ | y(x)dx=2 | yx) dx
0 0 0 0
4.13 Teorema

Demagun f(x) funtzioa Fourier-en seriez garagarria dela, f(x) bikoitia bada beraren

) Tnx

Fourier-en serieak 5 + 8, €0s —— forma hartzen du
- n=1
!
2 Tkx .
2 = f(x) cos E dx k=01,2.... izanik.
0
Frogapena:
I I
1 wkx 1 - mkx
Formula orokorretan a, = — | f(x) cos 7 dx eta b= T f{x) sin 5 dx
‘ |
0 0

o kx . o wkx L kX

f(x) bikoitia bada cos —— bikoitia eta sin bakoitia direnez, f(x) cos ——
[ l l
- « . - nl:x .. 0 -
bikoitia eta f(x) sin - bakoida dira, 4.12 Lema aplikatuz
I

2 Tkx ) .

y = f(x) cos -7 dx eta b =0 balioak lortzen dira.

4.14 Teorema
f(x) funtzio bakoitia eta Fourier-en seriez garagarria bada bere Fourier-en seriea
!

- . Tnx 2 . mkx L
Z b_ sin - erakoa da b, = T f(x) sin — k=12, izanik.
n=1
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ANALISIA I 6. Gaia

Frogapena:
. Tkx . . Tkx
f(x) bakoida bada f(x) cos - bakoitia eta (%) sin - bikoitia dira, formula
i
2 T
orokorretan 4.12 Lema aplikatuz a,_ =0 k=0,1,2.. era b _= T f(x) sin I dx
0
balioak lortzen dira.
4.15 Adibidea
- Gara dezagun Fourier-en seriez fix)=1 -1 -t <x<0
) ) 0 x=0,x%
27 periododun funtzioa '
1 O<x<x
: ! ! 1 | 1
: i f : !
REH —nﬁ; U T s kY
1 ) ] 1
Sa————— am—k 1 S —
f(x) funtzioa bakoitiada = v k=0,12,.. a, =0
bid
o 2 . . kx| 2 7-1 o 2 E e 4
T | “m—rr“’*"r:(? cos kx o)‘ﬁ CCO D=
0

k=2m+1 denean

oo

4 4 = sin 2m+1)x
orduan f{x) = Z ————sin Cm+1)x = — 2 -—-—,7(————1—2—
m=0 2m+1)% T m=0 <07

- Hardezagun f(x)=1x1 -1<x <] 2]  periododun funtzioa
funtzio hau bikoida da, beraz  Vk=12,.. b =0 dugu
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2
) P P I
Ay = — x| dx Xdx = — —« =
0] [ [ 2
! 0 ¢
! =
2 mkx Ix T | 12 (
ak=—l- xcc-——z—— XZLT)\:T 7ax=d_‘=—l- ! ﬁt(cos}:t)—x—a‘:
J
(;,
2 2 -2 A 4]
— | tcoskidi=— | > =[k=2m=1 denear = —
= 7 \2m=1) ) 2m+1)" =~
0
Cm+17x
= COS
[ 4l ? [
[).I=—;)--—;; L

6.5 FUNTZIO EZ-PERIODIKOEN FOURIER-EN SERIEZKO GARAPENA

Demagun f(x) funtzioa (0,]) tartean definiturik dagoela eta bertan Dirichlet-en
baldintzak betetzen dituela. Tkusiko dugunez, f(x) funizioa jarraitasun-puntuetan Fourier-en
seriez garagarria da.

Horretarako zuzen errealean f(x)-en hedadura kontsideraruko dugu.

5.16 Definizioa

Izan bedi (0,/) tartean definituriko f(x) funizioa. Wy(x) funtzioa f(x) funtzioaren
hedadura periodiko eta bikoitia da baldin
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ANALISIATI 6. Gaia

1) y(x) = f(x) O<x<l baldintzak betetzen baditu
2) y(-x) = y(x) Vxe R

3) Y(x+2l) = y(x) Vxe R

y(x) funtzioa f(x) funtzioaren hedadura periodiko eta bakoita da baldin
1) wix) = f(x) 0<x<l baldintzak betetzen baditu
2) Y(-x) = -y(x) VxeR

3 y(x+21) =y(x) Vxe R

5.17 Teorema

f(x) funtzioak (0,)) t.rtean Dirichlet-en baldinizak betetzen baditu, tarte horretan

: : : . Y TOx
kosinuetako Fourier-en serier garagarriadaeta f(x) = 5 + 2. a,Cos - O<x<l
- n=1

{

Tkx
a, = J f(x) cos —— dx izanik.

[

~| v

0

Frogapena:

Garapena lortzeko y(x) f(x)-en hedadura periodiko eta bikoitia hartzen da eta y(x)
. _ R Tnx

funtzio honi 4.13 Teorema aplikatzen zaio Y(x) =5 + z 2, oS ——

n=1

!
2 Tkx )
Vk=12,. b =0 eta a-= T Y(x) cos - dx  izanik,

0
a, kalkulatzeko integrala (0,]) tartean egiten da eta bertan W(x) =f(x) dugu. Beraz

£(x) = W(x) = ; +22, 2 xe©) em b=0 Vk=12.
n=1

I

2 Tkx y
3 = J f(x) cos -5 dx direlarik.
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5.18 Teorema

f(x) funtziocak (0,/) tartean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu bertan sinuetako

Fourier-en seriez gara daiteke.
I

- ~ mnx
fx)= X bysin— non b=
n=1

~| o

. Tnx :
f(x) sin -5 dx k=1,2,.. diren

Frogapena:
Aurreko teoreman egin dugun bezala baina hedadura bikoitiaren ordez bakoita hartu
behar da 22 honi aplikatzen zaion teorema T.4.14 da eta emaitza enuntziatuan idatzi

duguna.
5.19 Definizioa

Jzan bedi fix) (a,b) tartean definitutako funtzioa. F(x) funtzioa f(x) funtzioaren
hedadura periodikoa dela esanzo dugu

19 F(xs =f(x) a<x<b baldintzak betetzen dituenean
2) FOo=T) = f(x) T=b-a izanik

S.20 Lema
A0

wix) dx,

<
s
E
2
(@]
oL
—
£
qa
3
[§4¢]
y
¢
{.1;
e
)
a
o]
Q
Q.
]
e
s}
£
o
©
.
£
<(
Q
——
o]
t
e
<
~
g
o
/‘
It

hots, @ zabalerako tarte guztetan integralak balio bera harizen du.

Frogapena:
a+® 0 ® o+

vwx)ydx= | W x)dx + | wx)dx+ y(x) dx
o o 0 ©
azken integralean x =0+t dx=dt aldaketa egingo dugu
0D ~O o o]
yx)ydx= | w@+)dt= y(ry dt=| wy(x)dx, beraz
v “0 0 0

0 A0 o ®

y(x) dx = y(x) dx + y(x) dx + y(x)dx = w(x) dx
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f(x) funtzioak (a,b) tartean Dirichlet-en baldintzak betetzen baditu bertan f(x)
Fourier-en sinu eta kosinuetako seriez gara daiteke, hots,

b
nx Tnx ' 1 rkx
f(x)z——-'—z ‘os——-b sm——l—— a<x<b , non a =-— f(x) cos ] dx
a
b
1 | TX . \
b, = T f(x) sin - dx eta 2/=b-a baitdira, (a,b) tartekc funtzioaren erengunastan
a
. fx) +f(x") .
seriearen batura — delarik.
Frogapena:
Izan bedi Fix) f(x) furn:zicaren hedadura pericdikoa R mulzoan F(x) serie:
a = el X N
A . ) 0 ] ( iLii . Plras
garagarmiadasta  Fiv == +z a,Co0s—— +Db sin—— ' non
- amt\ g ) i
1 Tk 1 ) oEDX . .
=7 F(x) cos 7 X e b, =7 Fluosin ¢x b-a=2] baitdira
1 J-Z
F(x) funtziorako lorturako formulek (-1,/) tarzean balio dute, baina (X} funtzicax
e . . R ToX
ezdu (-L.0) tartean zeran definiturik egon bernar. Bamma  F(x) cos — e
. ;Ckx . . . - .
F(x) sin — funtzioak 2/ periododunak dirazem 35.20 Lema aplikatuz
l iy
W rb
Tkx kX
= | F(x)cos — dx
{ {
J-I Ja
1 b
kX kX . ) B
F(x) cos - dx =] F(x)cos - dx era (a,b) trean F{x) =i(x) denez,
o
J-l a

107



ANALISIA I 6. Gaia

b b
1 Tkx 1 tkx )
a, = T f(x) cos ~ dx, b= T f(x) cos -7 dx ditugu eta-
Ch - ( . Tnx ‘
f(x) = F() = o + 2, o cos = + b, sin —- Vxe (ab)

n=1

5.22 Adibidea

Bila dezagun (0,1) tartean definituriko f(x) =1 -x funtzioaren garapena: I) kosi-
nuetan; II) sinuetan; III) sinu etz kosinuetan.

I) f{x) funizioaren hecadura periodiko eta bikoitia erabilike dugu

2 = (1-(-1)=2 =1=1
) 1 ,
W\/ \/\// %S
: ! IiX) = = + COS TIX
3 2 a1 d 2T
5 . N- U-x)g 1
;=2 | (I-x)dx=12 5 =1
JO
! u=1-x du = - dx
. =2 C ka = =
2, (1-x) cos wkx dx sin T
“a cos mkx dx = dv V=——7£—
r 1 B
=— | (I-x) sin whx Iy + | sin =kx dx | = cos tkx |y =
ik ‘ P k2
l_ 0 yro
- (CDF-1) = 0 k bikoita denean
n k© 4
—— k bakoitia denean
T k2

wids
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i
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1 4 /cosmx cos3mx C€OS IMX
beraz 1-x=—2—+—2 s+ — + — + .. |=
T 1 3 5
1 4 <= cos (2n+l)mx
=+ 2 > OD<xx<l
2P0 (2n+l)
I) Oraingoan f(x) funtzicaren hedadura periodiko eta bakoitia:
1

fx)= 3 b sinmnx em b=2 | (1) sinwiedx em g =0 Vk=0l..

n=1
0

b =2 (1-x) sin wkx dx

simtlxdi=dv v= 1
- K~
r ,/ 1 -1 \\—‘i'
| N ( 1. | l ) {/ N
| (x-Deosmxx COS WKX 1 | [ 1 1 ;
=2‘H - | - —cx”=2t—_- ——sin Tkx | =
| T , X . K T2 Lo
0 v ‘ X P
‘_ \\ 0 /I_' \ - ;\v,/
2 <« sinwnx
beraz -x =— > —— O0<x<l
X on=1 0

II) Orain f(x) funtzioaren hedadura periodikoa bakarrik;

3 < .
f(x)=—+ Z (a, cos 2mnx+ b_ sin 27 nx)

n=i

’ 1 :
NNNOMANNRAANN e

lQl -

o
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u=1-x du=-dx
a, = 7% (1-x) cos 2nkx dx = . - =
sin 271 kx
0 cos 2rn kx dx=dv v =
27k

1 ‘ 1
\ (1-x) sin 27mkx Il sin 27kx 1 -cos27mkx
= | -+ —_—_— = — - =
i 21k rtk 2nk

- .

ITK = |
0 .

\ 0 0

r u=1-x du=-dx
1
b, = —= | (I-x)sin2rnkx dx =
k 2] ' _ ] -cos 2% kx
0 sin 2w kx dx =dv V= —
27K

J

.
T R P Tl
2

—~1e L oA —

i~ 4 k7

(x-1) cos 2xkx | cos 2rkx 1 sin 2mkx 1
i
i

=

0

y  ———— O(X(l
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ANALISIA T 7. Gaia

7. GAIA
FOURIER-EN TRANSFORMATUA

7.1 FOURIER-EN TRANSFORMATUAREN APLIKAZIOAK

Izan bedi f(t} funtzio erreala eta jarraia. Definitzen dugu Fourier-en gansformatua

1 e
F(w) = £ ¢ adt ©=2xf
2%
eta alderantzizkoa
, 1 160 -
f(v) = F(w) e df w=2xf
i P
b

F() existtzeko, f{o)-k baldiarza baizu bete behar diru, baina orain ez gara homrsiaz
arduratuko.
o —

AR - . s . o ., S
k S Fartat~an b < \ Tt AT Al Adarzan haSim
() 2T IET4TIeIn ZAIC e Tunt IS '».LH ESONRNAIORR RH IS AN I 2T

09

alna Zeard

£

I
11

M o —— 33 PN C . Ci et T A 9
informazic ematen digun F{e % {{1-n ouruz!

Zer da F{w)?

F(w)-k, f(t)-ren maiz:asun-deskonposaketa 2maten digu. Guixi gorabehera honekl
esan nahi du f(r) funtzioa sinusoidalen integral bezala idatz dezakegula. Meaiziasun f
baterako, F(fy) = 0 baldin bada, funizio sinusoidaien integral horretan i maiztasuneko
sinusoide bat agertzen da, eta F(f;) zenbaki konplexua dela kontutan hartuz, hau da,

modulu bat eta fase bat duela, hortik ateratzen ditugu f; maiztasuneko sinusoidearen fasea

N

eta anplitudea. Beste era batera esateko, F(w) funtzioak esaten digu zein maiztasunetako
sinusoideak agertzen diren aiparutako integralean. :

Honek esan nahi du, F(w) eta f(t) gauza berdina definiizen dutela, hau da, funtzio bar.
F(w) aldatzen badugu, f(t) aldatzen dugu, eta f(t) aldatzen badugu, F{w) aldarzen dugu.

Zer gertatzen da F(w) aldatzen dugunean ?

1zan bedi f(t) funtzio bat, eta F(w) bere Fourier-en transformatua. Alda dezagun
F(w), H(w) funtzo konplexu batez biderkatuz. Eragiketa hau iragazketa deitzen da.
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Biderketa horren ondorioz f, maiztasun bakoitza aldatuta geratzen da bai fasean bai

anplitudean. Funtzio iragaziaren transformatua F(w) H(w) izango da.
Gutxi gora behera ulertzeko zer gertatzen den funtzio batekin iragazten dugunean,

horrela pentsa dezakegu: f(1) funtzioaren aldakuntza azkarrak goi-maiztasunen ondorioz
agertzen dira, eta f(t) funtzioaren aldakuntza mantsoak behe-maiztasunen ondorioz agertzen

dira.

Adimdez:

f(v)

Aldaluniza azkar ha.-k lorizeko goi-maiziasuneko sinusoideak beharko ditugu. Horregatik.,
funrzic honen wansf—matuak goi-maiztasunak izango ditu. Goi-maiztasun hauek kentzen

baditugu, hauv da, fu :zioa iragazten badugu goi-maiztasunak kenduaz, beste funtzio hau
lorizen cugu:

fl (0

f,(t) funtzioa f(1) funizioaren anizekoa da baina aldakuntza azkarrak desagert egin dira.
Alderantziz, f(t) funtzioaren behe-maiztasunak kentzen baditugu honako funtzioa lortzen
dugu:

Tkusten dugunez f5(t) funtzio honetan f(t) funtzioaren aldakuntza mantsoak galdu egin dira.
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Adibideak

Fourier-en transformatua asko erabilizen de seinale-tratamenduaren munduarn
Adibidez, irudien tratamenduan, Fourier-en a aplikazioak oso interesgarriak dira.

Orair ikusiko dugu nolako tratamenduak egin daitezkeen konputagailuen bidez. Kasu
honetan, irudiak ez dira erabiltzen funtzio 1ar'alah bezala, funtzio diskretuak bezala baizik.
Funtzio diskretu hauek erabiltzeko Fourier-en ansformatuaren espresio berezia erabilizen
da, baina orain ez gara arduratuko gauza guzti hauewaz.

Fourier-en transformatua bi dimentsiotan defini dezakegu irudiak erabiltzeko. Goi-
-maiztasun eta behe-maiztasun kontzeptuak lehen bezalakoak izango dira. Irudien
xehetasunak goi-maiztasunen ondorioz agertul\o dira.

Ikus ditzagun batzu

a)

LAt M d

e T

Irudia Irudi iragazia

I\a » honetan, irudi iragazia lertzeko, goi- meaizizsunak kendu dira. Ondorioz. irudiaren
h etﬁsunal\ galdu egin dira.

b)

Jrudia Irudi iragazia

Kasu honetan, behe-maiztasunak kendu dira. Ondorioz, beste eragiketa batzu egin ondoren,
irudiaren xehetasunak hobeto ikusten dira.
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Irudia Irudi iragazia

Baldintza batzu betetzen badira, mugituta dagoen argazki bat konpon dezakegu. Hau ere
iragazketaren bidez lortzen da

Fourier-en transformatuaren aplikazioak irudi-tratamenduaren munduan ez dira hauek
bakarrik. Gai honetaz inform:zio gehiago lortzeko:

"Digital image processing”
Rafael C. Gonzdlez and Foul Wintz. Ed. Addison-Wesley. 19738

"An introducuon to digital im: ze processing”
Wayne Niblack. Ed. Pretice/Hall. 1986

"Digital image processing”
William K. Pratt. Ed. Wilev-Interscience. 1978

7.2 FOURIER-EN INTEGRALA

2.1 Definizioa

(A(w) cos wx + B(w) sin wx) dw integrala, non o LX< 2l
0
1 l . o .
Al@)=— | f(thcosmwtdt eta B(w)=— | f(t)sinwtdt baitdira, f(x) funtzioaren
o T

<0 o

Fourier-en integral deitzen da.

oo

a
5 + 2 (a, cos nx + b sin nx) Fourier-en seriean n< N aldagaia we [0.) aldagai
n=1

S
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oo : )

jarraiaz trukatzen badugu, aldi berean z batukaria integral bihurtuz,
n=0

0
eta a, — A(w) ea b, — B(w) aldaketa logikoak kontutan haruz f(x) funtzio
ez-periodikoari legokiokeen seriea Fourier-en integral bihurtzen da. Izan ere, Fourier-en
integrala seriearen hedadura da | — e deneko kasura, hots, funtzio ez-periodikoetara.

Fourier-en integralaren teorema

Baldin f(x) etaf(x) funtzioak zatika jarraiak badira R-ko tarte guzdetan eta

| f(x) |dx integrala konbergentea bada ( hau da, I(x) dx absolutuki
“f
oc 0
-— - . {.oc
, . fey s ‘ RN
konbsrgentse bade): ———=———— = | (A{@) cos ¢+ Blw; sin %) dw - <X < oo
"0
) ‘IAOC ’ACC
N S 1 . . .
Alwy=— 1 fitycoswrdr 2z Biloy=— | fsinoeid direlarik
el T

Hemendik aurrera ———=—— zadduraren ordez f(x) idatzike dugu, jarraitasun-

-puntuetan hala delako eta etengunsetan baturaerdia ¢zla kontuan hartuz.
7.2-1 Fourier-en integralaren beste adierazpenak

Ikus ditzagun, orain, teorema honen beste adisrazpen batzu:

A(®) eta B(m)-ren formulak Fourier-en integralean ordezkatuz
\

IE 1
f(x) =J [ — | f(t)cos wtdt {coswx +| — | f(t)sin wtdt Isin wx | do =
0

T T
1 , . . 1
= — f(t) (cos wt cos @x + sin t sin Wx dt |dw = — f(t) cos (x-H)o dt dw
yrs 7
-0 O -0
, 1
hau da, f(x) = — f(t) cos (x-t) w dt dw
T
0 o0
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cos (x-)a eta sin (x-t)w @-rekiko bikoitia eta bakoitia direnez hurrenez hurren,

cos (x-wdw=2 | cos (x-)®dw eta sin (x-t)ow dw=0 beraz,
e d O e
1 1 L
cos (x-tH)o dow = 5 | cos x-Hodw= 5 (cos (x-t)® +1sin (x-t)@) do =
0 ' . Y o
1 i(x-Ho . 1 o
== e dw, berdintza hau aurrekoan ordezkatuz: f(x) = — () cos (x-tHyw dtdw =
= T
o0 O -0
1 \ C 1 ! HESHI6] .
=— cos (x-pwdw Hdt=— | (1) = dwdr, hots
T ; T -
=0\ O / .«“ ¥ -0
20 20 >a 7 oo
- ( ~
o 1 (x-0 . ; 1 { X ! ( N (014 ‘ .
f(x)=— fltye ¢dt edo f(x)=— | e 1 fue " dtidw
T 2 N |
- V-OO _-0 \ -0 )

7.2-2  Funtzio bakoiti eta bikoitien Fourier-en integralak

o

~

f(x) bikoida bada cos wt ere bikoita denez, A(@)=— | f(0)cos wrdt dugu

T J
0
eta sin @t bakoitia denez B(w)=0 beraz f(x) funtzicaren Fourier-en integrala
a0 .oo // _'m
2
fx)=1 A(®@coswxdw edo f(x)=— 1 | f(t) cos wtdt icos wx dw kosinuetako
T ;
Fourier-en integrala.
2 :
f(x) aldiz bakoida bada A(w)=0 era B(w)=— | f(t)ysinwtdt izango diraew
T
0
dagokion Fourier-en integrala  f(x) = | B(w)sin wxdw edo

0
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fx) = f(t) sin ot dt {sin wx do  sinuetako Fourier-en integrala.

Alw

-/ j
/

O
<

OHARRA:
f(x) ¥ x>0 bakarrik definiturik badago, f(x)-en hedadura bikoitia edo bakoitia
hartzen dira eta lortu:ako azken formulak erabiltzen.

7.3. FOURIER-EN TRANSFORMATUA
3.2 Definizioa

f(x) funtzioa emanik, ondoko integralari f(x)-en Fourier-en transformartua ceirzen
zaio eta F[f(x)] edo F(w) idazwen:

1 .
oy s + . -1,
Fli(x)] =F(w) =- f(he — dt
A P
v/ Law

- &1t ransformazioar :n huna esan ohi da

- integral paramewiko i 2ropioa da.

Fourier-en integralaren :dizrazpide esponentzialari begiratzen badiogu Ters carmian
f(x) funtzioaren wansformarus Zuenaz Yonturaruko g
o0 N o>
- ; .
1 . i . 1 .
PN 10X ! -1t . HO)L G
fix)y=— e | flhe dt|dao= Floye " dx
Dar i /
Ll J k*’ V 275

Azken formula honek Fourier-en alderantzizko wansformatua ematen digu.

7.3-1 Funtzio bakoiti eta bikoitien Fourier-en transformatuak

t(x) bakoitia bada f(t)coswtdt=0 eta f(t) sintdt=2 f(t) sin ot dt
) o0 o0 0
integrakizunak funtzio bakoitia ewm bikoitia direlako hurrenez hurren.
F{f(x)] = F(w) = f(t) (coswt-isin wt)dt = f(t) sin wtdt =
2n 2n
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2
= f() sinwtdt = -i —_ f(t) sin ot dt
T

20

1

2
—_ FS( ®) sin Wx G2 lortzen da, sinuerako Fourier-en alderantzizko
T J

0
Tansformarua alegia.

>3 >0 -

"
1
ey

’I
o
(@)
(92
o
=
(@]
lamd

; .
| ! :
~s > .. v ! . . . t ~ . -~
f(x) bikoidabad: | “sinoidi=0 en | fmcoswrdr=2
| | ’

R~ v
- '

Baldintza hori f(x)-2n Fourier-en integralean ordezkatuz

+°

3
fx) = —_ Fo(®) sin ox dw lortzen dugu. hau. hain zuzen ere, Xosinuerako

Fourler-en alderantzizko transtormatua da.
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ANALISIA T 7. Gaia

3-1.5 Adibidea

- Bila ezazu ondoko funtzioaren Fourier-en transformatua

f(x) = 1 Ixi<a
% 0 Ixi>a
i ord \ 1 } o HOIs
Flfx)] =F (o) = ity dt
27 )
, Lo ve, U1 e) 11 ke
o=0 Fo)= e dt= — Po= — {7 - =
Jamoo 27 | 1@ ) e
2 sin 2w i 20 osin
= — sin =Fui= — w=5
O © J o
o \ ) T sinao 3 [_j_
0=0 ImFw= im /— = [— 2 — 2 Q=10
/
o0 o0 [z o /- J T

- Bila dezagun aurreko funtziooren Xosinuerako Tourier-en Tansiommarta

waadiiclalidi g

2 ) sin @t |
— f(h cos e dt = o=
T 5 O i,
2 sinaw o
= [— w=0 o=90 lim F.lo) a
T () w—0

transformatu bera lortzen da funizioa bikoita delako.

- Kosinuetako Fourier-en alderanizizko wranstormatua erabiliz kalkula dezagun

20

sin a cos XM

i

dw integraia.
®
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oo a
2 sin aw 2
f(x) = Fo(w)cos xwdo = — cosxwdw = —1
T ©® o
0 0
sin a®
hemen aurreko emaitza 2ruciii dugu, hauda, Fo(w) =
w
2 ps
== f(x)= — xi<a
FI 2
E ]
T - T T
1
! !
0 '>a = .
7.3-2  Fourier-en lransj.r nctuaren propietateak
Balcin Fif] = T soda
a) F{f(x-a)] =299 Flw)
Frogare
. . 1 -1t r N - -lerv=a) a
Fif(x-3)] = =aye dt=lt-a=y dt=dv] = f(v) 2 dv =
2z ’
( h
1 -ia -y -la 1 -V, } -3 .,
= fiv) “dy=¢e il vie “dv,=e Ko
27 k./ 27
J
,
- 1 ()
b) Frf(ax)]=—F| —
) Flf(wo] =—F| 2
Frogapena:
.GO
-t 1 -ia(v/a)
Flf(ax)] = flatye  dt={at=y adt=dy] = ——= f(v) = =
Phis

-

ki

ws

=t

o

Las

s

ot

e

ol

-
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) 1 -1 [3))’ 1
= fiy)e **/ dy=—F
a/ 2w & _

) F[éiam £(x)] = F(w-a)

Frogapena:

oo oo

J e ) e dt = [ £ e & = F(o-a)

—oo o0

Fle'™ f(x)] =

d) F[x" f(x)] = i" FY(w)

Frogapena:

L] oo

Eréi 1 P ¢ - ) , 1 TP -iet
Fif(x)] = —— f(r: > dt = [w-rekiko deribamz] F(w) = Arf(tye  dt
A

=il J
o0

A L s W, 2 -t - .
berriro deribatuz F'( 1) = (4t f(- = dr, n aldiz dembatuz
2%
T - .0 . -i(l){ 4 T N < , 'i().)[
F(w) = it ) e dt = FY(0) = (-0 { S e dr =
27 2T )

= ()" F[x" f(x)] = Flx" f(x)] = —1—n FY(0) = " F(w) (i.(-i) I i")

(3) D"
e) FIf'(x)] =i0Fw) baldin lim f(x)=0 bada
X—T oo
Frogapena:
- & = du = -i e dt
1 -1t

FIfx)]= —== | (e dt= -

[/ on f(ydt=dv  v=£1)

it = = =

flthe

Jox

1 4 10
; () f(t) e dt =
- ,/ 2% 27
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ANALISIAIX 7. Gaia
(1) e .
—_— r - 0 lim f(x)=0  delako
X —yTeo
2n e
f) f(x) bikoida bada F(w)=TF-(w)
g) f(x) bakoita bada F(w)=-1F(w)
Azken bi hauek dagoenekoz frogatuta dande
3-2.6 Adibidea
- Kalkula dezagun g{(x)=x xe€ (-a.a) eta g(x)=0 Ixi>a funtzioaren
Fourier-en transformatua
2-1.5 Adibidean fxy=11 ixl<a funtzioaren transformatua
0 Ixi>a
' /2 sinao
Flw) = — 0=0 funtzioa dela ikusi dugu
T ®
2
— a w=0
s
gx)=xf(x) = Fle)]= Fxix)]= M F(w) d) propietatea
: " (aw cos aw - sin aw).
aplikawuz , beraz G(w) = / — 5 1 w=0
7T 0]
0 w=0
1 0]
- Kalkula dezagun orain Flg(ax)] = 'Y G 'Y beraz
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ANALISIA IT 7. Gaia

al — {cosal|— |-sina| —
1 2 a a
Flg(ax)] = = /—— > i ®=0
T 0
(?)
0 =0
2 @COsSW-sin@® |
T w*-
0 QJ:O

7.4 KONBOLUZIOA
4.7 Definizioa
f eta g funtzicen arzek > konboluzioa era honetan definitzen da:

0
-

Fo(x) =) = fx-v) 2(y) &y

2T
-

konboluzio hau integral inpropioa konbergentea den eremuan definirurik dago.
4.8 Adibidea

- Izan bitez flyy=] & y20 e gy = |siny 0<y<—
0 y<0 0 kanpoan

konboluzioa kalkulatu baino lehen f(x-y) g(y) funtzioa definitu beharko da:

f(x-y) g(y) = e &Y sin y 0<y<min (-‘;— , xj *
0 kanpoan
f(x-y) ezdanulua x-y20 edo x=2y, beraz
f(x-y) nulua da (x,%0) etaezdanulua (-oo,X]
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hauen
g(y) nulua da (-e,0) eta (/2,e0) tartean, ez da nulua [0,7/2]
ebakidura kalkulatzen bada biderkadura [0, min (t/2,x)] tartean
ez da nulua, eta kanpoan bai x>0 izanik
(7]
min | —, X
2
7 SRPEN 1 S(x-v) .
beraz, FgHx) = e " sinydy
2%
0
ks
5 n

e 1 241

[ (%~ . 5 ¢ ' =2
hauda, = <x (f*2)(x) = CY sir v dy = e

- 2% J 2V 2%

L 0 i
X

o L ixw) .. sinx-cosx+e”

5 >x>0 () = S sin v dy =

- Rt 2V 2x

Konboluzio-teorema
Baldin f(x) eta g(x) funizioak integragarriak badi-z X osoan, eta gutxienez bat
jarraia eta bornatua, F[f(x)] = F(w) eta Flg(x)] = G(¢»+ suposatuz  F{(f*g)(x)] =

= F(®) G{w) berdintza betetzen da.

Frogapena:
('OO
) . s . 1 iXx-¥)
Alderantzizko masformarua erabiliz f{x-y) = Flwye " "do
Vv 2%
eta hau konboluzioaren definizioan ordezkatuz
oo o0 \

1 | oy |

(F*)(x) = Flwe = ""dojgv)dy =

e(v) e ¥ dy |do = F(o) ¢ G() do

1
s

i
o Il
A
8 :
- 8
B
N’
(D N
g §
§|l
A
L &
.

s

ks



ANALISIA X e 7. Gaia

hau da, hain zuzen ere, F(®w) G(w) biderkaduraren Fourier-en alderantzizko transfor-
matua, hots,  F1[F(w) G(w)] = (f*g)(x)
Beraz, F[(f*g)(x)] = F(0) G(w)

Fourier-en integraletarako Parseval-en identitarea

Baldin f(x) eta g(x) funtzioak R-ko tare guztetan zatika jarraiak badira eta
f(t) g(t) dt integrala konbergentea bada

oo o0

(1) g(t) dt = ;1— F(®) G(w) do

—il

-0 ~oa

G(w) funtzio konpizxuada, G{w) bere konjokatua

f(x) = g(x) harmz F) = G(@w) = F) Glw) = F(w) Fw) = I Fw) >

e t) g(v) =17 peraz {T(t)

OHARRAK:

Kosinuetako eta sinuetako Fourier-en transformatuak OX  ardatzerdi positiboan
definiturik dauden funtzioei aplika dakizkieke, absolutuki integragarriak badira eta
Dirichlet-en baldintzak betetzen badituzte. Era honetan, sinuetako transformatua f(x)
funtzioaren hedadura bakoitiak emango digu, kosinuetako transformatuak, aldiz, hedadura
bikoitiak.

2

Gai honetako Fourter-en integral guztietan f(uydu  idaztean bere

"balio nagusia" adierazi nahi da, hau da

oo N
fuydu = lim f(u) du
N—seo
o0 -N
oo b a

(ez nahastu f(u) du = gl_)ni f(uydu + lim f(u) du balioarekin).
C=yo0

-00 a C
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ANALISIA I 8. Gaia

8. GAIA ,
LAPLACE-REN TRANSFORMATUA
8.1 LAPLACE-REN TRANSFORMATUA

Integral eragilearen bidezko trasformatua da eta hasierako balioa duten ekuazio
diferentzialak ebazteko erabiltzen da.

1.1 Definizioa

Izan bedi (0,<) tartean definituriko f(t) funtzioa. Ondoko integralari f(t)-ren
Laplace-ren transformatua esaten zaio eta L[f(t)] edo F(s) idazten

LIE®W] = | e £ dt = F(s)

“0
f(t) funtzioa R osoan ¢on daiteke definiturik baldin (1) =0 V<0

Laplace-ren transformaiua existitzen da baldin s-ren balioak existitzen badira
zeinetarako integrala konberger -ea bait da.

s aldagai konplexua da rokorrean. baina guk se L densko kosva azreruko dugu.
Hemendik aurrera, besterikx ez badiogu, funtzioak (0.=e) tartean definituko ditugy,

hots, f(t)=1 idaztean f(v) = 1 Vi>0 =

— funtzioa adierazi nahi da 0 Vi<

12 Adibidea

-fly=1 kalkula dezagun  L[1]

L{1]= e’s‘ldc—'—l e = k $>0
B T s 0 S
0
oo s<0
1
. beraz  L[1] = F(s) = v s>0

-Izanbedi f(t) = ae R, Zein da L[e?l)?
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o (- -]
at -st _at -(s-a)t -1 t
Lle™ = | ete*di={ G dr = - &2 5
s-a
0 0
1
= — s>a
s-a
oo s<a
at 1
beraz Lie™] = — s>a
s-a
1 - =30 e . .
s-ren balic-zn batetarako e f(1)dt  existitzeak zera esan nahi du:
0
T
-5t ~, N . 5 .. 4 Jp— . Y . .
a) e i) dr integralak exisdiu behardu ¥ T > 0. guxienez s-ren balio barerako.
0
T
(
N S A . . .\ . . , .
b) e’ f(t) &t ategralak T — e denean konbergentea izan benar du s-ren balicaren

0

baterarako. Iran ere thm e> f(ty = 0 bete behar da integrala konbergentea izan
—_—
dadin T — < denean.
Aurreko baldintzak bete daitezen bi definizio emango ditugu.
1.3 Definizioa

f(t) funtzioa [c.3] tartean zatka jarraia da baldin tarteko puntu guztietan, puntuen
kopuru finituan izan ezik, jarraia bada, etengune hauetan alboerako limiteak finituak direlarik.
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ANALISIATI 8. Gaia

f(t)

Funtzio hauen gehien inte-
Tesatzen zaigun propietatea

Integragarritasuna da.

o X, X, xsj Bt Funtzio hauek [¢, ] tar-

f tean integragarriak dira.

Funtzio hauen artean {(.T] motako tarte guztietan zatnXa jarraiak direnak interesatzen
zaizkigu, azken hauetaz [0,e0) tartean zatika jarraiak direla esango dugu.
14 Definizioa

f(t) funtzioa ordena e:ponentzialekoa da t — o denean, baldin M, T>0 en

ce R zenbakiak existitzen hadira non

[f(t) | <M ™ Vi>T (edo e f()l<M Vi>T)
(V) M %
M K
t
1
]
M £(0)

_t aldagai askearen T balio batetik aurrera f(t) funtzioa M e®™ eta -M e kurben
artean dago.

, Adibide bezala K, t, sin at, cos at, €3, t* sin at ebt ... funtzioak eta haien
arteko konbinazioak jar ditzakegu.



8. Gaia

ANALISIA T

15 Adibidea

t

=e =

2
funtzioa ez dela ordena esponentzialeko funtzioa

t
- Ikus dezagun ¢
PR . R ¢ AN , - t
a e R existituko balitznon e f(O!I<MVY1t>T den e ¢
tz-ar
" da, hots ez da bornatua, beraz ezin da ordena

eta Im e
[

2 2
= -at t(t-aL)
=€

=o0

esponentzialekoa izan.
Izanbedi A ={f(ty t1t>0/f(t) [0,) tartean zatika jarraiaeta t — oo
denean ordena esponentzialekoa pbait da}

1.6 Teorema
.non L[f(x)] = F(s; existizen baitda V s> .

f(tye A bada ce R exisdizends

Frogapena:
fle A = =ZMT>C,ce R/ If{Dic<Me® Ti>T

b o
integrala konbergenteada €

T finkoa da, e i e
!
"0
T e
=S srn 3 S5 ~eN 3 [ 3
& ey dt e T (R4 e: konbergenteck badira.
| |
0 T
T
¥ Yg e (v dt existzen da, 1) [0.T] tarrean zatka jarraia
0
eta Vs et bertan ere, jarraia direlako
oo oo /‘oc !’ﬁao
, St St ) Sty OO st
* e dt < { fe™ () 1dt € | le®Me | dt £ M | e dt =
T ’T °T i)
-M H(s-C)t o0 M '
= — (e )= —_ s> 0 bada
S-CL -
oo s bada
130
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oo

Hau da, e*' f(t)dt integrala s> denerako konbergentea den

0
integral maioratzaile bat onartzen du, beraz bera ere konbergentea da.

oo

Bi integralak elkartuz e f(di integrala  Vs>o  denean

0
konbergenta dela ondorioztatzen da. .

Hots, Vs>oa IL[f(1)]

Aurreko teorematik F(s) funtzioaren definizio-eremuak [ct,eo) erako tartea barnean
duela atera dezakegu. Har dezagun sy =inf {sje R /V s>sy JL[f(] } balioa,
V' s>sq F(s) existitzenda. F(s) s<sy denean dibergentea dela eta definizio-eremua
(g, o) edo [sq, ) erakoa c-la froga litezke. s, balioak s-ren konbergentzi abzisa izena
hartzen du.

Elkarrekiko teorema e. da orokorrean egia. Izan ere A multzoan ez dauden eta
transformatua onartzen duten f .ntzoak existitzen dira.

1.7 Adibidea

1
Izan bedi f(t)y = — t>0 funtzioa.

+

L

Funtzio hau ez da [0,T] tartean zatka jarraia zeren,

Hm, f()= bait da, beraz  f(y ¢ A
t—0 "’
he -st 1 -st -1/2
Hala ere Lf()] = e —dt=| et dt
t
0
X dx )
st=Xx s>0 t=— dt=? aldaketa eginez
-1/2 4
_ x( X O-X__l X -1 _1 [1_ T
L[f(t)]— € (?) ';—S—lla € X dx—sll’lrk—f = -—S— s>0
0 0

/ s
hau da Vs>0 F(s) = < funtzioa existitzen da.
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Laplace-ren transformatuaren linealtasuna

Baldin L{f(t)] =F(s) Vs>s; eta L{g{n]=F(s) Vs>s, badira Vo,Bs R
Llcf®+Bg®]=aLf®]+BLg®)]=aFs)+BG() Vs>max {s51,5,}

Frogapena:

oo

-5t

Llof(y+ Bg®] =| e (af®+Pg®) di=a | e f{tydt+P | e gltyde=

0 . 0 L 0

l
= a F(s) + B G(s) YV s> max {51’52}- Vs>s, Vs>s,

Teorema hcnzk funtzioen transformatuak existizea eskatzen du, baina baturaren
transformatua exis:i daiteke batugaien wansformatuak existitu gabe. Izan ere, f(t) funtzioak

ez badu transformaturik onctzen -f(t) funtzioak ere ez du onartuko baina (1) - £(r) = 6(1)
funtzicak bai  L[f(t) - f(t)] = L[B(1)] = 6(s).
1.8 Adibidea

-Izanbitzz f(O) == eta gD =e™ a>0 funwiocak, haven Tansformatuak
' 1

1
— s>a eta . s>-a dira hurrenez aurren
s-a S+2
R , 1 1 23
beraz L) +g)] = —+— = —— $>a
S-2  ST4 e
sT-a
- Harditzagun fj()=e* a>0 eta fr()=-e* a>0 funtzicak
1 -1
= e— qf ) [ — > 1 r
L[f, (1] = s>a eta L[] = s>a beraz
L{f.(©) + £(0) ! ! 0
]j=— - —= >
10+ 5 s-a  s-a 324

Halaere () +6,(0) =80 en LiB(t)] = 6(s) s
Adibide honetan ikusi duguna dela et ondoko definizioa emango dugu:

1.9 Definizioa

_ s-aldagaiko bi funtzio berdinak direla esango dugu s-ren balio batetik aurrera berdinak
badira.

Definizio berri honekin linealtasun-propietateak balio izango du.
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8.1-1 Funtzio elementalen transformatuak

1 1
aty .~ -aty -
a) L{e]—s_a s>a Lle ]'s+a s>-a
k k
Lke¥ = — s>a Like™=— s>-a
s-a s+a
1 k
L[l]z—s— s>0 L[k]z—s— s>0
n n!
b)L[t]=;n—+T s>0 ne N
o TI'(a+l) .. .
¢c) Lt ]= g s>0 cge R a>-1 (I'(a+1) existidadin)
Sa-w-
a
d) Lisinat] = — s>0 Llcos at] = —; s>0 a>0 izanik
s™ra sT+a”
a S
¢) L{Shat] = —— s>z L{Chat]l = —— s>tal
sT-a” sT-a”

f) Heaviside-ren unitate funtzica edo unitate-maila funtzioa

U@ =Ca=; 0 t<a
Ly=====--=-° i
\ 1 t>a
0 a
oS
L{UGa)] = — s>0

1-1.10 Adibidea
-Demagun  f()=-32+2t+6 . L{f(t)] kalkulatuko dugu
LM =L[-3 2 +2t+6]=-3L[2]+L[t] + L[6] =

21 1! 1 6 2 6 6s:+25-6
=3l = |+2| S |+6 m=mt b —=— s>0
2 53 S2 S

2
S3 S 53

- Orain f(t)=5e*+2sin2t-¢ dugu
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LIfO] = L[5 e + 2 sin 2t- 3] = SL{e* +2 L{sin2q] - L[] =
5 1 2 3! 5 4 6 4
B VR VR >
T T T
s>4 s>2 s>0
- f()=1"7 bada kalkuladezagun L[{"/?]
7 9. Y1531 (L 133
L =L} = ——~= = q -
105 T
=— [ < s>0
16s S
8.1-2 Laplace-ren tansf.rmatuaren propietateak
1) 1. Translazio-propietatea
fye A ewm L[y =F(s) bada LM 1)]=Fi-2
Frogapena:
L™ ()] = J et e f(1) di = J eV 1) dt = F(s-a)
0 0
1-2.11 Adibidea
. s+2 s+2
- L[e'z' cos 3t] = -—(—7—)——— s+2 >0 = Fel=—e—— s>-2
(s+2)" +9 sT+4s+ 15
34 4! . 24
- Llet]= - s-3>0 = F=—7 s>3
(s-3)° (s-3)”

2) 2. Translazio-propietatea

T f()e A e L[f(t)]=F(s) bada L[f(t-a) U(t-a)] =e®BF(s) a>0
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Frogapena:
L[f(t-a) U(t-a)] =J e f(t-a) U-a)dt :J e f(t-a) &t =
0 ) a dt=dx Xe (0,°°)

tra=x te(a,o)

oo ]

= J S ) dx = e J e f(x) dx = e F(s)
0

a
1-2.12 Adibidea

- Kalkula dezagun g(t)= (+-1)> t>1 funtzioaren transformatua

3t 6’

() = £ u(t-1) beriz  Llg®]=e LO]=¢" S =—  $>0
S S

3) Eskala-aldaketa
1 )
ftye A eta L1 =F() bada Lif(ay] = ’ F (z) a>0 izanik

Frogapena:
= ar=x [x
-5t - \_; dx
Lif(a)] = | e flat)dt=l t =x/a = e 7 1(x) ==
dt = dx/a “0
- (S \
1 7 1 S
=—J e aj‘f(x)dx=——F(——) s>as,  denean
a a a
0

1-2.13 Adibidea

-Llcost] = s>0 dela jakinik L{cos at] kalkulatuko dugu.

2
sT+1

I _1Fs_1 a B B S 0 ed 0
[cosat]—z- o iy T = s = 2 (—a-> edo s>

2 2
a S 1 52+a S+
— |+
a 2

4) Funtzio baten deribatuaren transformatua

f(t) funtzioa [0,e<) tartean jarraia eta t—> oo ordena esponentzialekoa bada f(t)
gutxienez [0,e0) tartean zatika jarraia eta ordena esponentzialekoa ere izango da. Kasu
honetan L[f(t)] = s L{f(1)] - f(0)
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Frogapena:
Jodezagun f(t) funtzioak etengune bakarra duela t=c puntuan
LIf'(t)] =J eS'f () dt = lim e *'f () dt T>c hartuko dugu
T
0 0
T c T
I=| e¥f'@dt=| e f'@de+ | ¥ f(@adt
0 0
(0,¢) eta (c,T) tarteetan bai f'(t) bai f(t) jarraiak dira
e*'=u du=-se™ dtig zatikako-integrazioa eginez
: c T
f'@dt=dv v=1£) i t= fn)e™ @+s[ e fn dt+ 0 e L+ SJ e¥ f(ndr=
0 c
T
= £(c) - £(0) = £(T. T - f(c) & +J et f() dr=1
0
T
f) e A = ILIY] = Tlim J e f(t) dt=F(s) , hau alde batetik
0

bestetk IM,T; >0 eta ce R/ [f) f<Me® Vi>T; beraz

-5 -(s- -(s-o)T
T>T, lf(l“)e”Tl <e(5a)TM eta T-—>e denean Hm e(Sw M=0

1 00

b o

beriz Lm £T)e* =0 s>0  denean
) T—seo
T

I=fMD)eT- 0 +s | e f@)dt eta

0
T

LIf'@®)] = lm I=1lim |s| ef@dt+fT)e™ |-£0%=sF(s) -0

T—eo T—oeo
0
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1-2.14 Teorema

f(t) funtzioak t=a puntuan etengune bat badu

LIE'©) = s LIFW] - £07) - e ( fa*) - £(2) )

Orokorrean t=a;, t=as,., t= untuetan etena bada
1 2 4 D

LIE 0] = s L) - 107 - 2 e [f) - )

Lehenengo deribaturako lorru ditugun emaitzak orokortuz:

1-2.15 Teorema

Izan bitez f.f',... "D 0.) tartean jarraiak eta T — o= ordena esponentzialekoak
eta [0,e0) tartean zatika jurTaia bada L[fﬂ>(t)] ransformatua existituko da eta zera balic
izango du:

LIYD] = s" L] - s*L 07 - sP2 £(0%) - o, -5 2200 - D0

Frogapena:

Frogapena indukzio-met>doaren bidez egiten da

LIE"(®] = s L[f (0] - £'(0%) = s (s L[] - £(0%)) - £°(07) =
=52 L[FD] - s f(0%) - £'(0%)

1-2.16 Adibidea

- L[1] kalkulatzeko f(1)=1 funtzioaetabere f{'(t)=0 deribatua erabiliko dugu
L[f'(1)] = L[B()] = 6(s) jakinik LIf'(1] = s LIf(1)] - £(07) =
=0=sL[1]-1 = L[l}=1/s

- L[sin at] kalkulatuko dugu
f(t) = sin at f'(t)=acosat f'(1) = -a2 sin at
formula aplikatuz L[-aZsin at] = s2 L{sin at] - s f(0%) - £(0%)

edo -a?L[sinat]=s?L[sinat]-0-a = a=(sZ+ a?) Lsinat] =

= L[sinat] =

2 2
s +a
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5) Integralen wansformara

=) 2
) I N
fitye A et L[] =F(s) vbada L, ) dri‘=~——-~s— f(x)dx a290
{
L |

- Kasu parzkulama

]
a=0  bada Llf{x;\m!:
] ]

tf Xaf Xao [ X \ 3 ) 3
B A | -
L n we ] L) dxy fdxg | gy xR =
bl . a ! P ! Co
I LY 1 o | ! | : ]
“a a4 100\ 12 A J / ‘ 7
. L XA N
kY o2 : { - }
1:(5\ 1 1 { (.
oSy 4 - , IR A B :
= -— . Hx. - . fix) dx,y ‘dx,\ -
e qn A S —L_‘ 1 i | N i ; -
S S S P ]
. G )
AR S - N A
o P S ! |
1 ! s o 4
- Tz i i X ' CK1 RS ':i\q - -
-= 1 i - : - >
S l ; ! i !
‘0 l\.\v:l. Va J J
a [ ~%a S 3 \\1
j .
: |
1 { » i |
[ Y 3 C L
pealll B N I(x,) dx, I dx_q hdxg
J o | |
0 \ ES "\ - J J/
Frogarena:
f(t) ordena esponentzialekeca bada g(t) = | f(x)dx ereorcena
o
a
esponentzialekoa dela frogatutzat joko dugu
t o g(t) =u gty di= f(tydr=du
/ < = %
-St -

1l
[¢']
qQ
Pty
e
(&9
~t
i

L} 1) dx | =L{gv]

e
a 0 C‘Stdtzdv V=-—§—
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-st -sT '
gt) € = 1 o = - (O N
=- | +— e> f(t» dt= hm + +—F(s)=*
"6
0 l,c
F(s) 1 F(s) 1 | _
- f(x)dx = —-— | fiax a0
S s s s
Ya "0
P o . gme
* g(t) ordena esponentzialekoa denez Lim =0 da
T oo S
1-2.17 Adibidea
N
Pboa ’.
- Kalkula dezagun Loj s ax,
P |
. e- 2, v ] , . .,
formula aplikamuz L | XTdx )= — ( kasu partikularra da )
n; i
- C -
] ;
A 28 i (‘ 2 20/ 2
Ligl=—x = L |¥x x| = — = — s>0
s ; > s”
L7 J
&) t° fakrorezko biderkakew
floe B em LIf(D]=F( bada L[FiD] = (- FY(s)
Frogapena:
Indukzio-metodoa erabiliko dugu frogatzeko
r=1 L[{D]=F(s frogatu behar ca
oo ‘/ (‘fx \\: r:c»
. S ~ss . 1 -s . ! BN
F(s) = ‘ e fndt = FEy= o ¢ lma = (™) fyd=
Do i
. | J
0 Rt ) 0
-5 ~, -st ; ) . ; t
= —teFf(ydi=-| e @f))di=-L[ fn] = Ltfw]=-F(s)

0 0
n=n denean betetzen dela suposatuko dugu, hots, L[t" f(1)] =
eta (n+1)-erako ere betezen dela frogatuko dugu
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1" EVGs) = ( e " f(1) dt s-rekiko deribatuz gero

|

0

CPF e =l | et ind | = | 0 fdi=| —tet )=

P
[en)

©v
<
<

[=S]

b e d= - LT ) = LT ) = (DFTFTU)

1-2.18§ Adibidea

fye B eta L[f(t)]=-5) bada lim Fs) =20
Frogapena:

f(ty [C,T] tartean zadka jarraia denez bornawma da beraz

Vie [0T] HOIsM; = [H)IsM; 2% w>0 vire [0,T]
f(t) t-»oo ordenaesponentzialekoa daere.beraz =M., T>0 e
ce RT / (5! < M, e* Vi>T

Hauda M=max{M;,M,} badz V>0 [f{5j:<M g%t

'AOO ‘ oo =<}
;!, (
) | -5t A . R P R o
lF(s)!:lJ esz(t)azﬁs e i_t)ia:\i! e Me dr =
i x
i | ]
io b Y “0
(st I ey o M
=M (Sa)'dt— (e<sa lg) =— s> beraz
S-CL s-OL
0
lim IFGs)! < lm — =0 = lim F(s) =0
S0 S S-a Sy
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ANALISIA T

8) 1

faktorezko zariketa
fhe F eta L[f()]=F(s) bada L[f(t)/t]=] F(x)dx

Frogapena:

Izanbedi g(ty=f(t)/t t=0 edo f(t)=tg(t) biatalen transformatua
bilatuz L)} =L[tg()]. baldin L{g(®)] = G(s) bada F(s)=-GC'(s) =
= G(s)=-)F(s)ds+K K bilatzeko 7) propietatea

erabiliko dugu, hots, lim G(s)=0
§—300

(F(s) ds = His'  dela suposatuz Ci{si=-H(s) + K izango dugu.
iim Gis)=liv ((Hs)+ Ky = (0=-lim ='s)+ K= K= im H(s) = H(e)
> ’ §—po0

S—0c S— <

beraz  G{s)=- H(s) + H(ee) eta Barrow-cr erregela aplikatuz

{/‘
. .., | N
G(S) = Hioc} - = s;= 4 F(S) cs lortoiis duen
s
DT .
Hau da [ — | = F(x) dx
Lt J
o
S
1-2.19 Adibidea
‘OC
r{'sin 7 2 o I
;:—-——g:l ——di=arcigxl = -arcigs
1 t A - fend - £ -~
- - x7+1

9} Funizic periodikoen transformatua

()e A funtzio periodikoa bada, T periododuna hain zuzen ere,

v

T

1
LIf)] =—= | €™ flnd
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ANALISIA T 8. Gaia

Frogapena:
oo T 2T 3T

LIf(D)] = [ et dt =J e £(t) dt + { S (D) dt + J et f(t) dt + .......
0 0 T 2T

lehenengo integralean t=u, bigarrenean t=T +u, hirugarrenean

t=2T +u,...... aldaketak egiten baditugu zera lortuko dugu:
T T T

LIf()] =J ¢ f(u) du =J ¢ ST §(T+u) du +J ST £ T du + ..o =

0
T T T

¢y}
= J ™ f(u) du + ™ J e f(u) du + e =T J e f(u)du+...... =

0 0 0
T T
T ] @)
=1 +eT+e®T 4+ Jesuf(u)du =

0 0
(1) f(t) T periododunzdenez f(u) = f(T+u) = {2T+u) =

e f(n) dt

(2) progresio geometriko baten batura, arrazoia e’ <1 izanik, ——= da
10) Hasierako balioaren teorema

ft)eA eta L[f()] =F(s) bada, f')e A buda lim_ £ = lim sF()

t—0 " S

Frogapena:

oo

LIf'(®)] = J e £'(t) dt = s F(s) - £(0)
0

7) aplikatuz Iim Lf'M)]=0 = lim (sF(s)-f(0M) =0 =
S—x0 §—300
= lm sF@s) = f0") = lim, f(t) dugu.
53 t—0
1-2.20 Adibidea

-f(t) =cost L{cost] =

2
s”+1

142



Siea iz

ST

*. 8. Gaia
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2
. . s ) s
m cost=1 hms(———)= lim -2——=1
t—0 S—y00 52+1 s §°+1]

11) Brukaerako balioaren teorema

f(t)e A eta L[f(t)] =F(s) bada, f't)e A bada Hm £ = ll-l;noo s F(s)

t—0

Frogapena:

oo oo o0

LIE'®]=sFE)-f0N = | et f@)dt = lim | e f@dt=| f@)d=

s-—0
0 0 0
= lim (f()- f(0)) = lim (sF(s)-f(0) = 1111(1) s F(s) = tlim f(v)
{00 s—0 5= e

[0,0) tartean ari garelako f(0) = f(0%)

8.2 LAPLACE-REN ALDERANTZIZKO TRANSFORMATUA

A multzoa jadanik ezagutzen dugu. Har dezagun orain beste hau: F = {[s,%) erako
tarteetan definituriko funtzioak }. Laplace-ren transformatua bi multzo hauen arteko aplikazioa
besterik ez da, hau da

L:A—>F L{f(t)] = F(s) s> 8g
Orain ondorengo bi galderei erantzuten saiatuko gara
a) ba al da aplikazio hau injektiboa?

b) eta suprajektitoa?
a) f,ge A eta LIfO]=L[g®)] = 1O=g®

Beste era batera: Ba al du L[f(t)] = @(s) ekuazioak soluzio bakarra? Erantzuna
ezezkoa da, ikus dezagun kontrabidea:
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221 Adibidea

2ym o |
1
1
1 i 1
1
1
0 0l a
(1) gt
- ;43 “,.”
L{f(t)] = < s>0 Lig(l=1| e g dt = e dt-| e dt=
| j
0 "0 Y2
= e di=— s> L = Ligit] baina () = SAY
S
0
2.22 Dernnizioa
T 1>0 i N(a) du =} baldintza cerezen duen funizion funizio nuly
!
esango dicgu.
Funtzio nuluen artean punwi-Xopuru finituan edo iniinitu zenbakigarmian zan 2TiK,
besteetan 0 balioa harrzen duten funtzioak dirugu.
Lerch-en teorema.
Baldin f(t) eta g(t) = A 2:a sy existitzen oada nen 75 > sy
res — 3 . SORN e
LIf(D] = L{g(t)] baitda  f(t) = g(t) + N(1)
Honek f(1) e g(t) etenguneetan ezik berdinak direla esan nahi du. Beraz (1)

era g(r) jarraiak aukeratuz gero O(s) ekuazicak

2.23 Definizica

Baldin F{(s) = F emanik {1 = 4. aon LI{] =7F¢s; bait da. =x
f(t) F(s) funtzioaren Laplace-ren

f(t) = L"Y{F(s)] idatziko. Hau da.

fy=LFs)] % LF@] =F@)
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soiuzio bakar bat izango du.

. a3
2Xistitzen 2aca.

) 2
alderantzizko transformarma dela ssango dugu 2@
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b) Baaldu F multzoko edozein funtziok alderantzizko wransformaturik?

Berriro ezezko erantzuna eman behar diogu galdera honi. Honen zergatia
wansformaruaren propietateetan bila dezakegu:

10) Hasierako balioaren teorema }ina f(t) = m sF(s) betedadin
— S —o0

lim sF() = lim s. lim F(s) eta lim0 f(t) = direncz lm F(sj=0
S—roc t—

S—yec §—ro0 §—oc
derrigorrez bete behar da (7) propictatea ). Aldi berean  lim s F(s) o>  ere bete

. . J‘ ~ . . v .
behar da. Baldintza hauekin s, —,e.a. funtzicek ezin dute alderantzizko
Vs
wansformarurik onartu.  — funizioak, ordee, eduki izzake.

-1 Laplace-ren clderanizizio tramsformatuarer propiciateak

&.

ko)

Aldesrantzizko troansformeatuaren propietateak transformiatuaren propietateed
dagozkienak dira, hau del. eta aipatu besteriic ez dugu egingo

0) Linealiasuna

P s Cr-lr=/nv1 ool E FeN L e
LYo )+ [:- Uiy = ¢ L 1’“’.‘{5)} -+ .D L ‘[‘:‘k\::; = %) - S ool
1) 1. Translezic-propistatea
- 1 ~—
L F{s-a)] = e {{1; = e L HF ()] 220

=
J
s

iranslazio-propietatea

Eskala-aldakete

LI
~—

L Fas)] =

) [ -t
A ——

™ I —
ry
TN

4) Funizio deribatuen alderantzizko transformatua

LUE()] = (1R O 1)
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5) Integralen alderantzizko transformamua

.. . O . 1 l' .
Baldin lim - <> bpada L F{u)du 1=
J

t—0

§) s fakiorezko biderkaketa
. ; .. .. PPN ~ 1) A
Baldin f“)(t) {0,00) tartean existitzen bacdaera £{07) =507 =..=1" 0™y =0

LsM E(s)] = Mz

7) st faktorezko zatikem

R |

"
F S i i |
Jl— ( )' % U ! ) dxy 1o dr y ldx
H i

L

L =

ul
i
|
‘o "0 70

3.3 KONBOLUZIOA

N -

24 Definizica

T Wy £ T e = A rarmnals T —~ 1 e ~a
Tzan bitez £(0 eta g(t 2bsolutuki integrazarriok F mulizoan. Kontsidera dezagun
— 1 e _,) e . eal cmiprnla v marameareag Anelarle ki inraorala

= J I\ < jRets -reiKO .Ilu,:ulh.,x. X DUramiuweoa Quelar X, Oy T ZTasd

<onpergzentea den mulizoan detiniturik dago; izan redi A multzo hori. A mulizoan, (X
iy e g(t) funtzicen arteko konboluzio daeta h =1z idaiziko dugu.
Kasu partikular bezala, ¥ t<0 f(t) = g(t) =0 funtzioak harizen baditugu

f(x-0)=0 WV i>x delakontutan hartuz
X

{

hix) = (f*g)(x) = | f(x-t) g(v) dt

Xonboluzicaren bidez ondoko galdera honi erantzun nahi diogu:
H(s) = F(s) G(s) bada non F(s)=L{f{p)] eta G(s)=L{g®] bait dira baalda
t

]
H(s).= L[f(t) 21?7 edo LIf(v) g()] = L{fn] L{g®]? Bermiro ere erantzuna ezezkoa da
hurrengo adibideak frogatzen duenez:
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3.25 Adibidea

f(th=t eta gt)= funtzioak hartuz L[t} = —15 ,
S
. t ety 1 ' 1
LIE® 0] =Lite] = - Cie'D) =- (S—T) =—
(s-1)"
1 1 1
eta  LIO] L[gW)] == .~ =5 s>1
& Sl s

desberdinak direla ikus daiteke.

Orain galdera beste era honetan egingo dugu: ba al dzge  h()
etz existizen bada zer-noiako e

L[n(t)l = L{f(1)] L[g(t)] beteko bait du?

g(1) funtzioekin?

gl
=

1
t —
Lie'l = —

s>1

Galdera hauei eranizutsko konboluzie teorema emango dugi

Konboluzio-reorema

8. Gaia

bi emaitzak

konparatuz

funtziorik non
rlazio dv f(r) et

f(t),g(ye A eta LIEOI=Fs)y, Ligl)] =G(s) badin
‘1r‘v"/ 7N ( - . . R} P - -
L7[F{) G = l i) gix) dx = (FFg)ix edo
-/0
LYFG) G(s)] = L YF)] = L HG(s)] eta transicrmatuarskin

rogapena:
Demagun L[f(1)] ewa L{g(t)]

g -
l
J

t

Li(f*e)9] =

= i
Y0 LY
te [0,00) et

integrazio-mugak hauxe izango ditugu

“(e=

g [O,00)

beraz L{(f*g)(0} =

‘0 \x

147

e¥ (FF N di= | e | ftx) g

xistitzen direla V s> So

\\ ﬂ,\

| — .___-_____l

X € [u,t] dugu, integralak elkarmukarzen baditugu

eta 1€ [X,00)

J e f{1-x) dt |g(x) dx , barruko integralean

v

-

s

-
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t-x=u eginez  L{Fg®)]= Je'-"(‘”) f(u) du |g(x) dx =
0 0
= ™" J e f{u) du J g(x)dx =] e F(s) g(x) dx = F(s) { e g(x) dx =
0 0 0 “0

LI{f=g)(0)] = F(s) G(s) = L[£D] L{g(1)]

8.3-1 Konboluzioaren propietateak
1) Trukatze-propietatea
(fxg) = (g*D

Frogapena:
X

(f*g)(x) = J f(x-t) gt it=[u=x-t du=-df aldaketaeginez=

0
.0 X
= { f(u) g(x-u) du = | gfx-u) f(u) du = (g*D(x)
Jx ;',)

2) Elkartze-propietatea
t*(g*h) = (f*g)*h

3) Batuketarekiko banatze-propietatea
f*(g +h) = (f=g) + (f*h)

4) (f=6) =0

Baina orokorrean f*1=f

3.26 Adibidea

1
. -1
- Bila dezacun L {m}
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1 1
F(s) = 3 eta G(s) = I aukeratuz
LYEGs)]=e3t=f() ~ LYGE)] =et=g(t)
t t

- X) X 4
L-I[G?S_)Ts'-—f)}zﬂl[?(s) G = | fx) g0 dx = | e300 e ax =

i
€4X
-3 43 -
:et e‘dx=e3t __4_

0 0

tj 4t T -3t
_3[(6 -1) e -e

=¢ =

0 4 4

H(s) = — bait da.
s7{(s+1)
1 1 ) ) . 4
H(s)=— —== =F()G{s) = F@)=L[1] e Gi{s)=L[e]
S-"— \S'-"l)
t 1 ~
h(r) = [ f(e-x) g(x) dx = J (-x) e dx = tJ e dx - J xedx =
0 0 0 0
r t
= [ x=u du=dx| =1t (-e"ly) - -xe'xég-[ e dx |=
0
X 3. X _ ., i i
e dx=dv - =V =t(1-e_t)-(-te[+ (—exlg))=

=t(l-eh+tel-(1-eh=t-1+et
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ANALISIA I 9. Gaia

9. GATA
EKUAZIO DIFERENTZIALAK

9.1 SARRERA
1.1 Definizioa

dy ) ng
F(x,v,v,..y") =0  motako ekuazioak, non =2 e v = — diren e
dx

F funtzioak x aldagaiaskea y, menpeko aldagaia, eta bere n lehenengo deribanei lotzen
baitdie n. ordenako ekuazio diferentzial arrunt izena du.

1.2 Definizioa

Ekuazio diferentzial baten ordena ekuazioan agertzen den y-ren deribaturik
handienarena da.

1.3 Definizioa

Ekuazio diferentzial ba::n maila F funtzioa polinomica denean bakarrik definitzen da
e zera da: F polinomioarzr v,v',...,vV-arekiko maila.

1.4 Adibidea
o) 2 2 : ' 3
- 3x"y=+sinxy +y'et=0

kuazic diferentzial ~au x al

dagalarekiko ez da polinomica, baina horrek ez du
a,\olam(, Y, V.V aldag iz

aiekikXo izan behar duelazko polinomioa.

ordena : derbaturik handiena y' denez 1 daordena
maila : y-rekiko polinomiotzat harruz 3 matlakoa da
y'-rekiko polinomiotzat hartuz 2 mailakoa

-y =Kx (1+y?)3

t

ordena 2 da y" agertzen delako
maila: y'-arekiko 6 mailakoada
y"-arekiko, aldiz, 2 mailakoa.

1.5 Definizioa

. Juduodu a°u 2 u . o elasionk non E funtsicak
qu ....... = mMOotaKko €Kuazioax non untzi10ax
XY 52 0K OV 32

bi edo aldagai aske 0ehlacro beraien u funtzioa eta honen n. ordenaraino deribatu partzialei
lotzen bait dlzkle n. ordenako deribatu partzialetako ekuazio diferentzial izena du.
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1.6 Adibidea
, v Fu du o
Laplace-ren ekuazioa S+t - 5 = 0 u =u(x,y,z)“1zan1k.

1.7 Definizioa

Ekuazio bat baino gehiago dagoenean ekuazio diferentzial arrunt edo deribatu
partzialetako ekuazio diferentzialezko sistemak dirigu.

1.8 Definizioa

F (x,y,¥'...v™) =0 ekuazioa identitate bihurtzen duen edozein y = @(x) funtziori

soluzio esaten zaio. Hau da, F(x,(p(x),(p'(x),...,(p“)(x)) = ( betetzen denean. Soluzioaren

grafikoan kurba integral esan ohi zaio.

1.9 Definizioa

Ekuazio diferentzizlaren soluzioa era inplizitutara lortzen badugy, hots, @(x,v)=0
erara, soluzioak skuezio diferentzialaren integral izena hartzen du.

1.10 Definizioa

Integratz:
bai 1r‘teh.‘ie‘ b
orokor izenak F
integral parukui.:r@ lortzen dira.

n den bakoitzean konstante bat gert ¢n dela kontutan hartuz bai soluziock
1127%0 kmstan:eak izaten dituzte; kasu honetan soluzio orokor edo integral
irtzen dute hurr2nez hurren. Xonstantz hauei oahoak emanez solurio edo

1.1] Definizioa

Soluzioa edo integrala bakarrak izan daitezen ezezagun funtzioar, v eldagaiari alegia
mugalde edo hastapen izenetako baldintzak ezartzen zaizkio.

1.12 Definizioa
Konstanteei balioak emanez lortu ezin diren integralei integral singular esaten zaie.

1.13 Adibidea

o) - . , o) . .
v =x"+Kx funizica y x-x*-y=20 ekuazioaren soluzio orokorra dela

y = x2 + Kx - v =2x+K eta ekuazioan ordezkatuz
(2x + I\) X - x2 (\~ +Kx)=2x% + Kx - x? -Kx =0 betetzen da.

Orain hastapen-baldintza ezarriko diogu: (3,1) puntutik igaro behar du soluzioak, hau
da y=1 betebeharda x=3 puntan

il

Y

ki

ity

)



ANALISIA I 9. Gaia

-8
y=x+Kx — 1=3)*+K@3) = 1=9+3K = 3K=-8 = K=o
8

beraz y= X2 - 3 X soluzio partikularra lortzen dugu.

9.2 LEHEN ORDENAKQO EKUAZIO DIFERENTZIALAK

F(x,y,y) =0 erakoak dira. Ekuazio hau y' =f(x,y) eraraidatz daitekeenean forma
normal esango diogu.

Oso kasu partikularra da y' = f(x) motako forma normala, f(x) funtzioa integragarria
d
dela suposatuz a—i =fx) = dy=fx)d&x = y= ff) +K = o(x) + K  soluzio

orokorra lor daiteke.

Bi arazo nagusirekin sziten dugu topo ekuazio diferentzial bat ebazten saiatzen
garenean:

a) funtzioa ez da bed : :egragarria izango

b) soluzica ez da bakaTa, aitzitik infinitu soluzio dago

1. orderako ekuazio diferentzi. aren soluzioaren existenizi eta bakariasun-reorema

yv' = f(x,y) ekuazic Ziferentziala emanik, f(x,v) D eremuan jarraia bada,
(xp,¥p) €D puntua hartuz guz<ienez ekuazio diferentzialaren soluzio bat existitzen da zeina

of
(xg¥g) puntutik igarotzen bait da. Horretaz gain Sy cxistm e jaraia bada soluzica
bakarra izango da.

Teorema honetatik infinitu soluzio dagoela ondorioztatzen da, D eremuko puntuoi
dagozkienak alegia. Soluzioa (x(y,;) puntutik igaraten deneko emaltza hastapen-baldintzaz
izendatu duguna da hain zuen ere.

2.14 Definizioa
y = ¢(x,K) funtzioa, K hautezko konstantea izanik, soluzio orokorra da baldin:

a) V K ekuazio diferentziala betetzen badu

y = 0(x,Kq) (xgyo) puntutik igarotzeko hastapen-baldintza ezarriz lortzen den
soluzio partikularra da.
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92.] Aldagai bananduetako ekuazioa

—

e,
v
>
N’
“
2
<
-
[N
D
N
N
R

- v'= -  erara idawz daitezkeenak dira,edo y= =

= = <=> Q(v)dy = P(x)dx

- Soluzio orokorTa 3. Qivydy=JPExIdx + K

.

Motz honen baruan beste bi hauek sartuko ditugy

9. Gaia

oty
2 honetar

aldacai banangarrietakoa

-V o= eraloak dira, eta aldagaiak bunun dane
. . P A A
¢y dv o 5% gy (V) &
Vo= — =z = - dv = —— OX
X CX 1K) G54 g4 - X)
LA PRSI A b ater M 3
aidagal barondusiako €huazioa augl.
2 A1A DR e it Targl- 1- -~
¢ Aldagai baningaTi bihurgarrierako ekuazioa
-y = A o) eriionk Cird
e i =t T SR alies it
- soiuzio croporra bilaizzko ax = by +¢ =7z alganti egie
pananduziaic ekuazio tat lorzen Ca
2-1.15 Adibicea
e \ LU0
(- Xt X = X7 TLXTF
o ol 2 4 . o) "
S S S N ) dax x {1+1v)
K =5 — = 5 = - =3 adE
e g ~ 71 -y L o e N
i - X1 t'l’\) L(\)\‘l)
S (o i
N- i o+t X -1 I
- - : 1 T
— dx=——d = %—:—cx:a—f—c.fr\ =
, .
X i I Vot
;
1 ) 1 1 ] -
= Ln!,x!"—=-‘T*Lﬁ!:!"l‘ = T+;—+LDIXI‘LHII;=I\ =
A S S h

it
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9.2-2  Ekuazio homogenoa

- f(x,y) funizioa n mailako homogenoa da baldin fhx. Ay = AT f(x.y)
betetzen badu.

- Euler-en weorema :  f(x,7) n mailako funtzio homogenca bada

Q)
rt

Q)
Py,

L+ =—v = nixyV) teretzen ca

Y
;

N

Q)
4

- P(x.v)dx = Q(x.y)dv =0 erako skuazio diferentziala homogenoa da P(xy) ena
Q(x.y) funtzioak maila serberako funtzio homogenoak direnean.
n

POAXAY) A PXy) -Pky)

(A o Qx.v)
QAxAY) 5 Q(x,v)
nauda, v =f(x.y) =rako ekuazio difereniziala homogenca da fix.v) O mailako
funizio homogenoa ~xda.

dy -P(xy)
dx ~ Qx.y)

=fx, v . fAxAy) = = f{(x,V)

VN
- f{x.v) 0 mailako funizio homogenoa bada. g k—{ ] erara idaiz caiteke.
]
: 7
y
. , v, et teara L
- Soluzic orokorra L == ¢ y=u = y =ufxu ddaxeimediencaca
A
C e s A N . :
v =f(x.v) =g =  cxvazioan ordezkamuz U+ XU =gl efuazod lorizen da
- N X Y
. . N du o du dx
erg hemendik xu =ruw-u = x—=guw-u = ——/— =T =
= b = / a1 - n D
ax gy -4 X
i du
= = = 1n x!+X geroaidagui-aldaker desegin sehar da.
lg(u)-u -

Mota honen barruan ondoko hau sartuko dugu
*  Fkuazio homogeno bihurgamia

{ax+by+c

erakoak dira

D Al B rcvaras
\&X-.'b)’-r‘v/

- Ekuazio homogeno binurizeko ¢ e ¢ desagerrerazi behar ditugu.

_ Ardarz-traslazio baten bidez, (0.0) puntua (ct.p) puntura eraman behar da non

(.8) ax+by-c=0 e ax+by+c'= 0 zuzenen elkargurnea bait da.
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el
I
"

<
|

0

|
-

2-3

X+2Y .
= ekuazio homegenoa

.*-
| v

'<-

]

<
U
=

|

2X+3}-3 2

5 , 1Y
- — orain Y =-5+ < idatziko dugu ewa
U= Y'=uX+u aldakera egingo,  beraz
£
X 1 v b du 1 ] dXx
u +Uu=—=—+UuU = UA== = — =z = du=zz =
2 2 d¥ 2X 2X
1 P . - N .
u:TLanHI\L:TLnsAHLnA =Ln K !X 1" = azkenaldakew ceseginez
Y’ - 1/’: ~ TN 11.: . IR 1
- =LnKIX]| = Y=XLnX X! eta orain lehenengo tldakemna
rs
o I R G I
ceseZmngo augu ——— = X - = by N X - = I soLuzIc CI'O&GTI'Z leruz.
. 1 \ 2 \ AN 2 /,'

Diferentzial zen.:iza. Fakiore 1 inegratzaileck

- P(x, V) dx + Q( vy iy =0 <rako ekuazica diferenrzial zzhatza deltzen da oaldin
u(x.y) -umdo nat existitzen bada non dulx.y. = Plxy) dx + Qv dy bair da
. gu 5

teste ¢rara plie Px,v) = Qx.v)

'

Heffier-Young-en teoremaren baldinrzak ezarmiz gero

~ -~ -~ 7 ~ ¢
ou du bereko d o g Px.v) o Q(x¥)
= = etekoda.  hauda =

dx dy oy ox oy dx

Azken berdintza hau izango da diferentzial zeharza dela egiaztaizeko grabilixe
duguna.

- Soluzio orokorra bilatzeko ondcko zrabideart jarraituko garzaizkio

S u |
i P(x.y) = u(x,y)= | Pxv)dx+oly)

o
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u
— =Qxv) =
= Qlx.v)

J -
N
11 3 y aialnis 3 s = ) A o 33 1 3 ; RPN
ckuazio direrentz ialak dulxy) =0 deladio,nauca 2R
3= T - 1A s 14 - onlyriers
delo, hou da hain zuzen ore soluziod:

9. Gaia

A
oeriz

I 4
! H ~ DU
‘ - SR} \ h . - .
vy e ~ VoD oy A o her o A —
S8 ST j 5:/\_,\. Y OX T 1 (AP - = il LY = AN
i [ : oV i
! i ; - :
N Jot o
\
\ .
D SN
-— . - ~- e ~ . .
Ty =i 35 I . . -~ ey e
- ZRULIIO Siterenizial “2naia _— = J0ina
v X
R - .. ..
1 s FL Ao - Ioels ..
o(x.v)  funizio DEreXisiizen Sada non
(x.v) P(x G =iy O(xy) av = D skuezica 2T rant=in] zeharza bait
L«» / i \, Vi .L‘\ \.: } \,<’ N Y o) - SKuUazZiCa JIICTSNIZIAL ZCiiaiea 2ait
. s
}

ca, azken ¢ .Lazio honi aurreko ebazpena apiikal ‘Koke oiuzio orekorma lerizeko.

funizic zuzriol fokore iniegratzalie 2san onl Ztid

Tkus dezagun Izkiore inregraizaileek dete denar duien faldintzd:
o s
Giferentzial zehatza izan dodin:

b

ad

garamz gero

aina deribaru partzialetako ekuazio ha ¢bazrea lehenengoa baino zailagoa geria

aily

N v

e R T, a,.—\‘.-(-

Y . .
alrrAa i marea
2XA8Z10 °CTid

liteke. arazo hau ekiditeko faktore Anteerat&:m:m senbait baldintza ezarizen z2io.
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ANALISIA T 9. Gaia

Tkus ditzagun, beraz, faktore integratzaile berezi batzu:

9.2-3.A p(x) erako fakiore integratzailea

UL =U(x) bada =0 etz betebzharrsziko baldintza

12211’1"0 OL‘TL etz hemendik

aw P,-Q,

A
Qcﬂ =u| - } = — = —a ax honek zera esan nani du:
N o ! N

P - Q)

1(x) erako faktore inizgratzailea existi dadin T zatidurak
x aldagaiaren funtzio I uist izan beh hav bete ezik ez da honelako
faktore integratzalierii = istuko. E 2 ex 'vm: jusne
{ ' -y
- 4 f—_— %
P ¥ Q ) R
Lnus= O ax = xi=¢ izango da
9.2-3.B n(y) erako fakiore integratzailea
\ oy o rdQ g
u (v) bada — =0, beraz P-——=1' ——-= baldnizzloruke
SN oV LUX oYy
: cu L du Q- Py
dugu, etz horik: P—=p(Q,-Py) = —_—= ——" (%
oy X0 . P
- [ sad
Q,-Py
3 L84 : [ L o~ . L] 1
hau da p(v) erakoe faktore integraizailes exist Cadin —p— zaddurax
v aldagaiaren funizio hutsa izan beshar du, etz horrela gertatzen bada
i~
. o} j————— dv
Qy- Py . RS 2 s o
lng=|—s—dv = lvj=¢ fakorsa lortuko ca

p

9.2-.3.C u(xv) erako faktore integraizailea

Izan bedi z=xv beraz W = u(z), ikus dezagun nola geratzen den baldintza kasu
honetan
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I N
hau da, p(z) exist dadin, Py Q. z-ren funtzio hutsa izan behar du

(@, -P)

X . ) Y’ ) © xP+vQ
halabada Inp= J———_— dz ea Uz)= fakiorea

Q
lorizen da.

-~ 2 o] . .
9.2-3.F ulx-+y-) erako faktore integratzailea

(PP
=

v . ~ . [
berriro ere (X +v7)  exist dadin  s—=—=—= zoudurck z aldagaicren
- 2vP-2xQ =
PN fon b e iy S arn  camarzan Jenean:
funtzic hutsa behar du iz n, ez hori gerazen denean:
Loy P
f ~x vy .
Qz _ p : CZ
X 3 . o Iy P-ZI2xQ .
Lnp= TP ¢z berazfakiorzsa  upizy=z2 izango C:
2vP-2xQ

2-3.G Ekuazio homogenoen faktore integratzailzs
Baldin P(x,v) dx + Qx.v) dv =0 ekuazio homog:=noz bada QX,V) = ——=
beraren faktore integratzailea da.

P(x.v) Q)

Hori frogatzeko e - dx + . . v =0 diferentzial
' s x Plx,v) + v Q(x,v) X POy v Qixy) T ¥

zehatza dela ikusi behar da.
P(x,v) eta Q(x.v)} nmailako funtzio homogenoak dirziz suposatuko ducu.

8( P P'y(XP+}’Q5'P(XP'>’+Q+}’Q!>')_YQP'Y'YPQ!y'
dy\xP+yQ) (xP+vQ° xP+vQ’

3 Q Q,xP+yQ-QP+xP +yQ,) xPQ,-xQP -PQ
\.a(xPﬂ’Q): )

xP+yQ) © @P+yQ’
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aurreko bl balioak berdinak izan daitezen zenbakitzaile =k berdinak izan behar duis, -
hots: 3QP -vPQ\,-PQ xPQ,-xQPF,-PQ edo }'QP‘}_-yPQ'}, =
= xPQ, - xQ P stz hemendik .

L

Q D‘\ +xQP. =xPQ +vP Q'\. = Q s P'\, =xP=PxQ,+v Q.
r.au

[

D . e .
Pixyv) e (x. V) ule;-en soreme bereiz 1tz homogznoak dirsiako
‘ -
L - _ .
xP.+ vP. =nP OnP=Pr etz azien perainizs bete -
X
E @iz
S Ure LIRS 3 . = winl- ot
Qu+vQuv=0U | tzen denez aumrsi0  guzuak ere pRlelzen
! -
-
14
-~ i
-~ ~ C P i . . -
e ) — & - . - ! D - : \ > am An AL
Dixv)l=x"+vT+x  =—— =2 = P. = { beraz ez de Cireren-
3 b oV : .
. |
Cc \J H
0 NV _ .- i i’ gahacoe  Tile da—macnrn folraraas -
N = A \ - B ; v7iGn Z2n0TT DI GOLOAL G fanidit e
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{
! e}
Iy - \ N -
N e e He 4 N - e D I e 2,
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ANALISIA I 9. Gaia

9.2-4 Ekuazio lineala

- v+ ox) y = B(x) erako ekuazioa da, zeinean y eta y'-aren mailak bat bait dira.
- Soluzio orokorra era esplizitutara kalkula daiteke, horretarako lau metodo emango
dugu:

9.2-4. A v =1u(x) v(x) aldaketaren bidez

y=ux)v(x) era y =u')v(x)+ux) v(x) biberdintzak ekuazioan ordezkatuz
(0'(x) v{x) + ux) v'(x)) + ax) (ux) v(x) = Bx) edo
v(x) (0'(x) + u(x) ax)) + u(x) v'(x) = B(x) ekuazioa lortzen da.

Jatorrizko ekuazioan v ezezagun funtzio bakarra genuen, ekuazio berrian bi dira ez-
ezagun funtzioak, u eta v alegia, beraz horietako bat geuk aukera genezake. Aukera

hori u'(x) + u(x) au(x) = 0 baldintza ezarriz gauzatuko dugu. Baldintza honetatik
u(x) funtzioa lorruko da '

) ' : -fa(x) éx
u'(x) =-ulx) ax) = u"\\'} =-0x) = lnuox)=-lax)dx = ux)=2
ALY

kasu honewan konstanterik gabe. Baldintza hori ezarmiz geratzen den ekuazica

u(x) vi(x) =P(x) da uix) ezagunaizanik beraz

. P , Py . .y
Vi(x) = = vix) = | ——<dx+K eta  u-ten balioa orderkatuz
u(x) u(x)
;‘
Ja(x) dx
vix)= {B(x)e dx+K beraz y soluzio orokorra:
-j-a(x) dx ja(x) dx w
y = ux)v(x)=e Bx)e dx + K

E

9.2-4B Vv +o(x)y=0 ekuazio ez-osoa edo homogeno asoziatua ebatziz:

- ra(:x) dx + K

g J
y=-axy = “VX:-G(X)dx = Lny=-la()dx+K = y=e

v

-jon(x) dx -

edo beste erara y=Ke ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra.
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Demagun, orain, K = K(x) funtzioa dela, eta kalkula dezagun K(x) funtzioa

- f a(x) dx
y=KX)e ekuazioaren soluzioa izan dadin horretarako

[ |
-tax) éx -jex)dx

yV=K'{x)e +(-ax) KXx)e ordezkatuko dugu

( aw ex | [a) dxw S av)
\

K'(x) e S ax) K e J+a(x) (K e J=Bx =

fa{x) dx fa(x) dx

= KX)e = B(x) = K& =px)e =
= R =1iBxe dx + K, beraz ekuazioaren soluzio oroxorra

- ' Vo
! { (a(>:§ dx ‘ -t dx
i v .
v=1|Bx)e di + X, e da.
L" /
OHARRA:
Bi meiodo hauek zailiz n-maila berekoak dira. Tzan ere, bi metodozan biinrezral
( ’ ,‘ ol/X} Ex
kalkuletu behar da, Ja(fXB dx 2 S(x)e ¢x  hain zuzen, bi integral haue
bi metodoetan agertzen bait dira.
9.2-4.C  Soluzio partikular bat erabiliz
( { Po(x) dx -fa(\;y dx
! - X .
Aurreko soluzio orokorrean, v={ ()¢ dx + K |e edo
§
|

T

g NO - .
[ Jowax } ot ax oty e [ et dx
Bxye dx |ie azken batugaia, Ke

i
o

<
i

o

ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra da.

il

i
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ANALISIA T . 9. Gaia

Bestalde K =0 balioz aukeratzen badugu ekuazioaren soluzio partikularra lortuko

( Jra(x) dx ( ra(x) dx

dugu ve=i |Bxe dx \v alegia. Beraz ekuazioaren soluzio
i
i (
1l J
AN /
{
-ui,a(x) dx
orokorra v=Ke +v, Iidatz daiteke, hots, soluzio partkular bar gehi ekuazio

e7-0s0aren Soiuzio orokorra

Honek zerz esan nahi du: ekuazioaren soluzio par:ikula: bat ezagutuz gero soluzio
orokorre lorizeko nahikoa dugu ekuazio ez-osoaren soluzic orokorra bilatu ete soluzio
partilcuiarrari gehitzee.

$.2-4.D wx:=e faittore integratzailearen bidez

S v\ v = P G C
Vi i)y v =Bk ekuazios reansformaruke dugu

av
- i < j— Aas o (217 1 o~ ] « AN
TP -Ty = o =000 -otvids = (e yv-p))de+dv =0
‘.LL
, .
‘ ,
Prayi=cixv-8B00 (= P =¢) | = ezdaberazdiferentzial zehaiza
- T v i N i
i i s
| |
) i 1.0 . g — . - - o .
Qixyvi=1 ; Q ¢ = O | bile dezagun W(x) ercko fakorea
i
. B 1 i
P v - Q‘ -0 ‘ _l CiXy dx
P - VO . 3 N 7o
= =ae) = Lop=jaxids = pl=e
|

9.2-4.E BI soluzio pariikuler ezagutuz

( .
- ‘a!': Y dx
=Ke + ¥y dugu soluzio orokorra,

Jj =0x) izanik,hots y=Ke + 0(x)

(D

[N
v
o

(¢}

-fct(x) dx )
fx)=e bada y =K {{x) +o(x) idatz dezakegu.
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etz K konswiantzari

et
1

1l
=
=

P A TR e
v= 1 () + ok

N

v. =K, f(x) - ox 1I -1

-

1l

v. =K. fxy-olx)
-z S ; Va -V

.o . v LA 1 EURE TN T
= V-V, = AVA-Vy) = 3 -(\q-\:).ﬁ—)] hau Ge Di sciuZio
> UM ~ TN A Mo
O P U S . Y Anirals
NATIKUIGT €Zagiutuz soluzio oroKxorre 101 deitzlke,
N A IS AdNiAen
S5 1 Adiniald
by e ) .
- o — i o iy = LTy
- = A I Vo= .
N ool
-~ < 13 -~ :
2.4 8 mszwaod
g Ay ~
A puis C -
. 2 ~ R R _ . . S .
V- =\ er.. SC-080z = - = = - CXN =
i ool i N7l 3 Nl
et Ty = 7 - N T e I T
= Inv= LT LT I = V=obl UKL
T -0 ' :
Vo= BN = 0T SNzl Tl 3 L
\
QT QITHL OTIUI Ul
= ~
r e ~ T DI - -,
L DRt NG R - (X
v =1
" "
N PR ] o R
= I\ (}\ \‘s - ;I (X~ 1 g N— . = ,t\'\‘\/‘r — 3 - I\‘
’ - ~ 4
{ e 4N - \ .o 1
.. . pAX = L I 2, ] (x + 1 ~
- O Tl y — ! i — = K -
soluzio oroKomra vV = = ¥, {(x+ 1) ca eco 5 - Ky (z
i — + /.‘ —
G o3 2 DY § & I S
¥.2-2 sernoullli-ren cxuaziod
C_ At Tien ol amaliAs An N7 ieonii
-V =AY T DR} TAKQE 83 N ¥ ULl Ll
1
- - . R } in 4 i lenen oo .
- >Soluzio OroKoITe 0113123}\0 Z=% = algakeia :glten aa,

=

eluazioan gai guziiak zad y" egiten badugu
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ANALISIA I 9. Gaia

t A t
LA ("3 Y iB(x) = IEE —A(x)z+B(x) ekuazio lineala lortzen da.
; .

<

2-5.19 Adibidea
Xy +y= y2 Lnx

-1 Iax , 1 y' z'
y'=-x—y+—x—~y kasu honetan n=2 beraz z=? et —=— ordezkatuz

@

y' -1 1 Lnx , . -1 Lnx L
5 =— —+-— ckuazioan -z'=—z+-— ekuazio lineala lortzen da
y Xy X X X
1 dz 1
z'=¥z = ?=;dx = Inz=ILnx+LnK = z=Kx

z=KXx)x = z=K'E)x+K(x) = -ekuazio linealean ordezkatuz

) -1 Lnx . -Lnx
-K'x)x+Kx) = < (K(x) x) + ~ = KK =—

“

X

2

-Lnx 1
eta  K(x)= { dx = < Lnx+1)+K, (Zatkaxo-integrazioa erabiliz)
X

1 1
beraz z=(¥(Lnx+1)+K1)x=l+Lnx+K1x eta orain z=—y—

aldaketa deseginez n =1+Llnx+K;x soluzioa dugu.

9.2-6 Ricatti-ren ekuazioa
- Y =AX) AR Y + Ay(x) y2 erakoa da A)(x)#0 izanik.

- Soluzio orokorra kalkulatzeko soluzio partikular bat ezagutu behar da,
izanbedi y=y;(x) soluzio partikular hori

z
y=y,+4 ea y=y,- ~Z—§ , aldaketa egin beharko da.

z 1 1
Beraz y,- —= Ayx) + A (%) (yl + —Z—)+ A, (x) (yl + —z_) -
z .
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L

L
wig
1 DIy
_ , z N B 1 2 "‘}1 1 \‘ [
= Vi-—== A+ Ay T A —+ A (x) ¥y + A | —+ 5|
- L L -~
< z i
2 e
V. soluzie pamhularra bada Y= .10'\:;) + A0 v T A Y betetzen Gu
o - + - = B sp
Deraz azplmarraiiia o gaiak sinplifikatzen dira,
-
. . N
;1 (1) N |
-— = AX) — T AsX) ll —_— sl gerazzen delarik, ede garatuz ol
e ” 7 / = b
- e -~ L L
z \ z ) -

=AM zEAX)EYV T o= (A + 2 AN(x)) z+ As(X) ekuazio s

linzaiz lorzen da -

. i s Ay ] ~ . .. . .. s
A A arn ~ rAefiriantagts T4 - AT 17 ariiularre
s N IS eia AAN) co2fizient2ak pounomoar qirenean soluzio paiid: FU1ETE i
. i — : -
.. .. . B .
g A ieanr, R i Anitale
ere pOHNOMILCEn DLl GaliShe.
- -
e
" o e .
- JLESNEPLI
_— T = e AL.~»\M\.4VL~
' -
R - -
. Do T Nt Cte
N DU —e i [ Y —_ \_/I
v : M L
ot .- 1 I et J ' DU
\ . wiintes mIies Py toar Anieala o mzile pilatn benir Qugfu I R L
S T INELANS g-\-.;A;O“m, Lab adonasl u..n.\u.g. il TGS DLIGTU OCTh vl Vo med Ol aiidiag L
) 2t oIS “n
- .- 4 N ey -_— T Y
- . Kamam scalic mesdiamal »\A-“(vmr e vl Tho y=TR e =D imanen Sita
07 Liviive L iGaiate ddwidledoide LU Uhtu ndiads e S JOEOUPAN Ll Dl Waa e
~ ~ [
- P ~ ~ ~ nile — Sin
Coherfie o= p 2 z=0n = = it lorzen
PG TUE S L i P —ii —_— aa - Ladidlla A e da [SRVN
-
-~ ~ . .- . . ~ . A~ R I
T e — I R N e[S Te Ta d e s fe A o i n o~ JoeTioiontezl Dete DRNeT
LT Ve = LT T OX — O Au’u;;xl:)z;“\u_ oL JTalll Gt IrorTizIenI22H BT Dl i
o e A ieeme RiTerolcg AU o
cuiern oliZIintZa DLITURO vl.._...
—-
' A 2 aleieamin aien
o D i~ ArASTlraTIT
Vi, = BN T U 21071000 OrG8lhalu, .
-
i
-
~- - . . . \ .
VA = e cimmiitiieaT a2 Loy v Tq P ~ e I
2hox =0 e18 SINDITIRALZ (eT T Al X ~d0K (C-1D0 ~ad) .
L
.. . . . ey L0 . .
- = i mine fran Andin kosiizient2ak . alinn ha nr
DOIINOMIOE NUIUE 1287 Gawidl koefizisntask peESY har -
. " s . o e n . " r
vt o P — . — . ~ T Yoy vy o— o . ~n o N e— . - — { 5
Cure: -a--a=0 ; -2eb=0 1 ¢c-07--2a8 0+ 2e+2-2bc=0 1 D-CT=N sy
™

sistemz hor ebatzi behar dugu
L]
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ANALISIA II 9. Gaia

(1) a"+a=0 = (1) a@+1)=0 = a=0 edq a=-1

(2) 2ab=0 a=0 ()bc=1 e (5) b=¢ = =12 c=1
(3) c-b2-2ac=0 eta b=1

(4) 2@+1-bc)=0 beraz soluzio bat  y, =x+1

(5) b-ct=0 e=-1 (2) b=0 (5) c=0

N . )
beste soluzio bat v, = -x~

Guk batekin nahikoa cugunez vy =x+1  aukeratuko dugu.
1 t

v=({x+1)+— ViEl-— aldaketa egin behar da
3 Z 3 3 £
y4
. . -:\ X-‘ 1 2 . .
ekuazioa V= - - N+ —— ¥ erara idatziko dugu
- ) > 4 I b
1-x7 1-x 1-x
. - 2 . 2
z -2% X ( i 1 (.01
beraz 1"—,’“’—:———:‘ —~ \<)\+1)"? + 3 k(\"l)‘-?
- 2 ol
z 1-x7 1-x 1-x
i } L 11 ! L |

Azpimarratutako gaiak v; soluzio partikularras: dagozkienak dira eta ikusi
dugunez sinplifika daitezke.

Z'
2

21 1 2x+) 1 . _
( —t— ekuazioa geratzen delarik
z

N

x> 2x+1) 1 o
edo -Z'=1 - + T |2t T ekuazio lineala

1-x°  1-x 1x
.. . x2-2x-2 1
eta sinplifikatuz gero Z'= 5 |Z- 3
1-x 1-x
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) x>-2x-2

<

dx + K

y—
[
s
(U8 )
—
'
>

x-1
eraorzin K=K(x) egiten badugu z=K&)| = W
C+x+ 1)

- / x-1 ° . x-1 \\ ‘ )
z =h(\)i ,, +Kx) = | ern ekuazio linealean icatziz gero
X+l k‘\‘—:-x%-l}
) /2 A N, )
k-1 L x-1 (x"-2x-2 /.. x-1 ) 1
R~ K = — KX = ‘l—— =
CEx=l) Ol e J\ xex+1l) 1
ox-1oy -l ) rx+lo-1 1
= i’\ix\,f . = = K= - - = - =
R IR 1-%° X-1 1 SR CY R T
WX - X L= A Nl

| ~ ) b 1 "
S Trx+1l xT+x+l x"+x -+l
;
. ) . i - .
Ricarsi-ren ekuazioaren soluzioa bilatzeko  y=(x+ 1)+~  aldikeid desegitea

besterik ez da falna

1 1 1 1 -1 oo X0l
—=v-x-1 = z= = = +1
z y-x-1 v-x-1 2. .. L2 ica1
A 2N kS Y L
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ANALISIA I 9. Gaia

9.3 ORDENA BEHERAGARRIA DUTEN EKUAZIOAK

Eimazio hauetan aldaketa baten bidez ordena behera daiteke. Lau kasu berezi bakarrik
aipatuko dugu.

9.3-1 'y aldagaia ez duen ekuazioa
- f(x,y',y",...,y“)) =0 erakoak dira

- y'=p aldagai berria harruko da ekuazio berria  f(x,p,p’,....p" M) =0
geratzen delarik. Hemendik  p = @(x,cq,..., 1)  soluzioa lortuko dugu eta gero
y= ] pdp integrala katkulatuz n. konstantea.

3-1.21 Adibidea

T

tt

Y + X sin X
- = — T )
Y X

] . * D
y'=p eginezgerc p = - T sinx  lortzenda
azken hau p-rekiko e-uazio lineala da

P

p == = 2=Kx
” :
.. R S0 . o .

p=Kx)x = K Ogx+XX)= x=xsinx = KX)=-cosx+ X,

beraz p:(—cosx—.- Xpx=K;x-xcosx etahemendik
v=p = y=K <-xcosx = y=J(K1x-xcoxx)dx

2

. X , i
ntegrauz  gero v=K, 5 -(Xsinx+cosx)+ K,
9.3-2 x aldagaia ez duen ekuazioa

- £1(y,y,y" e y™) = 0 erakoak dira

- y aldagai mdepeﬂdentetzat era p =y' menpeko aldagaitzat hartzen dira ekuazioa

F(y,p,p yeresP ) = geratzen direlarik.

. bad , dy' dpdy dp

y=p ada Y—&—ER*@P ;

W4y _dydy_dy" (@p  rdy"V)  dp 2. dy"f .
Y R X Ty & dvp kdv \Ec—) p-é?_p '(E{-/p’

eta abar  direla hartu behar da kontutan.
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dy

D = @O(X,Cy...nCp ;) lortuzgero  y'=p = dx= . eta
O(X,C15eesCpp 1)
hemendik x = (y,cq,...,¢,)  soluzio orokorra

. Rl "
-1+ y‘- =- v\
LR} ' : 1 dp 1 3 3 2 dp
p=y' eldaketa eginez gero, eta y'= =P dela jaldnez, 1+p =-v 3y p

[§

Pt

ekuazio berfie aterako danon p menpeko aldagaia eta y aldagai independentea
bait dira. Ekuazio berria aldagai banangarrietako ekuazioa da
;2
: 1 2 , (R
dp = 5 Ln(l+p )=-Lny+LnK, = l+p'=|—| =

y

-2 2 2 w2 s
| @ | SRY, N, -V I\}'V

v

._dy dp dp . p &
V == — = —:;(p) freany C\::;——' - X = - —-I\.l
- dx  ax dx fip) |2.D)

/

d d
eta hemendik dy:pdx=§(0§) = y= I’__I_’+K2

oluzic orokorra ekuazio paramewikoetan lortzen dugu p paramewoa

-y
fi
e
QO
3
b
s
£
1%

[35)

ok
~

R

w5

L2

E=

Aok

¥

il
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Kdp = K 4 + K | eta
- = e—— X = ———i e
2,312 [ > 1
(1+P) 1+p2
I\p dp i K a o
;= —+K, = y=-——— mplnkKatmz
y 535 K, + K, eta sinplifikatu
v <1+p) 1+P2 N
2 2 K2P2 K2 2 .
x-K)+@y-K) = 5+ - =K soluzio orokorra
1+p” 14p

9.3-4 W = fiy"2))  erako ekuazioa

- 2. ordenako ekuazioei gagozkielarik y' eta x aldagaiak ez dituzten ekuazioak
dira hain zuzen ere, hots  y" = f(y).

dy
-y = &_ = dv=+dx = v'vdx=f(v)dy amarruaerabilizen da.

R
Azken berdintza interratzen bada | v" vidx = 5 (v)7 ew |f(y)dy + K,

%

) 1 2 dy
lorizen dimugu, hots - (v) = | f(ndy+ K, = = 2 | f(yydy + K

1. ordenako aldagai bananduetako ekuazioa

dy
X = ' + K, soluzio orokorra da

2 f(y)dy + K,

- Kasu orokorrean y“'2)= 1 aldagai berritzat hartzen da.

3-4.24 Adibidea

- my" =-Ky
ty) = tyydy = | g —’KYZLK
(Y)-.m = Wdy = | rdy=51"*5
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94 N. ORDENAKO EEUAZIO DIFEREN TZIAL LINEALAK
V, Vi V“) aldagaickiko linezla den n. ordenako ekuazio diferentziala da, beste
rara "Sa

2g(x) v+ ay (%) y“‘l) +ota 0y Fa (x)v=b(x) erakon. ordenako ekuazio

fifereniziala dz

iswleddl

b(x) =0 dencko kesuari ekuazio lineal homogeno edo ekuazio lineal €2-0s0 esaten
zzlo.
4 ;N A 1 Pl 1.L trqs
Jo dezagun ay(x)# 0 Tx el(L (), dx) 1= 0..n funizicak celiniui

. o
nerfiae tamtan i y
dauden tanse 1Zanii.

Ondoko propietatzak baieizen Gira:

a) bal v, ekuazio homogenoarsn so oluzio partikuierra bada, Cv “unizioa ere soluzioa
1 I RO
ca.

. funizioak ekuazio homogenoaren soluzio pardkularrak badira, v{+¥2
funtzioa ere izango da soluzioa
¢) Baldin y; ... ¥y funtzioak ekuazio homogenoaren soluzio partikularrak badira,

y=Cyyvy +..t Cp vy creda soluzioa.

d) Beldin vy ,eny, fu nizio kinzalki independentzak eluazio homogenoaren soluzio part-

oo
(Q
Q
(o8
j &)

kularrak badiza y = 2 C,y, funtzioz elauazio homogenoaren soluzio orokorra iza

ar bat ezagutuz y =¥y ( fudx) aldaketaren

e) y; ekuazio homogenoaren soluzio partikul
da linealtasun eta

bidez ekuazioaren, bai homogenoaren bal csoaren, ordena _]alSI\,n
Lomogenotasuna gordez.
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ANALISIA T 9. Gaia

f) Baldin yp ekuazio homogenoaren soluzio orokorra bada eta y, ekuazio osoaren soluzio
partikular bat bada, y=yp+y, funtzioa ekuazio osoaren soluzio orokorra izango da.

Propietate hauei esker ekuazio lineal osoaren soluzio orokorra bilatzeko ekuazio lineal

homogenoarena eta soluzio partikular bat bilatzea nahikoa da. Bila ditzagun beraz bi soluzio
horiek.

a5(x) 3 v 4 8y (x) y Ds# a0y + Xy =0 ekuazioa

o

beste erara idatziko dugu:

A\ Ty n-1 . . . . — (v k
[ay(x) D" + a(x) D' + .+ a1 (x)D + 2, (x))y) =0(x) non D
eragileak k. deribatua adierazten bait du, hau da Dk@)zykﬁ
Eta orain [ ap(x) Dt + a,(x) pr-l oo +a,10D + a(x)] = P(D) idatziz
ekuazioa P(D)(y) = o(x) bihurmuko da.
Bila dezagun ekuazio osoaren soluzio partikularra. Horretarako vy =C vy + ..+
+ C_ v, ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra dela suposatuko dugu, e C = Cix)
idatziko, beraz orain y = Cy(x v +...% Cx) vy, chu Jatorrizko ekuazioan v ezezagun
funtzio bat bagenuen orain LI(\) ..... C (\) n funtziozk dira ezezagunak, beraz (n-1)

beidintza ezar dezakegu.

n
y= > Cx)y;
i=1

"

=2, Gy, + LG Y,  Lbaldinze 2, C) v, =0 =
i=1 i=1 i=1
n n

= y'=2, Ci() ¥, + 2 Gy 2. baldinza 2, Cix) v, = 0 =
i=1 i=1 i=1

= v = Z Cxy+ Z CeYY @) baldinza X, Ci(x) ¥y P =0
=1

Hau dena sinplifikatzen badugu eta n. deribatua ere kalkulatzen
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. n
y= 2‘; C¥)y,
n
y'= 2, Gy,
=1
n
yn - Z C](X) yv;
i=1
n
n-1) _ 1)
—éqwﬁ

n n
yn‘) = 2 Ci(x) Y?) T Z C'i(x) i
i=1 i=1

Azken berdintza hau ezarritako (n-1) baldintzekin bilduz sistema lineal ez homogenoa
osatzen da, zeinean ezezagunak C'(x),..., C|(x) funizioak bait dira; horretaz gain, sistema
bateragarri determinatua da  yy,....y, funtzioak linealld independenteak direlako. Sistema

honetatik  C';(x) = y';(x), ..., Cy(x) = y' (x) funtzioak lortzen dira, berdintza hauek

integratuz gero  Cy(x) = f wl(x) dx +K; ;5 ... (G = " 1 n(x) dx + K, soluzioak

n-1)
i

9. Gaia

badugu eta berdintza guztiak P(D)(y) =¢ (x)

i~

ekuazioan ordezkatuz geroeta ¥, ..., ¥,
ekuazio homogenoaren soluzio partikularrak

direla kontutan hartuz gero

8,(0) 22 C, (0 ¥y = o(x).

=1

lortzen dira, beraz ekuazio osoaren soluzio orokorra

4.25 Adibidea

Ebatz dezagun xy"+y'=x

y=( W () dx + Ky ) ¥y # e = ( v (0 dx+K) y, da

ekuazioa

Ekuazio homogeno asoziatua xy"+y' =0

1
‘ y' = K'l(?() Lnx + K;(x) = +K,(x) 1l baldintza K);(x)Lnx+K,x)=0=

cta

dy' -1
= -y—,—=—x-dx = Lny'=-Lnx+LnK

= y=K, Lnx+K, ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra.

Ky =EKy(x) eginez y=K;(x)Lnx+ K,(x) =
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ANALISIA I 9. Gaia

K,(x) K'(x) Ky(x)
= y= eta y' = - - ekuazioan ordezkatuz
X X x2
K\ (x) K(x)Y) Kx) S
Mok = K®=x = KK==+K
X X?. ] X i ‘3

eta 1. baldintzaik K ()Lnx+K,)=0 = x2Lnx+K,x)=0

U3

o 3
) X o7 X
beraz Kyx)=-x"Lnx = K.(x) = 5 Lnx + ) + K,
3 3 - 3
. X -X L X
eta soluzio orokorra ¥y = (? + K, ]Ln X + (—?_ Lnx + Tt Kz]
eta sinplifikatuz gero y=gt K;Lnx+K,

Oraingo eginkizuna ekuazio lineal homogenoaren soluzio orokorra bilatzean datza.
Erabidea sinplifikatzeko asmoz baldintza bat eskaruko diegu koefizienteel, hau da

ag(x),a1(X)........ ap(x) eta b(x: funizioi. Baldintza hau I tarte batean funtzioak analitikoak
(hau da, berredura-seriean garagarriak) izatea. Baldintza honekin ekuazioak soluziotzat

funtzio analitikoa onartzen duela ziurtatzen da (szgitu baino lehen metodo honek ekuazio
osorako, hots, b(x) = 0 denean balio duela esan behar da, b(x) analitikoa izanik).

P(D)(v) =0 ekuazioa badugueta y= z an(x-xo)_“ funtzio analitikoa soluzioa
n=0

dela frogatu nahi badugu y-ren lehenengo n derbatuak kalkulatzen dira, eta ekuazioan
ordezkatzen. Geratzen den berdinketatik seriearen 2, koefizienteak lortzen dira. Baina hau
dena hobeto ulertzeko adibide bat egingo dugu:

¢ 426 Adibidea
val_yv+4x3y=0
Izanbedi y= > a x"  soluzio analitikoa
n=0
y = 2 na_ X! eta  y'= 2 n(n-1) a_ X2
n=2

hiru berdintza hauek ekuazioan ordezkatuz gero
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~a, 4 3a.x + > [n(n-1)
n=4

Uole

haubere dadin -z, =0, 3a.=0 era n24 n(n-2ja_ ~-4a, =0 bete beharko dz,

o o8 (==}
43 2 ) nl - n+3
+z 43)(“’:0 :>-8.1+333X +2(nm-1)ar-nan)x +Z4anx J:O
n:-“p ' n=0

beraz ondoko berdintza lortzen dugu

5 _n-1 '
a-na +4a jx =0

—A it b POa] — - £ r ntpenle It
berdintza havetetik 2, n=0,1.. koefizienteak atercko dirugu.

=a,=0 zuzenean lormu ditugu.

n=42 t2a,+4a,=0 =
n=35 53a5+42a,=0 =
n=6 64a,+4a,=0 =
n=7 7.5a;+42,=0 =

i
o0
o
(@)

B

,{A

I
i

i

()

U

I

n=9 9.7a9+4a5=0 =

n=10 10.8a10+4a6=0 =

3
8; =~ = 0 (a;=0 celako)
-a -a
4 %
- — — 1-191-
= 3T (4T ko)

ag = =0 (a5=0 delako)

) "
—_— = (3.6 = ‘—6—" delakO)

- . 9,Gaia
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ANALISIA T 9. Gaia
Honfaino zeré ikusten da: 8 =83=85=87= ... T 8gyy = 0 Vk eta
azpiindize bikoitiko gaiak bitan banatzen direla.

k 1 2 3
(-1)" a, 1) (-1)" ag (-1)" g
a4k = —zz—}g)—‘— 34 = N ) aS = ai , 3.12 = 67 s reees
1" 2, 1) a, -1 a, (17
T s s G S TR U T e C s B e
beraz y= Z a_ X funtzioa era honetan idatz daiteke
n=0
- (Dag (173 g
¥ =§0 oor YT 2;0 Ok+D1 ~ edo
= (DS Lo =GN g
r=ga. 2, )+ dazten badugu
¥ QZ.O &%) (x%) aggo R x9 idazten badug

bi serie horek cos x> ela sin x° funtzmpn berredura-serieak direla ikus daiteke
eaz, beraz v = &g cos X- o+ a5 sin x2. Teorian soluzio bat loriu behar dugu, baina

hemen bi Lonstanteren menpeko soluzio lortzeaz gain agertzen diren bi funtzioak,
cos x2 eta sinx% hain zuzen, linealki mdepeqdenteak dira; beraz, lortu dena

soluzio orokorra bestenl\ ez da ( cos x2 eta sin x? funizioak soluzio
parukularrak direla egiazia daiteke zuzenean ekuazioan).

OHARRA

1) Hasieran ag(x) # 0 Vxe 1 suposatu genuen. Aurreko adibidean betetzen ez
bada ere garapenak balio du. Izan ere, ag(x)=x daeta x=0 2a,(0)=0. Adibidean

agertizen den ekuazioa 3 x5/ ag(x) =0 kasuaren barruan dago, baina hau ez dugu aztertuko.

2) Vxelayx=0 ayx) yV+a,0y"D +.+a, 0y +a,y=0
ekuazioa ay(x) funtzioaz zatituz gero yv + b () yo 4+ b X))y +b,(x)y=0 erako
a.(x)
ekuazioa lortzen dugu Vi bi(x) = ——  izanik.
' ag(x)
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ANALISIA T 9. Gaia

9.4-1 Koefiziente konstantedun ekuazio lineala

- 2g(X), 8;(x), ..., a(x) koefizienteak konstanteak direnean a; y“) +ay y“’l) +..+
+a, 1y +a,y =b(x) motako ekuazioa lortzen da.

Ekuazio hau ebazteko lehendabiziz ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra aurkitu

behar dugu.
8, v + a yrlo a1y +2;y =0 ekuazioan yX gaia fX gaiaz ordezkatzen

: : sl n n-1 -
dugu eta polinomiotzat joko dugu  ayr +a;r +....+. a,. T+, =0
polinomioari polinomio karakteristiko edo ekuazio karakteristiko esan ohi zaio.
Ekuazio ez-osoaren soluzio orokorra polinomio honen erroen araberakoa da. Izan

bitez 14, T,..., T olinomioaren erroak.
12 n

a) Vij [ #T;  erro desberdinak badira

TiX 19X X . . . .
N , € soluzio partikularrak dira eta soluzio orokorra

+K.e” +...+K e"  eraaidaiz dezakegu.

- Kasu partikvarra: 1, =0+ Bi  erro konplexua dugunean 1y erro konplexua

bada 1, =<« -0B1 konplexu konjokatua ers polinomioaren erroa izango da.
l ] g

: . . . S IpX ' X
Har ditzagu: orro hauei dagozkien batugaiazk  Kye™ +Kj e

X .0
K,e +K;=

= K e% (cos Bx +1 sin Bx) + K; €9 (cos £x - isin fx) =
= e%* (K, cos Bx + 1 Ky, sin Bx) + ™ (K, cos Px - 1K sin fx) =

e [(Ky, + K;) cos Bx +1 (K, - K;) sin fx) = e** (A cos Bx - B sin fx) =

X o+B1)x a+Bi)x ox Bxi ax -Bxa
=Khe( bi) +Kle( £ =K, e eB +K;e eB =

Honek zera esan nahi du: 1, eta 1, errooidagozkien soluzio
partikularrak €™ cos Bx eta €**sin fx erara idatz daitezkeela eta

ThX , I ox oax .
Koe +K,e = Ae cosPx+Be sinfx

b) Erroak anizkoitzak direnean

Demagun 1; k ordenako erroa dela, hala bada r; erroari k soluzio partikular

X

X LX 91X . .
! Y hain zuzen ere. Beraz soluzio orokorra

. i i k-1 T
dagokio e ,xe ,x"e ,.,Xx e
honela idatziko genuke:

k-1 X

T1X X X nx
y=K;e +K,e” +.+Aje +A e L+ A X e F

- erro anizkoitzen bat konplexua denean
r, =0+ Bi etabere konjokatua r;=a - Bi, k ordenako erro anizkoitzak badira
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ANALISIA I 9. Gaia

dagozkien 2k soluzio partikularrak ondokoak dira:

e** cos Bx, x e** cos Bx, ... , xk

e®* sin Px , x e** sin Bx,

Ekuazio ez-osoa behin ebatziz gero, ekuazio osoa ebazteko bere soluzio partikularra
bilatu beharko dugu. Soluzio partikular hau b(x) galaren funtzioan lortuko dugu. Azter
dezagun, beraz, b(x) gaia, eta bila dezagun dagokion y, scluzio partikularra.

a) b(x)=ae** erakoada
) o ez bada ekuazio karakteristikoaren erroa  y; =k e**

I) o ekuazio karakreristikoaren erro bakuna bada  y; =k xe®*

I) o ekuazio karakteristikoaren p ordenako erroa bada k xP et

-Vl =X Xre
b) bx)=acosPx +bsinPBx (nahizeta a edo b nuluakizan)

I) Bi =zbadaekuazio carakeerisdkoaren erroa v, = hcos Bx + k sin fx

IT) Bi ekuazio karakteristikoaren erro bakuna bada  v; =h xcos Bx ~ k < sin Bx

OI) Bi ekuazio karakterisdkoaren p ordenako erroa bada y; =h xP cos Bx + k xP sin Bx

¢) b(x)=bgxP+b;xPl+ +b, ;x+b =P.(x) h mailako polinomioa

D a,#0 edo0 ez bada ekuazio karakteristikoaren erroa  yq = Q.(x)

II) a,=0 edo0 ekuazio karakteristikoaren erro bakuna bada  y; =x Q,(x)

II) O ekuazio karakreristkoaren p ordenako erroa bada  y; =xP Q. (x)

Hiru kasuetan Q(x) h mailako polinomioa da

d) b(x)=P,(x)e™ kasu orokorra
I) o ezbada ekuazio karakteristikoaren erroa  y; = Qp(x) e

I) o ekuazio karakteristikoaren erro bakuna bada  y; = x Q(x) e**
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9. Gaia

IIT) o ekuazio karakteristikoaren p ordenako erroabada  y; =xP Q,(x) e

e) b(x)=AX)+ Bx)+Cx)

4-1.2

Ty

v

Kasu honetan bi zatitan banatzen da ebazpena; lehendabiziz  b(x) = A(x) deneko
kasuaren y, soluzio partikularra bilatzen da, baita b(x) = B(x) eta b(x)=C(x)
kasuen y, eta yy soluzio partikularrak ere. Gero hiru soluzio batzen dira aurkitu
nahi dugun soluzio partikularra lorizeko y; =y, +y,+y; alegia.

Azterketa honi ohar batzu erantsi behar diogu:

- Soluzio partikular guztietan agerizen diren hJk.... konstanteak kalkulatu behar dira
- Qu(x) polinomioaren koefizienteak ere bai.

- d) kasuan, kasu orokorra, ¢ bai erreala bai konplexua izan daiteke. Azken kasu
honetan . =o +Pi bada b(x) =Py (x) e** (cos Px +1sin fx) izango da, beraz
soluzio partikularra ere  y; = Q%) e** (cos Bx +1sin Px) erakoa izango da.

Kontutan hartzekoa da "i" zenbaki konplexua konstantez dela.

7 Adibidea

la v
+3y" -4y =x e

* ekuazio lineal ez-0s04 vy +3y"-4y=0
polinomio karakterisikoa 12 +3r2-4=0

polinomio karakteristikoaren erroak 1;=1 eta 1, =-2 bikoitza beraz ekuazio lineal
ez-osoaren soluzio orokorra ondoko hauizangoda y=K,e*+Kye X 4 Kiyxe -2x

* ekuazio lineal osoa Yy +3y" -4y =xe¥
b(x) =P, (x) e** kasuada,non P (x)=x eta a=-2 bait dira; beraz, o =-2

pohnormo karahensukoaen erro bikoitza denez, bilatu behar den soluzio
partikularra v, = x2 (ax +b)e -2X erakoa da Qpx)=ax+b 1 mailako polinomioa).

1 = (ax> + bx?) e™2X a eta b konstanteak kalkulatu behar d'ha
yy = (Bax? +2bx) e2% - 2 (ax3 + bx?) eX = (-2ax3 + (oa-’7b) x2 +2bx ) e™X
y 1" = (-6ax? + 2(32-2b)x+ 2b) €2 - 2 (-2ax3 + (3a-2b)x? + 2bx) e ¥ =
= (4ax3 + (4b- 1"a)x~ + (6a- 8b>x +2b) e72%
(123.1\ + 2(4b-12a)x + (6a-8b)) e ) (4zu< + (4b- 12a)x + (6a-8b)x +

+2b) 62X = (-8ax3 + (36a-8b)x2 + (24b-36a)x + (6a-12b)) &2
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ANALISIAT 9. Gaia

ekuazioan ordezkatu eta sinplifikatuz gero

(62 - 6b - 18ax) 2 =xeX = fa-6b-18ax=x= =
1 1
= a=b ew -l8a=1 = a=13 eta b:Tg

[

) . -1 1Y o .
beraz soluzio partikularra  y, = Xl x-— 6P da
187 18
. . L 2
eta soluzio orokorra y=K e +K e7 + Kxxe \-l—gx (x+1De™

9.4-2  Euler-en ekuazioa

Koefiziente aldakorrak (funtzioak) dituen eta erraz integra daitezkeenetariko bat da, (ax
+ b) polinomioaren mailarik handiena eta y-ren deribaturik handiena bat datozeneko kasua
bakarrik ikusiko dugu), ondoko ekuazioa da:

ag (ax+b)? y“> +a; (ax+b)n-1 y“'l) +to.ta g (ax+b) y +ay =bX)

e
. . t B . , . .
integratzeko ax+b=¢e dx=—dat alcakewa egiten da
o8
. dy dy/d dy/dz ds
beriz ¥ SR TmEm oo, Dt &
ax: e/a '
. R . 2
w_ S d x "15'\ d/ dvhad ,/ 4 ay 1 d }"\. a
}“:—‘_’(}\:_ age — |=—=|ac —1"[,—= -a¢ — +ac ,’!-—:
dx dx dt ) dt dt jdx k ot ai2 ) K
2 Do
=|-a"e  —+ae” =a"e” ~ o=
2 2 di |
L dt dt* | a- ¢

horrela segitu beharda y™ kalkulam arte.

Berdintza horiek jatorrizko ekuazioan ordezkarwz koefiziente konstantedun ekuazioa
lortzen da

dny dn—ly | dy '
by e +b, S + +b I b y=Cx)

4-2 28 Adibidea

,) " \

x*y'+xy +y=1
Kasu honetan ax+b=x, berazaldaketa x=¢'! da
_.t :t —_— _— =
x=e¢ = dx=e dt :’dte’dxe

_dy dyd  dy
YEZTaA & @
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ANALISIATI 9. Gaia
dy' dy'dt d dyyde f .dy Ldy) .
T e G o 25
o2 dy d}’\
gt 4

2 \7
’>r|— 2t (d§ ay 1| of dy
v !e rulT i-f*C;C E: —'-——1 =
< A 14
L d: t/,.* N
2 . . "
¢y dy ay ] dy .
ol .2 s L ry=]l = —S+y=
> —% - - T3 2
god @ dt

orain aldagai askea 1 dela kontutan hartuz ekuazioa y"+y =1 idatziko dugu sin-
piifikatzeke. Ekuazio lineal ez-osoa V" +y =0, polinomio karakterisukoa
r~+1=0 emerroak 1;=1 I, =-1 beraz ekuazio lineal ez-osoaren soluzio orokorra
v=Kycost+ K;sint
ekuazio lineal osoa V' +y=1 da e b=l beraz v, =Q (1) erako
soluzio partikularra bilatu behar daea QU= K v= K v,= 0 v'y= 0 =
ekuazioan ordezkatuz K = 1 beraz soluzio partikuiama ¥y = 1 da eta soluzio orokorra
v=K cost+Kssint= .
x=c! aldaketa deszginez gero t=Lnx
v =K, cos (Lnx) + K- zsin (Inx)+1

9.5 LAPLACE-REN TRANSFORMATUAREN BIDEZKO EBAZPENAK

Laplace-ren transformatuak funtzio baten deribatua s faktorezko biderkaketa
bihurtzen du. Honexegatik aplikatzen da ekuazio diferenizialeen ebazpenean.

n n-l v _ B . . 1, 1,
agy ) + a;y ) + = ta Y+t V= b(x) ekuazioa emanik, aplika dezagun
Laplace-ren transformatua bi ataletan

Liyv] =FGs) ; Lly1=sF@) -y ; LIy = s2 F(s) - s y(0) - y'(0)s...c.
] = s7 F(s) - 571 y(0) - 72 y(0) - oo - (O LIB(O) = D)

h

jatorrizko ekuazioan ordezkatzen baditugu
ag(s" F(s) - s y(0) - .. - yi-1(0)) + a,(s™! F(s) - 12 y(0) - ... - YI(O)) + o
et ap (8 F(8) - y(0)) + a, F(s) = O(s) =
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ANALISIA O 9.Gaia

. - 2
= F(s) {aos“+als“1+...+an‘ls+an] - y(0) [aos“1+ as" L+ a ]
L L

Y(s) D(s)

D(s)
eta sinplifikatuz F(s) w(s) + D(s) = O(s) eta hemendik

®(s)-D O(s) - D(s) |
F(s) = —————(S) © eta y= Lt {—————@) \ )J
y(s) y(s)

y ezagut dezagun, lehenago y(0), v'(0), y"(0).... ezagutu behar ditugu; horregatik
lortzen den soluzioa partikularra da.

529 Adibidea

- y'tv=t1 vi)=0 y0)=2 hastapen-baldintzak
v F, 1 r 1
Lyl =F() LT =s"F(s) -sy(@ -y(O) Lit] =~
_ $2
2 . 1
ETFE)-s w0 -yON+Fs)=— =
2
1
) +2 b r - -
) s 1 s 257+ 1 gl 2T+ 1
:ng)(s“—%l)-Z:—; = F(s):7 = = = yzL‘%—,)j*i
S~ s+ 1 s7(s7+ 1 Ls“(s‘ + 1)
1+2> A B Cs+D \
S5 =Tt5*5 (A=0,B=1,C=0,D=1 =
sSs”+1) S st sT+1
1+28 1 1 L'II: 11T _
= —= eta — = =t+sint
Sz(sz+1) s2 s +1 52 s”+ 14

beraz  ekuazioaren soluzioa y=t+sint da.
-ty +Ct+3)y+(+3)y=0 y(0) =2 izanik
Llyl=F(@s)  Liryl=-F() s

d
Liy1=sF()-yO) =sF® -2 Lityl=-— LlyD =- 5 6FE -2 =

, =-F(s) - s F'(s)
" d " d , . d
Ltyl=- s Ly D =- g G FS) -5y(0) -y (0) =- 5o (" F(s) - 25 - K) =
=-(2sF@s) + s F(s) - 2)
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ANALISIA II 9. Gaia

balio hauek emandako ekuazioan ordezkatuz

- (2s F(s) + §2 FG)-2)+2CFE)-sFGE)+3GFEES)-2)+ CF()+3F(s)=0
eta F(s)(2s-2+3s+3)+F()(-s2-2s-1)+2-6=0 =

= F@E)(s+1)-F(s) (52+25+ D-4=0 = FGE+1D-F@E)(+ 1)2=4

1 -4 »
edo  F'(s) - F(s) 7= - ekuazio lineala“ ,
S+ 41y
Fe) LnF()=Ln(s+1)+LnK F(s)=K(s + 1)
N =TT = " = Fs)=
sy - 571 = nFs)=Ln(s+1)+Ln S
Fs)=K()(s+1) = F(©=K(©)(s+1)+K(s) eta ordezkatuz
1 -4
(K@ s+ +KE)-K$) s+ 1)) 0—== =
| s+l (5+1)?
-4 -4 2
= K@)G+1)= - = K(9)= ;- = K@= 5+ K, =
(s+ 1) (s+1) s+1)
2 T
= K= -+ K |5+ ) =—=+K, s+ 1)
, 2 s+ 1 t
(s+ 1) v
K, bilatzeko 1si:n F(s)=0 propietatea erabiliko dugu.
2
Iim (—-;——— K s+ 1,»)=0 izan dadin lim K; (s+1)=0
izan behardu = K;=0
F’s)—~—2 t '~L'1[ 2 ]---79’1 oluzioa lortzen d
&”_S-i-l eta y = :Q,—:-T =u2Z< S0iuzZ10a 10o1tzen da.
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