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AINTZINSOLASA XI

EUSKAL BERTSIORAKO
AINTZINSOLASA

Piskunov liburuaren euskal bertsioaren aurkezpenerako aitzinsolasa idazterakoan,
interesgarri eritzi izan diot, egunotan unibertsitateko euskal lerroetan lanean dihardugun
irakasleen artean eztabaidagai den kezka eta jokatzeko modu bati buruzko gogoeta egiteari,
zientziaren arloko eskuliburuen itzulpengintzari buruzkoa hain zuzen. Kezkaren muina
honetan datza, alegia, ea buru-belarri abiatu behar dugun horrelako liburuen
itzulpengintzara edo ea egokiago ez ote den lehentasuna bestelako eginbeharretan jartzea.

‘Eskuliburuak’ izenarekin, munduan zehar dauden unibertsitate gehienetan —edo
askotan bederen— erabili ohi diren liburuak adierazi nahi ditut, goi-mailako zientzilariek
idatziak, urteen joanean irauten dutenak, ongi eginak direlako, noski, eta mundu osoko
irakasleek kontsulta-liburu modura darabiltzatenak. Esan gabe doa, holakoak euskara onean
idatzirik egotea oso baliagarri gerta daitekeela, eta, esatera ausartu egingo naiz, holakoen
argitarapenak gure hizkuntzaren osasuna adieraz dezakeela. Edozertara, horrek ez narama
eskuliburu klasikoen berehalako itzulpen hutsa bultzatzera, prozesu hori onuragarria eta
egokia izan dadin, aldez aurretik zenbait baldintza bete behar direla uste bait dut.

Itzulpengintzarako baldintzak aipatu ditut, jarraian zehaztuko ditudanak, aldian aldiko
arrazoibidea azaltzen saiatuko naizelarik:

- Lehenengo eta behin, liburuari dagokion jakintza-arloan erabili ohi den hizkera
berezia, eginda egon behar da itzulpena prestatzen ari deneko unean. Honekin
adierazi nahi dudana, ondokoa besterik ez da, itzulpengintzan ezin daitekeela
etengabe asmatzen ibil. Hori, gehienera ere, itzultzaileak berak asmaturiko hizkera
litzateke, bai hitzei dagokienez, bai sintagma lexikal konplexuei dagokienez, eta
bai joskerazko esateko moduei dagokienez ere. Alegia, itzulpenerako helburu edo
erreferentzia garbirik gabe, nora hel daitekeen eta nora heldu nahi dugun argiro
jakin gabe, inora ez heltzeko arrisku bizia dagoelakoan nago.

- Aurrekoarekin loturik, arloan arloko hizkera berezia erabiltzeko ohitura duen
gizataldea behar da. Hau da, hizkera berezi hori erabiliz elkarrekin komunikatzeko
eta jakintza-arlo horretan informazioa trukatzeko gai den hiztun-multzoa. Gizatalde
hori arlo horretako espezialistek eta ikasleek osotua izan ohi da batzutan. Prezeski,
aipaturiko hiztun-multzo horri zuzentzen zaio itzulpena, bere eguneroko praktikan
lagungarri gerta dakion. Zer laguntza eta mesede etor dakioke, ordea, berarentzat
arrotz suertatzen den hizkeran idatzia den itzulpenetik?
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- Baldintzen aipamen honetan azkena datorrena, itzultzaileei buruzkoa da. Labur
esanda, edonork ezin dezake edozer itzul, hots, itzultzaileak itzuliko duen liburuko
jakintza-gaian aritua izan behar duela uste dut, ez bait da nahikoa hizkuntzaren
ezagumendu orokorra, berori zabala izan arren ere. Beste hitz batzutaz esanda,
liburu espezializatuen itzulpena jakintza-arlo horretan espezializaturik daudenek
egin behar dute, edota bestela itzulpena desegokia izateko arrisku handiegia izango
da.

Abiapuntu honekin, aitzinsolasaren irakurleak eritzi ezkorra atera dezake lehenengo
begikolpez, izkutuan itzulpenaren aurkako zerbait baineukan, baina ez da horrela. Soilik
esan gura nuke, aipaturiko pausoak nolabait eman aurretik, eta era horretako joera bultzatu
aurretik, arriskugarria gerta daitekeela. Are gehiago, ene eritzian, orain arte liburu klasiko
batzuren itzulpenean egin den lan erraldoiak ez du behar adinako fruiturik eman zenbait
kasutan, azaldutako baldintza horietatik urrunegi geundelako. Horrek ez du esan nahi
etorkizunerako lan horiek baliagarri izango ez direnik, egokitasunari begira egindako
aukeran desegoki gerta daitezkeenik baizik, epe labur eta ertainean behintzat.

Hain zuzen, eztabaida honen gakoa, euskalgintzan ditugun baliabide murritzen
erabilpenaren optimizazioan dagoela deritzot. Horregatik, zientziaren arloan euskaraz lan
egitean harturiko eskarmentuan oinarriturik, optimoa ez bada ere biderik onenetik hurbil
dagoelakoan, bestelako praktika-modua proposatu izan diet neure lankideei. Ene ustez,
lehenengo eta behin hizkuntza bera trebatu behar da, horretarako bereziki antolaturiko
mintegi eta lantaldeen bidez, bertan hizkuntzak dituen arazoak gainditzeko proposamenak
eginez eta mota desberdinetako aukeren arteko eztabaida landuz. Horretan unibertsitateko
irakasleek zeresan handia daukate, beren irakasgaiak prestatzeko eskuzkribuen laguntzaz
beste irakasleen eta ikasleen eritziak eta kritikak bilduz. Mintegi eta irakastaldien bidez,
hizkera espezializatu berezia normaltasunez erabiliko duen gizataldea eginez eta trinkotuz
doa. Hori gertatuz doan neurrian, oso egokia da liburu desberdinetako laburpen edo sintesi
berriak egitea, horrela egunetik egunera osotuz doan behin-behineko materiala sortuz.
Material hori euskaraz pentsatuz birsortu behar dela uste dut nik, bestela beste
hizkuntzen menpekotasun erabatekoan erortzeko arriskuan gaudela uste bait dut. Gainera,
gaur eguneko bitarteko teknikoen laguntzaz —batez ere ordenadoreenaz— prozesu hori
inolako arazorik gabe eraman daiteke aurrera, argitarapen txukun eta egokiak prestatuz.
Horrela eginez, hizkera berezitua egin-samarra gertatzen den neurrian, orduan izan daiteke
hurrengo pausoa emateko garaia, liburu klasikoak itzuliz.

Baina ez pentsa, horrek itzulpengintzan jadanik abiatu behar ez dugunik esan nahi
duenik. Prezeski, euskara zientifikoaren arloan, talde batzuk eginiko lanari esker —Elhuyar,
UZEI eta unibertsitateko euskara zientifikoan diharduten irakasleen taldeak ezin utz
ditzaket aipatu gabe—, gaur egunean zientziaren oinarrizko zenbait arlotan euskara ia erabat
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prestaturik dago, normaltasun osoz aritzeko. Holako zerbait da, Piskunov liburuan ageri
diren gaiekin gertatzen dena.

Eskuliburu honen itzulpena edo, zehaztasunez hitz egiteko nahiago bada, euskal
bertsioa, Matematikaren arloan adituak diren irakasleek eta zientzilariek egina izan da,
unibertsitate eta talde desberdinetakoak gainera. Matematikari horiek guztiok arituak dira
euskarazko irakaskuntzan, dela UPVn dela UEUn, eta, beraz, liburuan ageri den hizkera,
praktikan oinarriturik dago, bertan matematikari euskaldunen arteko akordioa bildu delarik.
Ikasleek ere ezagun dute hizkera-modu hori, horrela komunikazioaren bidea erabat irekirik
geratu delarik. Nola ez, ba, egoki ikusi itzulpen bidez datorkigun liburu klasiko hau? Alde
horretatik guztiz egokitzat daukat.

Liburuaren edukinari dagokionez, ez dut ezer berezirik esatekorik, berori darabilten
gehienek diotenaz gain. Alegia, kalkulu diferentzialaren eta integralaren arloko bilduma
zabal eta praktikoa dela, ez soilik matematikarientzat egokia, baizik eta oso erabilgarria
unibertsitateko zientzia eta ingeniaritzako irakasle eta ikasle guztiontzat ere. Eta, zer
esanik ez, orain arte hizkuntza desberdinetako itzulpenetan niretzat ere kontsulta-liburu
baliagarria izanda, hemendik aurrera askoz gehiago erabiliko dudala euskal bertsioa.

Eskerrik beroenak eta zorionak euskal bertsioa prestatzen aritu izan diren guztiei.

J.R. Etxebarria
Leioan, 1992.eko irailaren 27an



X1v EUSKARATZAILEEN OHARRA

EUSKARATZAILEEN OHARRA

Liburu hau N. Piskunov-en "Kalkulu diferentziala eta integrala” lanaren euskarazko
lehenengo bertsioa da. Honetarako errusierazko 7. argitarapenean oinarritu den
gaztelanierazko lehenengo bertsioaren 6. argitarapena (1983) erabili da. Gaztelanierazko
bertsioa K. Medkov injineruak egin du eta MIR argitaletxeak kaleratu du. Euskarazko
bertsioa ere bi liburukitan argitaratuta dago. Lehenengo liburukian I-XII gaiak eta
bigarrenean XIII-XIX gaiak daude.

Hizkuntza aldetik x letraren erabilera aipatzekoa. x letraren euskal izena ixa da,
eta hori izan da liburuan erabili dena. Horregatik, x -k, x -ren, x -rekiko, e.a. egiturak
ikusi ahal izango dituzu. Bestalde, baldintzazko esaldietan erabiltzen den "orduan" leloa ez
da idatzi. Azkenik esan, adibide eta ariketetako enuntziatuetan aditzaren partizipioa erabili
dugula irakurketa errazteko asmoz.

Hiztegiari begira, UZEIren Matematika hiztegian oinarritu da. Hala ere, kontzeptu
berri asko sortu behar izan da.

Euskaratze-lanetan zortzi lagun aritu dira. Lan osoa homogenotu da, norberaen
estiloa eta ekarpena ahalik eta gehien errespetatuz.
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XIII. GAIA
EKUAZIO DIFERENTZIALAK
§ 1. Problemaren planteamendua

Demagun y= f(x) funtzioak fenomeno bat kuantitatiboki adierazten duela.
Fenomeno hori aztertzerakoan ezin da zuzenean y eta x aldagaien arteko erlazioaren
izaera erabaki; hala ere, x eta y magnitudeen eta y',y”,...,y(”),x-rekiko y-ren

deribatuen arteko erlazioa ezar daiteke, hau da, ekuazio diferentzial bat idatz daiteke.
x,y eta deribatuen artean lortutako erlaziotik x eta y-ren arteko erlazio zuzena
ateratzea beharrezkoa da, hots, y = f(x) bilatzea edo, esan ohi den bezala, ekuazio

diferentzial bat integratzea.
Azter dezagun bi adibide.

1. Adibidea. Altuera batetik m masako gorputz bat jaurtiki da. Determinatu v
erorketa-abiaduraren aldakuntzaren legea, gorputzaren gainean grabitatearen indarrez aparte
airearen erresistentzi indarrak eragiten badu, azken hori, v abiadurarekiko proportzionala
izanik (proportzionaltasun-koefizientea k da), hau da, v= f(¢) bilatu behar da.

. dv
Ebazpena. Newton-en bigarren legearen arabera m? =F, non i‘l
1 dt
gorputzaren azelerazioa gorputza higitzen denean (abiaduraren deribatua denborarekiko) eta
F, gorputzak higiduraren norantzan eragiten duen indarra bait dira. Azken hori bi indarren
erresultantea da: grabitatearena, mg, eta airearen erresistentziarena, —kv (minus zeinua

hartzen da bere norantza abiadurarenaren aurkakoa bait da). Beraz,

Vv

m-—= mg - kV. (1)
dt
v funtzio ezezaguna eta @ bere deribatuaren arteko erlazio bat lortu dugu, v
dt

funtzio ezezagunarekiko ekuazio diferentzial bat alegia. (Zenbait motatako jausgailuen
higiduraren ekuazioa). Ekuazio diferentzial hori ebaztea emandako ekuazio diferentziala
betetzen duen v = f(¢) funtzio bat bilatzean datza. Horrelako infinitu funtzio dago. Erraz

egiazta liteke
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k

-
v=Ce m +% (2)

motako funtzio orok (1) ekuazioa betetzen duela, C konstantea edozein izanik ere. Baina,
horien artean zeinek emango du v eta t-ren artean bilatutako erlazioa?. Aurkitzeko erabil
dezagun baldintza gehigarri bat: gorputza v hasierako abiaduraz jaurtikitzen dugu (zero

izan daitekeena); demagun hasierako abiadura ezaguna dela. Baina, kasu horretan, bilatzen
dugun v= f(r) funtzioak r=0 (higiduraren hasieran) denean v=vy bete behar du. (2)

formulan =0, v=v, ipiniz gero

mg
Vo = C+ "k—
lortzen dllgll, eta hortik
mg
C= Vo — 7

Horrela, C konstantea finkatzen da. Hortaz, v eta t-ren artean bilatutako
erlazioa

kt

mg\ .  mg ,
v=lyy—-——1e M +— 2
(- 28 )e 7 4 2 @)

da.
Formula horretatik ¢ nahiko handia bada v-ren vp-rekiko menpekotasun ahula

dela ondorioztatzen da.
Ohar gaitezen k=0 bada (hau da, ez dago airearen erresistentziarik, edo hain txikia
izanik mespreza dezakegu), fisikan oso ezaguna den emaitzal) lortzen dugu:

V=1 + gl (2")

1) (2") formula (2') formulatik lor daiteke limitearen bidez:

kt
, m R ¥
lim (vo——g]e my I8 Vo +gr.
k—0 ( k
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Funtzio horrek (1) ekuazio diferentziala betetzen du, baita hasierako baldintza ere,
v =1y, t=0 denean.

2. Adibidea. Hari malgu homogeno bat bere bi muturretatik esegita dago. Bilatu
hariak, bere pisuak eragina, hartuko duen itxurako kurbaren ekuazioa (hori da esegitako
sokek, kableek eta kateek hartzen duten forma).

' T
M
N "
7S
7 %
244, IRUDIA

Ebazpena. Izan bedi M,(0,b) hariaren punturik bajuena, eta M edozein
puntu (244. irudia). Azter dezagun hariaren MM zatia. Zati hori hiru indarrek orekatzen
dute:

1) M puntuko ukitzailean zehar eragin eta Ox ardatzarekin ¢ angelua osatzen
duen T tentsioa;

2) My puntuan horizontalki eragiten duen H tentsioa;

3) hariaren ¥s pisua, bertikalki beherantz zuzendua, non s MM arkuaren
luzera eta y hariaren pisu espezifiku lineala diren.

T bere osagai horizontal eta bertikaletan deskonposatuz, orekaren ekuazioak
lortzen ditugu:

Tcosp=H
Tsingp=1y

Bigarren berdintza lehenengoaz zatituz,

4
t = — 3
ane=-,s 3)
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lortzen dugu. Jo dezagun orain bilatzen den kurbaren ekuazioa y = f(x) idatz daitekeela.

Hor, f(x) bilatu behar dugun funtzioa da. Ohar gaitezen tan¢ = f'(x)= SX dela.
X
Beraz,
dy 1
—=—y, 4
paiaby 4)
H ) .
non a-k — zatidura adierazten duen.
Y
Deriba ditzagun (4) berdintzaren bi atalak x-rekiko:
d*y 1ds
— == (5)
dx a dx

Baina dagoenekoz badakigu (ikus VI. gaiko § 1)

2
ﬁ = 1 + (ﬂ)
dx dx

dela.
Adierazpen hori (5) ekuazioan idatziz kurbaren ekuazio diferentziala erdiesten dugu:

d’y 1 [dy)z
—=—l+] = . 6
dx2 a dx ©)

Funtzio horrek y funtzio ezezagunaren lehenengo eta bigarren deribatuen arteko
erlazioa adierazten du.
Ekuazioen ebazpen-metodoak alde batera utziz, derragun

+(f+C, ) —(£+Cl j
y=—je ‘¢ +e \4 +Cy (7

NSRS

itxurako funtzio orok, (6) ekuazioa betetzen duela, C; eta C, konstanteen balioak
edozein izanik ere. Hori egiaztatzea erraza da aipatutako funtzioaren lehenengo eta bigarren

deribatuak, (6) ekuazioan ordezkatuz. Esan dezagun, frogatu gabe, funtzio horiek direla
(C, eta C, konstanteen balio desberdinetarako), (6) ekuazioak eduki ditzakeen soluzio

guztiak, aurrerago, § 18an, frogatuko dena.
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Horrela lortutako funtzio guztien grafikoek katenari izena dute. Azal dezagun,
orain, nola aukeratu behar diren C; eta C, konstanteak, (0,b) koordenatuetako beheko

puntua daukan katenaria lortzeko. x=0 denean katenariaren puntua posiziorik bajuenean

dagoenez, puntu horretako ukitzailea horizontala da, hots L =0 . Horrez gain, hipotesiz,
dx
puntu horren ordenatua b da, hau da, y=»5.
(7) ekuaziotik
.1 ia+C1 —(§+CI )
=—|e —-e
Y 2
ondorioztatzen da.

1 ~ :
Hor x=0 eginez gero, 0= E(eC1 s ) lortzen dugu. Hortaz, C; =0.

Baldin & My puntuaren ordenatua bada, y=»b da x=0 denean. x=0, C;=0

eginez, (7) ekuaziotik b = g(l + 1) + C, ateratzen dugu, eta hortik Cr=b-a.

Laburbilduz,

aurkitu dugu.
(7) ekuazioa nabariki errazten da, M, puntuaren ordenatua a balioa hartuz gero.
Orduan, katenariaren ekuazioa

§ 2. Definizioak

1. Definizioa. x aldagai independentea, y= f(x) funtzio bilatua eta

DATR AT y(”) bere deribatuen arteko erlazio bat ezartzen duen ekuazioari ekuazio

diferentzial deritzo.
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Ekuazio diferentziala sinbolikoki F' (x, Y.y Y, y(")) =0 eran idatz daiteke, edo,

2 n
F x,y,ﬂ,ﬂ d’y

S B
dx dx dx"

eran ere.
y= f(x) bilatutako funtzioa aldagai independente batekoa bada ekuazio
diferentzialari arrunt deitzen zaio. Thardun dezagun oraingoz ekuazio diferentzial arruntez

soilik?).

2. Definizioa. Ekuazioan agertzen den ordena handieneko deribatuaren ordena
ekuazio diferentzialaren ordena da.

Adibidez, y' —2xy2 + 5 =0 ekuazioa lehenengo ordenakoa da.

y"+ky'—by —sin x = 0 ekuazioa bigarren ordenakoa, etab.

Aurreko ataleko lehenengo adibidean azterturiko ekuazioa lehenengo ordenakoa da,
eta bigarren adibidekoa, bigarren ordenakoa.

3. Definizioa. Ekuazioan ordezkatuz gero, identitate bihurtzen duen y = f(x)

funtzio orori ekuazio diferentzialaren soluzio edo integral deritzo.

2
1. Adibidea. Izan bedi % +y=0 ekuazio diferentziala.

y=sinx, y=2cosx, y=3sinx—cosx funtzioak eta, orokorrean,
y=C;sinx, y=Cycosx edo y=C|sinx+C,cosx erako funtzio guztiak emandako

ekuazioaren soluzioak dira, C; eta C, konstanteak edozein badira ere. Hori egiaztatzea
erraza da aipatutako funtzioak ekuazioan ordezkatuz.

2) Ekuazio diferentzial arruntak bezala, analisi matematikoan deribatu partzialetako
ekuazioak ere aztertzen dira. z funtzio ezezaguna, x,y, ... bi edo aldagai gehiagokoa, x,

. oz dz 9%z
Yy, ... aldagai berak eta z-ren —,—,—,..
ox dy dx

duten ekuazioei deribatu partzialetako ekuazio deitzen zaie.

. deribatu partzialen arteko erlazioa ezartzen

. o 0z . . . .
Adibidez, xa—z = yg deribatua partzialetako ekuazioa da, funtzio ezezaguna z(x,y)
X

izanik.

Erraz egiazta daiteke z = x2y2 funtzioak emandako ekuazioa betetzen duela (beste infinitu

funtziok bezala). Liburu honetan, deribatu partzialetako deribatuak XVIII. gaian aztertuko
dira.
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2. Adibidea. Azter dezagun y'x - X% - y=0 ekuazioa.
Bere soluzioak y = x% +Cx itxurako funtzioak dira, non C hautazko konstantea

den. Izanere, y= x% +Cx ekuazioa deribatuz y'=2x+ Cx aurkitzen dugu.

y eta y'-aren adierazpenak jatorrizko ekuazioan ordezkatuz
2 2 _
R2x+C)x—x"-x"-Cx=0

identitatea lortzen dugu.
1. eta 2. adibideetan arakatutako ekuazio bakoitzak infinitu soluzio dauka.

§ 3.Lehen ordenako ekuazio diferentzialak (Orokortasunak)

1. Lehen ordenako ekuazio diferentzial batek
F(x,y,y)=0 (1

itxura dauka.
Ekuazio hori y'-arekiko ebazkarria bada

y'=fxy) 1)

eran (normal deitutakoa) idatz daiteke.

Kasu horretan ekuazio diferentziala deribatuarekiko ebazkarria dela esan ohi da.
Horrelako ekuaziorako ekuazio diferentzial baten soluzioaren existentzia eta bakartasunari
buruzko ondoko teorema baliagarria da.

Teorema. y'= f(x,y) ekuazioan f(x,y) funtzioa eta éf— y-rekiko bere

deribatu partziala jarraiak badira Oxy planoko D eremu batean, eta (xg,yy) eremuko

puntu bat bada, ekuazioaren y = @(x) soluzio bakar bat existitzen da, zeinak x=x

denean y=yq baldintza betetzen bait du.

Teoremaren esanahi geometrikoa hauxe da: (xg,yp) puntutik igarotzen den
grafikoa duen y = @(x) funtzioa bakarra da.

Aurreko teorematik (1') ekuazioak infinitu soluzio desberdin daukala ondorioztatzen
da [esaterako, (xq,yo) puntutik pasatzen den grafikoari dagokiona, (xy,y;) puntutik



8 KALKULU DIFERENTZIALA ETA INTEGRALA

igarotzen denari dagokiona, (xg,y,) puntutik etab., puntu horiek D eremuan dauden

bitartean].
y funtzioak x=x; denean yy balioa hartu beharreko baldintza hastapen-baldintza

deitzen da. Sarritan baldintza hori,

eran idazten da.

1. Definizioa.

y=¢(x,C) (2)
funtzioari lehenengo ordenako ekuazio diferentzial baten soluzio orokor deitzen zaio,
funtzioa C hautazko konstantearen menpe dago eta ondoko baldintzak betetzen baditu:

a) C konstantearen edozein baliotarako ekuazio diferentziala betetzen du;

b) hastapen-baldintza edozein izanik, x=xy denean y=yg, hau da, (y) x=x, = Y0

C=Cy balio bat aurki daiteke non y= ¢(x,Cy) funtzioak hastapen-baldintza betetzen
duen.

Kasu horretan xy eta yg balioak x eta y aldagaien aldakuntz eremuan daudela
suposatzen da, eremu horretan soluzioaren existentzia eta bakartasunari buruzko
teoremaren baldintzak betetzen direlarik.

2. Ekuazio diferentzial baten soluzio orokorra bilatzean,
®(x,y,C)=0 (2"

y-rekiko ez-askatua, itxurako erlazio batera heltzen gara askotan. y-rekiko ebaztean
soluzio orokorra lortzen dugu. Hala ere, ez dago (2') erlaziotik abiatuz y funtzio
elementalen bidez beti adierazterik. Antzeko kasuetan soluzio orokorra era inplizituan
agertzen da.

Soluzio orokorra era inplizituan ematen duen ¢(x,y,c)=0 itxurako berdintza

ekuazio diferentzialaren integral orokor deitzen da.

2. Definizioa. y = ¢(x,C) soluzio orokorretik, C konstanteari C =Cy balio
finko bat emanez, erdietsitako y = ¢@(x,Cy) funtzio orok soluzio partikular izena du.

Kasu horretan ®(x,y,Cy)=0 erlazioak ekuazioaren integral partikular izena du.

1. Adibidea.

b__2

dx X
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. . C , . .
lehen ordenako ekuazioak soluzio orokortzat y =— funtzioen familia dauka; berori
X

ekuazioan ordezkapen sinple baten bidez egiazta daiteke.
Bila dezagun yy =1, xy =2 denean, hastapen-baldintza betetzen duen soluzio

partikular bat. Balio horick y= ¢ formulan ordezkatuz lzg edo C=2 lortzen
X

2 . . .
dugu. Hortaz, y=— funtzioa bilatutako soluzio partikularra da.
X

Ikuspuntu geometrikotik, integral orokorrak koordenatu-planoko kurben familia
adierazten du, C hautazko konstantearen (edo esan ohi bezala, C parametroaren)
menpean. Kurba horiek emandako ekuazio diferentzialaren kurba integral deitzen dira.

Integral partikular bakoitza planoko puntu ezagun batetik igarotzen den familiaren
kurba batek adierazten du.

A
C=1o| C=12
I c=1

4

4

c=171{C=-1
C=¥z2 C=-32

245. TRUDIA
. . — c ..
Horrela, azkeneko adibidean integral orokorra geometrikoki y=— hiperbolen
X
familiak adierazita dator eta integral partikularra, hastapen-baldintzak determinatua,

o 1
My (2,1) puntutik igarotzen den hiperbolaz. 245. irudian parametroaren C = >’ c=1,

C=2, C=-1 etab. balioei dagozkien familiaren kurbak agertzen dira.
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Gure arrazonamenduak hobeto laguntzeko asmoz, ekuazioa betetzen duen
y = ¢(x,Cy) funtzioari ezezik dagokion kurba integralari ere ekuazioaren soluzio deituko

diogu. Honelatan, esaterako (xg,y) puntutik pasatzen den soluzioaz mintzatuko gara.

Oharra. gy— = -2 ekuazioak ez dauka Oy ardatzeko puntuetatik igarotzen den
by X

soluziorik (ikus 245. irudia). Hori, ekuazioaren bigarren atala x=0 denean definiturik ez
dagoelako, eta beraz, jarraia ez delako gertatzen da.

Ekuazio diferentzialak ebazteak, edo esan ohi den bezala integratzeak, zera esan
nahi du:

a) bere soluzio edo integral orokorra aurkitzea (hastapen-baldintzarik ez badago),
edo

b) emandako hastapen-baldintzak (baldin badaude) betetzen dituen ekuazioaren

soluzio partikularra bilatzea.

3. Eman dezagun lehen ordenako ekuazio diferentzial baten adierazpen
geometrikoa.
Izan bedi

d
2~ ey (1
dx

forma normalean emandako ekuazio diferentzial bat eta izan bedi y= @(x,C) bere

soluzio orokorra. Soluzio orokor horrek Oxy planoko kurba integralen sorta
determinatzen du.

246. TRUDIA
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. ) d .
x,y koordenatuetako M puntu guztietarako (1') ekuazioak ZX deribatuaren
X

balio bat mugatzen du, hau da, puntu horretatik pasatzen den kurba integralaren
ukitzailearen koefiziente angeluarra. Hortaz, (1') ekuazio diferentzialak norabide-multzo
bat definitzen du, edo, esaten den bezala, Oxy planoan norabide-eremu bat mugatzen du.
Ikuspuntu geometrikotik, ekuazio diferentzial baten integrazioaren problema
kurbak bilatzean datza, zeinen ukitzaileen norabideak puntu horietan, eremuaren
norabidearekin batera bait datoz.
246. irudian d—y -2 ekuazio diferentzialak definitutako norabide-eremua
X X
irudikatu da.

4. Kontsidera dezagun, orain, hurrengo problema.
Izan bedi

y=¢(x,0) (2)

C parametro baten menpeko funtzioen multzo bat, non planoko (edo planoko eremu
bateko) puntu orotik multzo horren kurba bakar bat pasatzen bait da.
Zein da integral orokortzat funtzio-multzo hori duen ekuazio diferentziala?
(2) ekuazioa x-rekiko deribatuz:
dy

a = (px (ch)' (3)

Planoko puntu orotik sortaren kurba bakar bat igarotzen denez, x,y zenbaki-
-bikote bakoitzerako (2) ekuaziotik C balio bat lortzen da. C balio hori (3) ekuazioan

d .
ordezkatuz, —d—i x eta y-ren funtzio bezala topatzen dugu. Horrela, (2) multzoaren

funtzio orok betetzen duen ekuazio diferentziala erdiesten dugu.

Hortaz, x,y eta ﬂ-aren erlazioa aurkitzeko, hau da, (2) formulak emandako
dx

integral orokorra daukan ekuazio difentziala aurkitzeko, (2) eta (3)-tik C ezabatzea
beharrezkoa da
2. Adibidea. Bilatu y=Cx” parabola-sortaren ekuazio diferentziala (247.

irudia).
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247. IRUDIA

. . . d .
Ekuazioa x-rekiko deribatuz, Ey- =2Cx aurkitzen dugu.
X

Azken horretan C =Lz balioa, sortaren ekuazioak emandakoa, ordezkatuz
X

dy 2y

dc  x

Ekuazio diferentzial hori x #0 guztietarako betetzen da, hots, Oy ardatzeko

sortaren ekuazio diferentziala lortzen dugu:

punturik ez daukan eremu orotan.

§ 4. Aldagai bananduetako eta banangarrietako ekuazioak

Azter dezagun

a = LX) () )
dx

itxurako ekuazio diferentzial bat, non bigarren atala x-ren funtzio baten eta y-ren beste
funtzio baten arteko biderkadura den. f,(y)# 0 dela suposatuz egin dezagun ondoko

aldaketa:

1
f2(y)

dy = fi(x) dx. (1)

x-ren y funtzioa ezaguna dela suposatuz, (1') ekuazioa bi diferentzialen berdintza
bezala har daiteke, zeinen integral mugagabeak batugai konstantetan desberdintzen diren.
Lehenengo atala y-rekiko eta bigarrena x-rekiko integratuz,
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jjy—) dy:J'fl(x) dx+C

lortzen dugu.

y soluzioa, x aldagai independentea eta C hautazko konstantearen arteko erlazioa
erdietsi dugu, hau da, (1) ekuazioaren integral orokorra erdietsi dugu.

1. (1") itxurako

M(x) dx + N(y) dy =0 (2)

ekuazio diferentziala aldagai bananduetako ekuazio deitzen da. Frogatuaren arabera, bere
integral orokorra:

_[M(x) dx+JN(y) dy=C

1. Adibidea. Izan bedi
xdx+ydy=0

aldagai bananduetako ekuazioa. Integratuz

integral orokorra lortzen dugu.

Azken ekuazioaren lehenengo atala negatibo ez denez, gauza bera gertatuko da
bigarrenarekin. Ordezka dezagun, 2 C|=C2:

X2+ y2 =C?.
Berori C erradioa eta zentrua koordenatu-jatorrian dauzkaten zirkunferentzia
zentrukideen sortaren ekuazioa da (248. irudia).

2.

My (0N, (¥) dx + My (x)N; (3) dy =0 3)
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itxurako ekuazio bati aldagai banangarrietako ekuazio deritzo. Aldagai bananduetako
ekuazio bihur daiteke¥), bi atalak N;(y)M,(x) adierazpenaz zatituz gero,

M (X)N{(y) dx+M2(x)N2(Y) dv=0
N ()M, (x) Ny (y)M; (x)

’

edo
M N
10 4 M)
M (x) Ni(y)
hau da, (2) itxurako ekuazioa.
y
0
( 0 X
248. IRUDIA
2. Adibidea . Izan bedi
Ay
dx X
ekuazioa.
Bana ditzagun aldagaiak:
& d
y X
Integratuz,
Jﬂ =— ax +C
y X

3) Aldaketa horiek N,;(y) eta M,(x) anulatzen ez diren eremuan bakarrik egin daitezke.
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topatzen dugu, hau da,

In |y|==In [x/+In |C[Y

Cl‘
-x b

edo

In |y|=1In

. . C
eta hortik soluzio orokorra y = — lortzen dugu.
X

3. Adibidea. Izan bedi

I+ x)y dc+(1-y)x dy=0

ekuazioa.
Aldagaiak bananduz,

1 —
LA Il N (l+1jdx+[l—1jdy:0
x y x y

aurkitzen dugu. Integratuz,

In [x]+x+In|y-y=C edo In|xy|+x-y=C

lortzen da; azken erlazioa emandako ekuazioaren integral orokorra da.

4. Adibidea. Radioaren desintegrazio-abiadura, aldiune bakoitzean bere
masarekiko zuzenki proportzionala dela aurkitu da. Determinatu, denboraren funtzioan,
radioaren masaren aldakuntz legea, baldin =0 zenean radioaren masa my izan bazen.

Desintegrazio-abiadura ondoko erara kalkulatzen da: izan bedi m, ¢ aldiuneko
masa eta m+ Am ¢+ At aldiunekoa. Ar denboraz desintegratutako masa Ar da eta

N arrazoia desintegrazioaren batezbesteko abiadura da. Arrazoi horren limitea At — 0
!

. Am dm . . . . .
denean, lim — =—, ¢ aldiuneko radioaren desintegrazio-abiadura da.
A—0 At dt

4) Geroko transformazioak kontutan hartuz, hautazko konstantea In |C| izendatu dugu, hori

egin daiteke, C#0 denean, In |C|-k, —eo-tik +oo-rainoko edozein balio har bait dezake.
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Hipotesiaren arabera:

am _

—km, 4
ot (4)

non k (k>0) proportzionaltasun-koefizientea den. Minus zeinua ipini dugu, denbora
. . . d . .
pasa ahala radioaren masa gutxitzen delako eta horrexegatik d_m < 0. (4) ekvazioa aldagai
t
banangarrietako ekuazioa da. Bana ditzagun aldagaiak:

d
——
m

Ekuazioa ebatziz,
Inm=-kt+In C

lortzen dugu, eta hortik

m=Ce™M, (5)
t=0 aldiuneko radioaren masa myg izanik, orduan C-k
mp=C-e*0=¢C

bete behar du.
(5) ekuazioan C-ren balioa ordezkatuz, denboraren funtzioan bilatzen genuen
radioaren masaren menpekotasuna erdiesten dugu (ikus 249. irudia):

m= moe_k'. 6)

k koefizientea esperimentalki aurkitzen da ondoko erara: izan bedi «, #y denboraz

desintegratutako radioaren hasierako masaren portzentaia. Beraz,

o ~kt
1——— |mg=mge " °,
( 1mj° 0

beteko da; hortik,
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“kty =In (1-i]
100

edo
k=-11n (1 - —“—j
ty 100
Horrela, radiorako k=0,00044 dela aurkitu dugu (denboraren neurri-unitatea urtea
da).
k-ren balio hori (6) formulan ordezkatuz
= e 000041
daukagu.
m
My
0 T
249. IRUDIA

Bila dezagun radioaren semidesintegrazioaren periodoa, hau da, radioaren hasierako

masaren erdia desintegratzen den denbora-tartea. Azken formulan m —2—0 balioaz

ordezkatuz, semidesintegrazioaren T periodoa kalkulatzeko ekuazioa aterako dugu:

m .
—0—=m0e 0,00044T’
2

eta, hortik

—0,00044T = —-In2,

hau da;
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_ Im2
0,00044

urte.
Esan dezagun beste problema fisiko eta kimiko askok (4) itxurako ekuazio batera

garamatzala.
Oharra:

ﬂ=f(x) edo dy=f(x)dx
dx

itxurako aldagai bananduetako ekuazio diferentziala sinpleena da.
Bere integral orokorrak

y=Jf(x)dx+C

itxura dauka.
Mota horretako ekuazioen soluzioei X. gaia eskaini zaie.

§ 5.Lehen ordenako ekuazio homogenoak

1. Definizioa. f(x,y) funtzioa, x eta y aldagaiekiko n mailako funtzio

homogenoa dela esaten da, baldin A guztietarako
fAx,Ay)=A"f(x.y)
identitatea betetzen bada.

1. Adibidea. f(x,y)= %/)(3 + y3 funtzioa lehen mailako funtzio homogenoa

da, zeren

Fe ) = Y0 + Ay =AY +3% = M y)

betetzen bait da.

2. Adibidea. f(x,y)=xy- y2 bigarren mailako funtzio homogenoa da,
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(A)(A) = () = [y = 7

delako.

2 oy2

3. Adibidea. f(x,y)= zero mailako funtzio homogenoa da,

() - (Ay)* _ 2 —y?
(Ax)(Ay) xy

betetzen delako.
2. Definizioa.

, hau da, f(Ax,Ay)=f(x,y) edo f(Ax.Ady)=2A"F(x,y)

dy .
== fay) M
dx
lehen ordenako ekuazioari, x eta y-rekiko homogeno deitzen zaio, f(x,y) funtzioa x
eta y-rekiko zero mailako funtzio homogenoa bada.
. . 1
Ekuazio homogeno baten ebazpena. Hipotesiz f(Ax,Ay)= f(x,y). A =—
X
eginez gero,

flxy) = f(l,l)
X

daukagu, hau da, zero mailako funtzio homogenoa aldagaien zatiduraren menpean dago
soilik.
Kasu horretan, emandako ekuazioak

ﬂ:f(l’lj (1')

dx X

itxura hartzen du.

Buru dezagun ordezkapena:
u= l, hots, vy =ux.
v

Beraz,
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dy du
—=u+—2x
dx dx

daukagu. Deribatuaren balio hori (1')ean ordezkatuz

du
u+x—=f(1,u
T S

lortzen dugu, aldagai banangarrietako ekuazioa alegia:

d d d
o ruw-u edo — =&
dx fu)—u x
Integratuz gero,
fLu)y—u X
aurkitzen dugu.
Integratutakoan, u Y arrazoiaz ordezkatuz (1" ekuazioaren integrala lortzen dugu.
X
4. Adibidea. izan bedi
H__»
dx x2 _ y2

ekuazioa.
Bigarren atalean zero mailako funtzio homogenoa daukagu. Hortaz, ekuazio

homogenoa da. Egin dezagun DA ordezkapena; orduan,
X

Aldagaiak bananduz,

3 - —

K
u X 3

(1-u?)du dx (1 1] dx
T du
U U
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geratzen da, eta hortik, integratutakoan,
——12——1n lyj=In |x|+In |C] edo - 12 =1In |uxC|
2u 2u

lortzen dugu.

U= b ordezkatuz gero, hasierako ekuazioaren integral orokorra erdiesten dugu:
X
2

X
———==1In |Cy|.
2y2 l yl

Kasu horretan ez dago, y funtzio elementalen bidez, x-ren funtzio esplizitu bezala
adierazterik. Erraz adieraz daiteke, ordea, x y-ren funtzioan

x=y4/-2In |Cy].

Oharra.

M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0

itxurako ekuazioa homogenoa izango da soilik M(x,y) eta N(x,y) funtzioak maila

bereko funtzio homogenoak direnean. Hori, maila bereko bi funtzio homogenoren arteko
zatidura zero mailako funtzio homogenoa izatetik ondorioztatzen da

5. Adibidea.

Cx+3y)dx+(x-2y)dy=0,
(x2 +y2)dx—2xydy=0

ekuazioak homogenoak dira.

§ 6. Ekuazio homogenogarriak

fil- ax+by+c 0
dx  ax+bhy+q

itxurako ekuazioak homogenogarriak dira.
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¢y =c=0 badira (1) ekuazioa, argi eta garbi, homogenoa da. Demagun, beraz, c¢
eta ¢ (edo horietako bat) ez direla zero. Egin dezagun

x=x +h, y=y +k (2)
aldagai-aldaketa. Orduan,
b _ D
dx  dx

dugu.

. dy .
(1) ekuazioan x, y eta d—)—aren adierazpenak ordezkatuz:
X

dy, _ ax; +by +ah+bk+c

= 3
d,\'l alxl +b1y1 +(11h+blk+cl ( )
daukagu. Aukera ditzagun % eta k, ondoko ekuazioak egiazta daitezen,
ah+bk+c=0
(4)
alh+b1k+C1 =0

hau da, determina ditzagun h eta k (4) ekuazio-sistemaren soluzio bezala. Baldintza
horrekin (3) ekuazioa homogenoa da:

dy; _ ax| + by,

dxl apxy + blyl )

Ekuazio hori ebaztean eta, (2) formulen arabera x eta y aldagiaetara bueltatuz,
(1) ekuazioaren soluzioa lortuko dugu.

=0

a b

bada, hots, ab; =a;b bada (4) sistemak ez dauka soluziorik. Baina, kasu horretan,

4 _ b—bl =A hauda, a;=Aa, by = Ab,etaberaz, (1) ekuazioa,
a
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_dl_ (ax+by)tc )
dr Alax +by) + ¢

eran idatz daiteke.

z=ax +by (6)

ordezkapena eginez gero, emandako ekuazioak aldagai banangarrietako ekuazioren itxura
har dezake. Izan ere,

d.
—Z=a+bd—y,
dx dx
eta hortik
d 1dz a
o= 2 (7
de bdx b

(6) eta (7) adierazpenak (5) ekuazioan ordezkatuz

1dz a z+¢

bdx b Az+e

lortzen dugu, aldagai banangarrietako ekuazioa alegia.
(1) ekuazioa integratzeko erabilitako prozedura,

dy _ ax+by+c
dx ax+ by +¢

ekuazioaren integrazioari ere aplika dakioke, f hautazko funtzio jarraia izanik.

1. Adibidea. Izan bedi

ﬂ_x+y—3
dx  x-y-1

ekuazioa. Ekuazio homogeno bihurtzeko asmoz,

xX=xi+h y=y +k

ordezkapena egin dezagun. Orduan,
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dyy _x +y+h+k-3
dxl Xl—y1+h—k—l

izango dugu.
h+k-3=0; h—k—-1=0

ekuazio-sistema ebatziz

h=2, k=1
aurkitzen ditugu. Ondorioz,

B mtn

dag X -y

ekuazio homogenoa lortzen dugu, zeina

Ny,
X
aldaketaren bidez ebazten bait dugu; orduan,
dy, du du 1+u
Y1 = uxq, _:M+X1_‘, LI+X1—‘: 5
dX] dxl dxl 1—u
eta aldagai banangarrietako ekuazioa,
du 1+ u?
Vay, 1-u
alegia, lortzen dugu. Aldagaiak banatzen baditugu
1- dx
u2 du=-—"L.
1+u X1

Integratuz gero,
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1
arctanu—gln (1+u*)=1In X+ C,

arctanu =1In (Cx;V1+ u? )

edo

Cxl,/1+uz =earctanu

aurkitzen dugu. Azken berdintzan, u = A ordezkatuz,
X1

arctan }—1

Cyf+yt=e &

erdiesten dugu. Azkenik, x eta y aldagaiak itzuliz,

-1
2 arctan L

Cy(x =2 +(y-1)" =e x-=

lortzen dugu .

2. Adibidea.

. 2x+y-1
4x+2y+5

25

ekuazioa ezin da x=x| +h, y=y +k ordezkapenaren bidez ebatzi, kasu honetan, 4

2
eta k determinatzen dituen ekuazio-sistema indeterminatua da (hemen, 4

koefizienteen determinantea, zero da).

Ekuazio hori aldagai banangarrietako ekuazio bihur daiteke

2x+y=z

ordezkapenaren bidez.
Orduan, y'=:'-2 eta ekuazioak

aldagaien
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_ z—1
2z+5

itxura hartzen du, hau da,

Z,_52+9
2745

Ebatziz gero,

2 7
—z+—Mh|5z+9=x+C
5 25
lortzen da. z = 2x + y denez, hasierako ekuazioaren behin betiko soluzioa:
2(2 + )+7ln\10 +5y+9=x+C
—(2x — x =x
5 Y 25 Y

edo

10y =5x+7In l10x+5y+9|=C1

eran erdiesten dugu, hau da, x eta y-ren funtzio inplizitu baten itxuran.

§ 7. Lehen ordenako ekuazio linealak

Definizioa. Funtzio ezezagun eta bere deribatuarckiko lineala den ekuazio
diferentzialari lehen ordenako ekuazio lineal deritzo.

d
1 Py = 0(x) (1
dx

itxura dauka, non P(x) eta Q(x) x-ren funtzio jarraiak (edo konstante) diren.

(1) ekuazio linealaren ebazpena. Bila dezagun ekuazioaren soluzioa x-ren
bi funtzioren arteko biderkadura bezala:

y = u(x)v(x). (2)
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Funtzio horietako bat edonola aukera daiteke, bestea (1) ekuazioaren arabera

determinatuko delarik.
(2) berdintzaren bi atalak deribatuz gero

dy dv du
—=y—+v—
dx dx dx

topatzen dugu.

—Z—i deribatuaren adierazpena (1) ekuazioan ordezkatuz,

uﬂ+ﬂv+Puv:Q
dx dx
edo
dv du
ul —+Pvi+v—= 3
(dx ) dx e ©
daukagu. Aukera dezagun v funtzioa
d
& pv=0 (4)
dx

bete dadin.
Ekuazio diferentzial horretan aldagaiak v funtzioarekiko bananduz

d
av_ —-Pdx
v
lortzen dugu. Integratuz gero,
~In C{ +Inv= —J‘de
—J. Pdx

V= Cle

aterako dugu.
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(4) ekuazioaren zero ez den edozein soluzio bat edukitzea nahikoa denez, har
dezagun v(x) ondoko funtzioa:

wy=e P (5)

non IP dx edozein jatorrizko funtzio den. Bistakoa da v(x) # 0. v(x)-ren bilatutako

. . d
balioa (3) ekuazioan ordezkatuz (ji + Pv =0 kontutan hartuz),
X

du
V(x)d—x =0(x)
lortuko dugu, hau da,
du_ Q)
dx  v(x) '
eta hortik

u= de-kc.

v(x

Adierazpen hori (2) ekuazioan ordezkatuz,

edo

v =v(x) J % dx + Cv(x) (6)

lortzen dugu.

Oharra. Begien bistan dago (6) adierazpena ez dela aldatuko, baldin (5) ekuazioak
determinatutako v(x) funtzioaren lekuan, vj(x)= C—"v(x) beste funtzio bat hartzen

badugu. Izan ere, (6)an v(x), v|(x)-z ordezkatuz,
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lortzen dugu. Lehenengo gaian C ezabatzen da, bigarrenean C C biderkadura hautazko
konstantea da, C-z izendatuko duguna, eta (6) adierazpenera itzultzen gara berriro.

29 = o(x)
v(x)
izendatzen badugu, (6) adierazpenak
y=v(x) @(x) + Cv(x) (6

itxura hartuko du. Nabaria da (6') integral orokorra dela, C aukera bait daiteke, x=xgp
denean y=yq hastapen-baldintza bete dadin.
C-ren balioa

Yo = v(xgp) @(xg) + Cv(xg)

ekuazioz determina daiteke.

Adibidea. Bilatu

dy

=(x+1)°
dx x+1y ( )

ekuazioaren soluzioa.

Ebazpena. Dagigun y = uv. Orduan,

&

adierazpena hasierako ekuazio linealean ordezkatuz,
dx
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uﬂﬂ—ﬁiﬂv— uy = (x +1)%,
x  dx X+
d 2
u(—v— v)+v£iz=(x+l)3 7N
de  x+1 dx
daukagu. v determinatzeko,
L v=0
dx x+1
ekuazioa daukagu, hau da,
dv dx
voox+1
hortik,
In v=2In(x+1),
hau da,

v=(x+ 1)2.

v funtzioaren adierazpena (7) ekuazioan sartuz gero u determinatzeko ekuazioa
ateratzen dugu:

(x+1)2%:(x+1)3
X

edo
du
—=(x+1),
™ ( )
eta hortik
‘41 2
uzL—L+C.
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Hortaz. emandako ekuazioaren integral orokorra,

4
y=————(le) +C(x+l)2

izango da.

Lortutako familia soluzio orokorra da. (xg,yg), xo# -1 izanik, hastapen-
-baldintza edozein dela ere, beti aukera daiteke C, dagokion soluzio partikularrak
emandako hastapen-baldintza bete dezan. Esate baterako, xg=0 denean yy=3 baldintza

betetzen duen soluzio partikularra ondoko eran aurkitzen da:

4
3:(04-1)

5
+CO+1)?%; C:E.

Beraz, bilatutako soluzio partikularra

1 4
=(XJr ) +§(x+l)2
2 2
da.
(xg,¥o) hastapen-baldintzan xy=-1 hartzen bada ezin izango da, ordea, baldintza
hori betetzen duen soluzio partikularrik aurkitu. Hori, hala da P(x)=-— " funtzioa
X+

Xxo=-1 puntuan etena delako, eta ondorioz, soluzioaren existentzi teoremaren baldintzak

ez dira betetzen.

§ 8. Bernoulli-ren ekuazioa

Kontsidera dezagun

dv
L Py = 0(x)y” )
dx
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itxurako ekuazioa® ,non P(x) eta Q(x) x-ren funtzio jarraiak (edo konstanteak) diren
eta n#0,n#1 (bestela ekuazio lineala da).

Bernoulli-ren ekuazio deitutako ekuazio hori ekuazio lineal bihurtzen da ondoko
aldaketaren bidez:

Ekuazioaren gai guztiak y"-z zatituz gero,

nd -
y s py =0 2)
dx

lortuko dugu. Buru dezagun

_ . —n+l
Yy

aldaketa, ondorioz

dz _ndy
—=(-n+1l)y " —
dx ( ) dx

izango dugu. Adierazpen hori (2) ekuazioan idatziz gero

dz

—+(=n+DPz=(-n+1)Q
dx

ekuazio lineala lortuko dugu.
Bere integral orokorra kalkulatzean, eta z bere adierazpenez, y’”“, ordezkatuz,

Bernoulli-ren ekuazioaren integral orokorra aterako dugu.

Adibidea. Bilatu

Doy =y (3)
dx

ekuazioaren soluzioa.

Ebazpena. Gai guztiak y> gaiaz zatituz

5) Ekuazio hori gorputz baten higidurari buruzko probleman azaltzen da, ingurunearen F
erresistentzia abiaduraren mende badago, F=A;v+A,v". Higiduraren ekuazioa

mﬂ=—klv—lzv”, edo ﬂ+ﬂv=—l—2v" izango da.
dt d m m



EKUAZIO DIFERENTZIALAK 33

B 23
y oyt T=x (4)
daukagu. Ordezka dezagun funtzio berria:
z= y_z,
orduan
d N
“_, y3 dy
dx dx
izango da.
Balio hori (4) ckuazioan ordezkatuz
£ —2xz=-2x7 (5)
dx
ekuazio lineala lortzen da.
Bila dezagun, orain, integral orokorra:
dz dv du
I=Uy, —=u—=>+ —v.
dx dx dx

d . .
z eta < aren adierazpenak (5) ekuazioan ordezkatuz gero,
dx

d
u—v+—uv—2xuv:—2x3,
dx dx

u(ﬂ - 2xv) + vﬂ =-2x
X dx

lortuko dugu.
Parentesien arteko adierazpena berdin zero egin dezagun:
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d7 )
—‘—2xv= ; ilIL:Zxdx;
dx y

Inv=ux"; v=e'

u determinatzeko

ekuazioa daukagu.
Aldagaiak bananduz:

du=-20" 13 dx, u= —2J€_JY2X3 dx+C.

Zatika integratuz

u=x%"" +e ¥ +C,

”

z=uy= A1+ Ce ™

aurkitzen dugu.
Hortaz, emandako ekuazioaren integral orokorra

1

Y= ————
VxZ +1+Ce™ ¥

Oharra. Ekuazio linealen kasuan egin dugunaren antzera, Bernoulli-ren

-2

y2=x2+1+Ce ", hauda, da.

ekuazioaren soluzioa bi funtzioren arteko biderkadura bezala bila daitekeela frogatzerik
badago:

y = u(x)v(x)

non v(x) hautazko funtzio ez nulua den eta v'+Pv =0 ekuazioa betetzen duen.

§ 9. Ekuazio diferentzial totalak

Definizioa.
M(x,y) dx+ N(x,y)dy=0 4]



EKUAZIO DIFERENTZIALAK 35

ckuazioa ekuazio diferentzial fotal deitzen da, baldin M(x,y) eta N(x,y) funtzio

jarraiak eta deribagarriak badira eta

M _ow

> ox (2)

. oM ON e
berdintza betetzen badute, — eta —&— eremu batean jarraian izanik.
X

Ekuazio diferentzial totalen integrazioa. Froga dezagun (1) ekuazioaren
lehenengo atala diferentzial totala bada (2) baldintza betetzen dela eta, alderantziz, (2)
baldintza betez gero, (1) ekuazioaren lehenengo atala u(x,y) funtzio baten diferentzial

totala dela, hau da, (1) ekuazioak
du(x,y)=0 (3)

itxura dauka, eta beraz, bere integral orokorra u(x,y)=C da.
Demagun lehendabizi, (1) ekuazioaren lehenengo atala u(x,y) funtzio baten

diferentzial totala dela, hau da,

M(x,y)dx + N(x,y)dy =du =_d_udx + fiﬂdy;
dx dy
orduan,
ox dy
daukagu.

Lehenengo erlazioa y-rekiko eta bigarrena x-rekiko deribatuz gero,

M _ Pu N _ u
dy odxdy  dx dyox

izango dugu.
Bigarren ordenako deribatuak jarraiak suposatuz

M _N
dy  ox
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daukagu, hau da, (2) berdintza baldintza beharrezkoa da (1) ekuazioaren lehenengo atala
u(x,y) funtzio baten diferentzial totala izan dadin. Froga dezagun baldintza hori nahikoa
dela, hau da, (2) berdintza betetzen bada (1) ekuazioaren lehenengo atala u(x,y) funtzio
baten diferentzial totala dela.

ou

— = M(x,
~ (x,y)

erlaziotik,

X
u= [y di+ oty

Xq

ateratzen dugu, non xp soluzioaren existentzi eremuko hautazko puntu baten abzisa den.
x-rekiko integratuz, suposa dezagun y konstante. Horrexegatik integrazio
konstantea y-ren menpean egon daiteke. Aukera dezagun ¢(y) funtzioa (4)

berdintzetatik bigarrena bete dadin. Horretarako® azken berdintzaren bi atalak y-rekiko
deriba ditzagun eta emaitza N(x,y)-rekin berdin dezagun:

ou (oM
—=|—dt+ ¢ (y)=N(x,y).
dy dy

Xy

oM ON

Baina, —— =— denez,

dy Ox

T ON
—dt+ ¢ =N,
j EY Q'(y)

Xy

X
6) [M(t,y)dt integrala y-ren menpe dago, integral horren y-rekiko deribatua bilatzeko
Xo

Jd Y oM . . . .
— [M(t,y)dr = | — dr integrakizuna y-rekiko deribatu behar da.
Y x, Xo
Aurrekoa, integral mugatu baten parametroarekiko deribatuari buruzko Leibniz-en
teorematik ondorioztatzen da. (ikus XI. gaiko § 10).
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hau da,
N[y +0' ()= Nx.y)

idatz daiteke, edo

N(x,y) = N(xg,y)+ ¢'(y)=N(x,).

Hortaz,

@' (y)=N(xg.y)

y
mw:jNu00m+q.
Yo

Horrela, u(x,y) funtzioak
X y
u= J-M(z,y) dt +J.N(x0,t) dt+ Cy
Xo Yo

itxura hartuko du.

37

Hemen, P(xy,yy) puntu bat da, zeinaren ingurune batean (1) ekuazio

diferentzialaren soluzioa dagoen.

Adierazpen hori C hautazko konstante batekin berdinduz, (1) ekuazioaren integral

orokorra lortuko dugu:

X y
JmedeNumnm=c

Xo Yo

Adibidea. Izan bedi

(5)
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ekuazioa.
Jakin dezagun ekuazio hori diferentzial totala den. Egin dezagun,

2 _q.2
]‘4:—2—)67 N=————y 43X s

3
y y
orduan,

oM 6x JN  6x

R

y#0 denean (2) baldintza betetzen da. Hortaz, emandako ekuazioaren lehenengo
atala u(x,y) funtzio ezezagun baten diferentzial totala da. Bila dezagun funtzio hori.

a2

3 denez,

8)( y
2

2x X
u= [Sderom="5+p0)

daukagu, non @(y) determinatu beharreko y-ren funtzioa den.

Erlazio hori y-rekiko deribatuz eta

du y2 = 3x2
8}1 y
kontutan hartuz
2 2 2
X . y° =3x
=T
¥ v

aurkitzen dugu. Horregatik,
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betetzen dira.
Horrela, hasierako ekuazioaren integral orokorra

2
1
yoy
dugu.
§ 10. Integrazio-faktorea
Jo dezagun

M(x,y)dx +N(x,y)dy=0 1)

ekuazioaren lehenengo atala ez dela diferentzial total bat. Batzutan p(x,y) funtzio bat
aukera daiteke, non ekuazioaren gai guztiak eta funtzio hori biderkatuz gero lehenengo
atala diferentzial total bihurtzen bait da. Horrela lorturiko ekuazioaren soluzio orokorra
hasierako ekuazioaren soluzio orokorrarekin bat dator; u(x,y) funtzioak (1) ekuazioaren
integrazio-faktorea izena du.

U integrazio-faktore bat bilatzeko ondorengo bideari jarraituko gatzaizkio:
emandako ekuazioaren bi atalak, oraingoz, ezezaguna den u integrazio-faktoreaz
biderkatzen ditugu:

UM dx + uN dy = 0.
Azkeneko ekuazioa diferentzial total izan dadin nahikoa eta beharrezkoa da

d(uM) _ I(uN)
ady ox

berdintza betetzea, hau da,

d o dy o o

M

du_ydu_ (N ow)
dy ox ox oy
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Azken ekuazioaren bi atalak y faktoreaz zatitzean

alnu_Nalnu_c?_N_&_M
ay ox dx  dy

M

(2)

lortzen dugu.

Bistakoa da azken ekuazioa betetzen duen u(x,y) funtzio oro (1) ekuazioaren
integrazio-faktorea dela.

(2) ekuazioa deribatu partzialetako ekuazioa da, x eta y bi aldagaien menpeko u
funtzio ezezagunarekin. Froga daiteke zenbait baldintzatan ekuazioak infinitu soluzio
daukala eta, beraz, (1) ekuazioak integrazio-faktorea onartzen duela. Hala ere, kasu
orokorrean (2) ekuazioaren y(x,y) funtzioaren bilatzea (1) ekuazioa integratzea baino

zailagoa izaten da. Kasu batzutan soilik lortzen da funtzioa determinatzea.
Demagun, adibidez, (1) ekuazioak y-ren menpean, soilik, dagoen integrazio-

-faktorea onartzen duela. Orduan,

Jdinp 0
ox

eta U bilatzeko ekuazio diferentzial arrunta lortzen dugu,

ON oM

dinyg _ Jdx  dy
dy M

alegia, zeinetatik (koadratura baten bidez) Inu eta ondorioz u bera, determinatzen bait

N _ oM
da. Nabaria da, hori % x-ren menpean ez dagoenean, soilik, egin daitekeela.
N _oM
dy

Era berean, adierazpena y-ren menpe ez badago, x-ren menpe soilik

baizik, x-ren menpeko integrazio-faktorea bilatzea erraza izango da.

Adibidea. Bilatu
(y+,xy2) dx—xdy=0

ekuazioaren soluzioa.
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Ebazpena. Hemen dauzkagu:
M=y+xy2; N=-x;

—O—)ﬁ=1+2xy; 8N_ 1; 8—M N

—=-1 #—.
dy ox dy ox

Hortaz, ekuazioaren lehenengo atala ez da diferentzial totala. Azter dezagun ekuazio
horrek y-ren mepeko integrazio-faktorerik onartzen duen. Dakusagun

ON oM

ox dy -1-1-2xy 2

M ¥+ xy? y

dela, beraz ekuazioak faktorea onartzen du. Aurki dezagun, orain, integrazio-faktore hori:

dlng 2
dy y
eta hortik
Inu=-2lIny,
hau da,
po b
yz

Emandako ekuazioaren gai guztiak lortutako u integrazio-faktoreaz
biderkatutakoan,

[l+x]dx—-x—2 dy=0
Yy y

ekuazio diferentzial totala erdiesten dugu
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oM _oN_ 1
dy  ox v )

Ebatziz gero, bere integral orokorra,

i 2
i yc=0
y 2
edo
y=- 2x
420
aurkitzen dugu.

§ 11. Kurba-familia baten inguratzailea
[zan bedi

D(x,y,C)=0 M

itxurako ekuazioa, non x eta y puntu baten koordenatu cartesiarrak eta C balio
desberdinak har ditzakeen parametroa diren.

C parametroaren balio bakoitzerako (1) ekuazioak Oxy planoan kurba bat
determinatzen du. C-ri ahal diren balio guztiak emanez gero, parametro baten menpeko
kurba-sorta bat lortuko dugu. Horrela, (1) ekuazioa aipatutako sortaren ekuazioa da.

Definizioa. L lerroa kurba-sorta baten inguratzaile deitzen da bere puntu
bakoitzean sortaren kurba batekiko ukitzaile bada, edota sortaren kurba desberdinak L
lerroa puntu desberdinetan ukitzen badute (250. irudia).

1. Adibidea. Kontsidera dezagun
(x—C)* +y2 =R’

kurba-sorta, non R konstante bat eta C parametro bat diren.
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]

0l
250. IRUDIA

R erradiodun eta zentrua Ox ardatzean duten zirkunferentzien familia baten
ekuazioa da. Nabaria da familia horrek y=R, y=—R zuzenak inguratzailetzat onartzen
dituela (251. irudia).

y

S

Ri«r~

251. IRUDIA

Kurba-sorta baten inguratzailearen ekuazioa. Izan bedi

O(x,y,C)=0 (D

C parametroaren menpeko kurben sorta.
Demagun sorta horrek y = ¢@(x) itxurako ekuazioa duen inguratzaile bat daukala,

@(x) x-ren funtzio jarraia eta deribagarria izanik. Har dezagun M(x,y) inguratzailearen

puntu bat. Puntu hori (1) sortaren kurba baten puntua izango da. Kurba horri C
parametroaren balio finko bat dagokio, (1) ekuazioak emandakoa: C = C(x,y) alegia.

Hortaz inguratzailearen puntu guztietarako

@(x,y,C(x,y))=0 2)
berdintza betetzen da.
Demagun C(x,y) funtzio deribagarria dela, aztertutako x eta y-ren balioen

inongo tartetan konstante ez delarik. Inguratzailearen (2) ekuaziotik abiatuz bila dezagun
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inguratzailearen M(x,y) puntuko ukitzailearen koefiziente angeluarra. (2) ekuazioa

x-rekiko deribatuko dugu, y x -ren funtziotzat hartuz:

ob  Ib IC {c%) 9d>acJ,
+ +| = — y'=0

o TaC ax | oy T ac oy

edo
, v, ol dC  dC
(D.\,+(Dyy+q)clig+'gy:\=0. (3)

Beraz, sortaren kurbaren M (x,y) puntuko ukitzailearen koefiziente angeluarra
b, +0,y'=0 (4)

{emandako kurban C konstante da) ekuaziotik ondorioztatzen da.

Jo dezagun d)'v #{0 dela; bestela x funtziotzat eta y argumentutzat hartuko

genituzke. Inguratzailearen k koefiziente angeluarra sortaren kurbarenarekin bat
datorrenez, (3) eta (4) ekuazioetatik,

|1 dC  aC
O —+—y'|=0

C[ ox dy Y :l
ateratzen dugu.

Baina, inguratzailean C(x,y) konstante ez denez

JaC dC |
—+—y'z0
ox  dy

izango dugu, hortaz bere puntuetarako
O (x,7,C0)=0 5)

berdintza baliozkoa da.

Horrela, inguratzailea determinatzeko, C,
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®,(x,5,C)=0

: (6)
D (x,y.C)=0

ekuazioen bidez ezabatu behar da. Ekuazio horietatik C ezabatuz y= ¢(x) lortzen
badugu, non ¢@(x) funtzio deribagarria den eta C konstante ez bada kurba horretan,

y = @(x) inguratzailearen ekuazioa izango da.
1. Oharra. Baldin y = ¢(x) bezalako funtzio bat (1) sortaren puntu singularren

leku geometrikoaren ekuazioa bada, hau da, ®, =0 eta ®, =0 betetzen dituzten

puntuenarena, puntu horien koordenatuek ere (6) ekuazioak beteko dituzte.
Izan ere, puntu singularren koordenatuak (1) ekuazioan agertzen den C
parametroaren funtzioan adieraz daitezke:

x=A(C), y=pu(C). (7

Adierazpen horiek (1) ekuazioan ordezkatuz gero, C-rekiko identitate bat lortuko
dugu:

®[A(C),u(C),C] =0.

Berdintza hori C-rekiko deribatuz

(D'\.ﬁ+d>",d—#+d>vczo
©dC e

erdiesten dugu; puntu singularretarako @, =0 ecta @, =0 betetzen direnez, puntu

horietarako CD'C =0 ere beteko da.

Hortaz, puntu singularren koordenatuek (6) ekuazioak betetzen dituztela frogatu
dugu.

Horrela, (6) ekuazioek inguratzailea definitzen dute, edo (1) sortaren puntu
singularren leku geometrikoa, edo bi gauza horien konbinazioa. Hortaz, (6) ekuazioak
betetzen dituen kurba bat lortzean, kurba hori inguratzaile edo puntu singularren leku
geometrikoa den jakiteko asmoz azterketa bat burutzea nahita nahiezkoa da.

2. Adibidea. Bilatu

(x=C)P? +y?-R*=0
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C parametroaren menpeko zirkunferentzien sortaren inguratzailea.

Ebazpena. Familiaren ekuazioa C-rekiko deribatuz
26 -C)=0

daukagu. Bi ekuazioen artean C ezabatuz

ekuazioa ateratzen dugu.

Kontsiderazio geometrikoen bidez, lortutako zuzen-bikotea inguratzailea dela
ondorioztatzen da (eta ez puntu singularren leku geometrikoa, sorta osatzen duten
zirkunferentziek ez bait dute puntu singularrik).

3. Adibidea. Bilatu

xcos+ ysino— p=0, (a)

o parametro izanik, zuzen-sortaren inguratzailea.

Ebazpena. Sortaren ekuazioa o-rekiko deribatuz

—xsina + ycosa =0 (b)

izango dugu.

252. IRUDIA

(a) eta (b) ekuazioetatik « parametroa ezabatzeko, biderka ditzagun lehenengo
ekuazioaren atalak cos« balicaz eta bigarrenaren atalak sin o balioaz. Gero,
lehenengo ekuazioari bigarrena ken diezaiogun. Horrela,

X=pcosa
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erdiesten dugu.
Adierazpen hori (b) ekuazioan idatziz gero

y=psina

aurkitzen dugu.

Azken bi ekuazioen atalen karratuak kalkulatuz eta atalez atal batuz gero

X 2 2

2
+y =p
lortzen dugu.
Zuzen-sortak inguratzailetzat onartzen duen zirkunferentziaren ekuazioa da (eta ez
puntu singularren leku geometrikoa, zuzenek ez bait dute horrelako punturik (252. irudia).

4. Adibidea. Bilatu, vy abiaduraz eta horizontearekiko kanoiaren inklinazio-
-angelu desberdinez, artileria-pieza batek jaurtikitako jaurtikigaien ibilbideen inguratzailea.
Demagun jaurtikigaiak koordenatu-jatorritik jaurtikitzen direla eta ibilbideak Oxy
planoan daudela (airearen erresistentzia mesprezatuz).

Ebazpena. Lehendabizi kalkula dezagun Ox ardatzaren norabide positiboz eta o
angeluz jaurtikitutako jaurtikigai baten ibilbidearen ekuazioa. Jaurtikigaiaren ibilbidea bi
higidurek batera eragiten dute: bata jaurtiketaren norabidezko higidura uniformea, v

abiaduraz, eta bestea grabitatearen indarrak eragindako erorketa-higidura.

2
Ay 4
5 3
S~ T
a e
Ol eyt cOsSt—] «
253. IRUDIA

Horrexegatik, ¢ aldiune bakoitzean, M jaurtikigaiaren posizioa (253. irudia)
X =vglcos o

eta

2
. !
y =votsma—g7
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ekuazioek definitzen dute. Horiek ibilbidearen ekuazio parametrikoak dira (parametroa ¢
da).
t ezabatuz, ibilbidearen ekuazioa,

y=xtano — L
2v% cos? o
lortzen dugu, eta tano =k, % =a idazkerak sartuz gero
Yo
y=hr—ax*(1+k%) (8)

geratzen da.

Ekuazio horrek koordenatu-jatorritik pasatzen diren eta adarrak beherantz zuzenduak
dituzten ardatz bertikaldun parabolak definitzen ditu. k-ren balio desberdinetarako ibilbide
desberdinak lortzen dira. (8) ekuazioa da, beraz, o angelu desberdinetarako jaurtikigaiaren
ibilbideak diren parabolen sorta baten ekuazioa, hasierako abiadura v, izanik (254. irudia).

254. IRUDIA

Bila dezagun parabola-sorta horren inguratzailea.
(8) ekuazioaren bi atalak k-rekiko deribatuz

x—2akx* =0 (9)

daukagu. (8) eta (9) ekuazioetatik k ezabatuz

=— —ax
Y 4a

lortzen dugu.
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1
Erpina (Oz—j puntuan duen parabolaren ekuazioa da, ardatza Oy-rekin bat
a

datorrelarik. Ekuazio hori ez da puntu singularren leku geometrikoa ((8) parabolek ez bait
dute puntu singularrik). Horrela,
1 2

=——ax
Y 4a

parabola ibilbideen sortaren inguratzailea da. Segurtasun-parabola izena du, bere mugetatik
kanpoko puntuetara ezin bait da vy hasierako abiaduraz jaurtikitutako jaurtikigai bat ere

iritsi.

Puntu singularren leku geometrikoa

255. IRUDIA

5. Adibidea. Bilatu
Y= (x=0)?=0
parabola erdikubikoen sortaren inguratzailea.
Ebazpena. Deriba dezagun emandako ekuazioa C-rekiko:
2(x-C)=0.
C parametroa bi ekuazioen artean ezabatuz

y=0
lortzen dugu.
Ox ardatza puntu singularren leku geometrikoa da, lehen mailako atzerapen-
-puntuena (255. irudia). Bila ditzagun

¥ (=07 =0

kurbaren puntu singularrak, C-ren balioa finkatuz. x eta y-rekiko deribatuz:
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aurkitzen dugu.

Aurreko hiru ekuazioak batera ebatziz gero puntu singular baten koordenatuak
aurkitzen ditugu, x=C, y=0 alegia. Hortaz, emandako sortaren kurba bakoitzak puntu
singular bat dauka Ox ardatzean. C parametroa jarraiki aldatzen bada puntu singularrek
Ox ardatz osoa korrituko dute.

6. Adibidea. Kalkulatu

(y-CY —%(x—cf -0 (10)

sortaren inguratzailea eta puntu singularren leku geometrikoa.

Ebazpena. (10) ekuazioaren atalak C-rekiko deribatuz,

—ﬂy—c>+§xx—cf=0
edo

y=C=(x=C)* =0 an

lortuko dugu.

(10) eta (11) ekuazioekin C parametroa ezaba dezagun.
y=C=(x-C)
adierazpena (10) ekuazioan ordezkatuz:

u—cﬁ—%u—cﬁzo

(x-Cﬁ%x—C)—%}:O
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lortzen dugu, eta hortik C-ren bi balio posible lortzen ditugu, zeinei problemaren bi
soluzio bait dagokie.

Lehenengo soluzioa: Bigarren soluzioa:
2
C=x; C=x-—;
3
beraz, (11) ekuaziotik horregatik, (11) ekuaziotik
2
: 2 2
y—x—(x—x)2=0 y—x+——[x—x+—] =0
3 3
edo edo
y=x =
P =X =X — —
y 9
erdiesten dugu. erdiesten dugu.

Bi zuzen lortu ditugu, y=x eta y=x _é alegia, lehenengoa puntu singularren

leku geometrikoa da; bigarrena, aldiz, inguratzailea da (256. irudia).

2. Oharra. VI. gaiko § 7. atalean kurba baten normalak ebolutaren ukitzaileak
direla frogatu dugu. Ondorioz, emandako kurba baten normalen sorta aldi berean bere
ebolutaren ukitzaileen sorta da. Horrela, kurba baten eboluta kurba horren normal-sortaren
inguratzailea da (257. irudia).

kurba
S

256. IRUDIA 257. IRUDIA
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Ohar horrek eboluta bilatzeko beste metodo bat ematen digu: ebolutaren ekuazioa
lortzeko emandako kurbaren normal-sorta bilatu behar da eta gero sorta horren
inguratzailea aurkitu.

§ 12. Lehen ordenako ekuazio diferentzialaren soluzio singularrak

Demagun
F[x,y,fllj -0 M)

ekuazio diferentzialak integral orokortzat
@(x,y,C)=0 (2)

duela. Demagun ere (2) ekuazioari dagokion kurba integralen sortak inguratzaile bat
daukala. Froga dezagun inguratzaile hori (1) ekuazio diferentzialaren kurba integrala ere
badela.

[zan ere, inguratzailea puntu bakoitzean sortaren kurba baten ukitzailea da, hau da,
inguratzaileak badu puntu horretan ukitzaile amankomun bat kurbarekin. Hortaz, puntu
bakoitzean inguratzaileak eta kurbak x, y, y' magnitudeen balio berdinak dauzkate.

Baina, sortaren kurbarako, .x,y,y' magnitudeek (1) ekuazioa betetzen dute.
Beraz, abzisak, ordenatuak eta inguratzailearen puntu bakoitzeko koefiziente angeluarrak
ekuazio bera betetzen dute, ondorioz inguratzailea kurba integrala da eta bere ckuazioa
emandako ekuazio diferentzialaren soluzio bat da. Baina, inguratzailea, orokorrean,
sortaren kurba ez denez, bere ekuazioa ezin da (2) integral orokorretik ondorioztatu, C-ren
balio partikularra edozein izanik ere. Integral orokorraren bidez, C-ren balio finko
baterako, lortzen ez den ekuazio diferentzialaren soluzioak, grafikotzat soluzio orokorra
osaten duten kurba integralen sortaren inguratzailea duenak, ekuazio diferentzialaren
soluzio singular izena du.

Jo dezagun

O(x,y,C)=0
integral orokorra ezaguna dela; C parametroa ekuazio horren eta <D'C(x, v,.C)=0

ekuazioaren artean ezabatuz w(x,y)=0 ekuazioa lortzen dugu. Funtzio horrek ekuazio

diferentziala betetzen badu (eta ez badago (2) sortan), integral singularra izango da.
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Ohar gaitezen soluzio singularra adierazten duen kurbaren puntu orotatik bi kurba
integral, gutxienez, igarotzen direla, hau da, soluzioaren bakartasuna ez da betetzen

soluzio singularraren puntu bakoitzean.

Adibidea. Bilatu

Vit y?) =R

ekuazioaren soluzio singularra.
Ebazpena. Bere integral orokorra bilatuko dugu. Ebatz dezagun ekuazioa

y'-arekiko:
[ p2

dy _ NRT )T i

oy

Aldagaiak bananduz
d

yay = dx

+/R? — y?

lortzen dugu.

Hortik, integratuz, integral orokorra ateratzen dugu:
(x-C)* +y*> =R2.
Erraz ikusten da kurba integralen sorta zentruak abzisa-ardatzean eta R erradioa

dituzten zirkunferentziena dela. Kurba-sorta horren inguratzailea y =+R zuzenek ematen

digute.
y=2R funtzioek ekuazio diferentziala betetzen dute, beraz, integral singularrak

direla ondoriozta dezakegu.

§ 13. Clairaut-en ekuazioa

Kontsidera dezagun

y=xZ

dy
1
dx ) @

+ —_—
‘I/( dx
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Clairaut-en ekuazio izeneko ekuazioa. Hori parametro laguntzaile bat sartuz integratzen
. dy .
da. Egin dezagun Z = p, orduan (1) ekuazioak

y=xp+y(p) (1)

itxura hartuko du.

)

0 . : : d .
Deriba ditzagun ekuazioaren bi atalak x-rekiko, p= d_y x-ren funtzioa dela

x
kontutan hartuz,
dp o dp
=x—+ptvi(p)—
4 i p+y(p) It
edo

[+ v (] L =0
dx

lortzen dugu.
Faktore bakoitza zerorekin berdinduz

dp
far sy o 2
i (2)
eta
x+y'(p)=0 (3)

lortzen ditugu
1. (2) berdintzaren integrazioak p = C (C =ktea.) ematen du. p-ren balio hori (1")

ekuazioan ordezkatuz bere integral orokorra ateratzen dugu, hau da,

y=xC+y(C); (4)

ikuspegi geometrikotik zuzen-sorta adierazten du.
2. (3) ekuaziotik p x-ren funtzio bezala bakantzen dugu, eta (1") ekuazioan
ordezkatuz

y=xp(x)+ Y[ p(x)] (1
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funtzioa erdiesten dugu, zeina (1) ekuazioaren soluzio bat bait da, erraz froga litekeenez.
[zan ere, (3) berdintzaren arabera

dy _ 4P
dx—p+[)c+w(p)]dx p

daukagu.
Horrexegatik (1") funtzioa (1) ekuazioan sartuz gero

xp+y(p)=xp+ y(p)

identitatea lortzen dugu.

(1") soluzioa ezin da lortu (4) integral orokorretik C-ren balio baterako. Beraz
soluzio singularra da eta p parametroa,

y=xp+ l//(p)}
x+y'(p)=0

ekuazioetatik ezabatuz lortzen da, edo, gauza bera dena, C,
y=xC+ y(C),
X+ ye(C)=0
ekuazioetatik ezabatuz.

Hortaz, Clairaut-en ekuazioaren soluzio singularra, (4) integral orokorrak
definitutako zuzen-sortaren inguratzailea da.

Adibidea. Bilatu

ekuazioaren integral orokorra eta singularra.

Ebazpena. % adierazpena C balioaz ordezkatuz
by
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aC

\/1+C2

y=xC+

integral orokorra lortzen dugu.
Soluzio singularra lortzeko azken ekuazioa C-rekiko deribatuko dugu:

X‘+—————a =

7

——

X
Soluzio
partikularrak

258. IRUDIA

Soluzio singularra (inguratzailearen ekuazioa) era parametrikoan lortzen da, (C
parametroa delarik):

a

T oa+cy?
},_*“C;
(1+CcH¥?

C parametroa ezabatuz x eta y-ren arteko menpekotasun zuzena lor dezakegu.

2
Ekuazioen bi atalen g berretzaileko berredura kalkulatu eta lortutako ekuazioak atalez

atal batuz

KB 2

itxurako soluzio singularra lortzen dugu.
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Astroide bat da. Hala ere, astroide osoa ez da zuzen-sortaren inguratzailea (eta,

beraz, soluzio singularra), bere ezkerreko zatia baizik (inguratzailearen ekuazio
parametrikoetatik x <0 dela ondorioztatzen bait da) (258. irudia).

§ 14. Lagrange-ren ekuazioa

y=x(y'")+ w(y) (1

. . dy . o
itxurako ekuazioak, non ¢ eta y d—)—aren funtzio ezagunak bait dira, Lagrange-ren
X

ekuazio izena du. Ekuazio hori x eta y-rekiko lineala da. Aurreko atalean aztertutako
Clairaut-en ekuazioa, Lagrange-ren ekuazioaren kasu partikularra da, ¢(y')=y" denean

alegia. Clauraut-en ekuazioaren kasuan bezala, Lagrange-ren ekuazioa p parametro
laguntzaile bat sortuz integratzen da.
Dagigun

orduan jatorrizko ekuazioak
y=xo(p)+ w(p) 1)

itxura hartzen du.
x-rekiko deribatuz

dj
p=0(p)+|xe'(p)+ w'(;y)];]f

d
p—-o(p)=|xp'(p) + w‘(p)];’f a

lortzen dugu.
Ekuazio horretatik berehala lor daiteke zenbait soluzio, hala nola:

By~ (Fy)=0



58 KALKULU DIFERENTZIALA ETA INTEGRALA

baldintza betetzen duen p = py balio konstante orotarako ekuazioa identitate bihurtzen
da.

. . d " .
[zan ere, p konstante izanik, deribatua ER eta (1") ekuazioaren atalak ezabatzen
x

dira. p=pg edo Ey =p, balio bakoitzari dagokion soluzioa x-ren funtzio lineala da

d
(d_y deribatua funtzio linealetarako soilik da konstante). Funtzio hori bilatzeko (1')
X

ekuazioan p = p, balioa ordezkatzea nahikoa da:
y=x9(py) + y(po)-

Soluzio hori, hautazko kostantearen balio baterako ez bada soluzio orokorretik
ateratzen, soluzio singularra izango da.
Aurki dezagun, orain, soluzio orokorra. Horretarako idatz dezagun (1") ekuazioa,

de _ _9'p) __¥(p)
dp  p-¢(p) p-o(p)

eran, x, p-ten funtziotzat hartuz. Lortutako ekuazioa p-ren x funtzioarekiko ekuazio
diferentzial lineala da.
Ebatziz,

x=aw(p,C) (2)

aurkitzen dugu.
p parametroa (1') eta (2) ekuazioetatik ezabatuz, (1) ekuazioaren

D(x,y,C)=0

itxurako integral orokorra lortuko dugu.

Adibidea. Izan bedi

ekuazioa.
y'=p eginez gero
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y=ap’+p? ()

izango dugu.
x-rekiko deribatuz

dj
p=p*+[2p+2p] L (I
dx

lortuko dugu.
Bila ditzagun soluzio singularrak. p=p? denez, pg=0 eta p;=1 direnean,

soluziotzat
y:x-O2 +0%, hauda y=0,
eta
y=x+1

funtzio linealak izango ditugu (ikus (I')).
Intcgral orokorra aurkitu eta gero, ikus dezagun funtzio horiek soluzio partikular
edo singularrak diren. Integral orokorra bilatzeko (I") ekuazioa,
& _ 2 __2

a1
p p-p P

eran idatziko dugu, x, p aldagai independentearen funtzio bezala kontsideratuz. Ekuazio
lineala (x-rekiko) integratuz,

(ID

aurkitzen dugu.
p, (I') eta (IT) ekuazioetatik ezabatuz

y=(C+Vx+1)?

integral orokorra erdiesten dugu.
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Jatorrizko ekuazioaren integral singularra y =0 izango da, ez bait da soluzio
orokorretik C-ren balio baterako ateratzen.
Hala eta guztiz ere, y=x+1 funtzioa ez da soluzio singularra, partikularra

baizik, eta soluzio orokorretik C =0 baliorako ateratzen da.

§ 15. Ibilbide ortogonalak eta isogonalak

Kontsidera dezagun

®(x,y,C)=0 (1

kurba-sorta bat.
Emandako sortaren kurba guztiak, angelu konstantez ebakitzen dituzten lerroei

ibilbide isogonal deritze. Angelu hori zuzena bada lerroei ibilbide ortogonal deitzen zaie.
Ibilbide ortogonalak. Aurki ditzagun ibilbide ortogonalen ekuazioa. Idatz
dezagun emandako kurba-sortaren ekuazio diferentziala,

D(x,y,C)=0
eta
o 0
ox  dy dx
ekuazioetatik C ezabatuz.
Izan bedi
dy) ,
F| x,y,—~ |=0 (")
( _r

ekuazio diferentziala.

dy L ..
Hor, —d— sortaren kurba baten M(x,y) puntuko ukitzailearen koefiziente
X

angeluarra da. M(x,y) puntutik igarotzen den ibilbide ortogonala dagokion kurbarekiko

dy . d . .
elkartzut denez, kurba horren ukitzailearen 73—T— koefiziente angeluarra d—y-arl loturik
[x X

egongo da
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dy 1

@__ 1 2

dc  Dr 2)
dx

erlazioaren bidez (259. irudia).
Adierazpen hori (1') ekuazioan sartuz eta T azpiindizeaz ahantziz, hautazko puntu
baten (x,y) koordenatuen eta puntu horretako ibilbide ortogonalaren koefiziente

angeluarraren arteko erlazio bat lortzen dugu, hau da, ibilbide ortogonalen ekuazio
diferentziala:

F| x,y,———|=0. 3
y & (3)
dx
Ekuazio horren integral orokorrak,
@ (x,y.C)=0,

ibilbide ortogonalen sorta ematen digu.

Ibilbide ortogonalak aurkitzen ditugu, esate baterako, likido baten higidura launa
aztertzen dugunean.

///

Q\Y

259. IRUDIA

Demagun likido baten korrontea plano batean, Oxy planoko puntu bakoitzean
v(x,y) higiduraren abiadura-bektorea determinaturik egoteko modukoa dela. Bektore hori

puntuaren planoko posizioaren menpean soilik badago, eta ez denboraren menpe, higidura
horri geldikor esaten zaio. Kontsidera dezagun, hain zuzen, horrelako higidura bat. Onar
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dezagun, gainera, abiadura-potentzial bat dagoela, hau da, u(x,y) funtzio bat non v(x,y)
bektorearen koordenatu-ardatzen gaineko projekzioak, v,(x,y) eta v,(x,y), bere x

eta y-rekiko deribatu partzialak bait dira:

%HX; Qﬁ:vv (4)
dy dy -
Y
V
M, 4

0 X

260. IRUDIA

u(x,y)=C 5

sortaren kurbei potentzikide deritze (hau da potentzial berdineko lerroak).
Puntu bakoitzean v(x,y) bektorearen norabide bereko ukitzaileak dituzten kurbek

korronte-lerro izena dute eta puntu higikorren ibilbideak adierazten dituzte.

Froga dezagun korronte-lerroak kurba potentzikideen sortaren ibilbide ortogonalak
direla (260. irudia).

Izan bedi ¢ v abiadura-bektoreak Ox ardatzarekin osatzen duen angelua. (4)
ekuazioen arabera,

Ju(x,y) _

8”(-’(»))) =|
ox

v|sin @

|v|cos @;

dauzkagu; hortik, korronte-lerroaren ukitzailearen koefiziente angeluarra kalkulatzen dugu:

du(x,y)
_ P
tan Q= m
ox

(6)
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(5) erlazioa x-rekiko deribatuz, lerro potentzikidearen ukitzailearen koefiziente
angeluarra lortzen dugu:

_&_u + _aﬁﬂ — O,
ox dydx
eta hortik,
Ju
dy o
dx @ M
dy

Hortaz, lerro potentzikidearen ukitzailearen koefiziente angeluarra, korronte-
-lerroaren ukitzailearen koefiziente angeluarraren alderantzizkoa, magnitudez zein zeinuz,
da. Beraz, lerro potentzikideak eta korronte-lerroak elkarren ortogonalak dira.

Eremu elektriko edo magnetikoa bada, lerro potentzikideen sortaren ibilbide
ortogonalak eremuko indar-lerroak dira.

1. Adibidea. Bilatu

parabola-sortaren ibilbide ortogonalak.

Ebazpena. Idatz dezagun sortaren ekuazio diferentziala:
y'=2Cx.

C ezabatuz,

< =
=N

lortzen dugu.

-1 . T L .
y', — balioaz ordezkatuz ibilbide ortogonalen sortaren ekuazio diferentziala,
y
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hau da,
X dx

ydy=- 5

erdiesten dugu.
Bere integral orokorra
2 2
X
— y_ = C2

da.
Hortaz, parabola-sortaren ibilbide ortogonalek a=2C eta b= c\2
ardatzerdietako elipseen sorta osatzen dute (261. irudia).

261. IRUDIA

Ibilbide isogonalak. Jo dezagun ibilbideek sorta baten kurbak ¢ angeluz
ebakitzen dituztela, tan or=k izanik.

Sortaren kurbaren ukitzailearen ?} =tan ¢ koefiziente angeluarra eta ibilbide
X

. N d .-
isogonalaren ukitzailearen —d)i =tan i koefiziente angeluarra,

X
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tan ¥ — tan o

tan@=tan(y - ) = ————
I+tana tany

erlazioaren bidez daude lorturik, hau da:

Dr_,
b _de @)
dx kdy—?ﬂ

Adierazpen hori (1') ekuazioan ordezkatuz eta T azpiindizea kenduz, ibilbide
isogonalen ekuazio diferentziala lortzen dugu.

262. IRUDIA

2. Adibidea. Bilatu

y=Cx (8)

zuzen-sortaren lerroak « angelupean, tan o=k izanik, ebakitzen dituzten ibilbide
isogonalak.

Ebazpena. Idatz dezagun zuzen-sortaren ekuazio diferentziala.

(8) ekuazioa x-rekiko deribatuz,

d
& _ .
dx
aurkitzen dugu.
Bestalde, ekuazio bertatik
c=2
X

ondorioztatzen da.
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Hortaz, emandako sortaren ekuazio diferentzialak

D _y

dx  x

itxura dauka. (2') erlazioa erabiliz, ibilbide isogonalen ekuazio diferentziala erdiesten dugu:

br
dx )
¢ DT X
dx
Hortik, T azpiindizea kenduz,
Y
k+=
dy_— x
ax g _p2

X

ateratzen dugu.

Ekuazio homogeno hori integratuz integral orokorra lortzen dugu:

Inyx? +y% = %arctanz +InC, 9

X

zeinak ibilbide isogonalen sorta determinatzen bait du. Familia horren kurbak zeintzuk
diren argitzeko, alda dezagun koordenatu polarretara:

]

l:tanq); x2+y2:p.
X

Adierazpen horiek sartzen baditugu (9) berdintzan,

1np=%(p+lnC

=~ |

lortzen dugu.
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263. IRUDIA

Hortaz, ibilbide isogonalen sorta kiribil logaritmikoz osaturik dago (263. irudia).

§ 16. Bat baino ordena handiagoko ekuazio diferentzialak
(orokortasunak)

Gorago aipatu dugun bezala (ikus § 2.), n. ordenako ekuazio diferentzial bat

F(x,y,y',y",...,y(”))=0 M

eran idatz daiteke sinbolikoki, edo n. deribatuarekiko ebatz badaiteke,
o 1 " —l 1]
y(")=f(x,y,y,y e ))- 1)

Oraingoan, ordena handieneko deribatuarekiko ebatz daitezkeen ordena handiagoko
ekuazioak soilik aztertuko ditugu. Ekuazio horietarako soluzioaren existentzi eta
bakartasun-teorema betetzen da, lehen ordenako ekuazioen soluzioei buruzkoaren antzekoa

dena.
Teorema.

ekuazioan, f(x,y,y‘,,,,,y(”_l)) funtzioa eta y,y',...,y("_l) argumentuekiko bere
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deribatu partzialak jarraiak badira x=xy,y=yy,y'= yb,...,y("_[) = y(()"_l) balioak

barne dituen eremu batean, ekuazioaren y = y(x) soluzio bakar bat existitzen da, zeinak

yx:xo =)o
Yx=x, = Y0
-1 -1
W =y, 2)

baldintzak betetzen bait ditu.
Baldintza horiei hastapen-baldintza deitzen zaie. Lan honetan ez da teorema hori
frogatuko.

Bigarren ordenako ekuazio bat, y'= f(x,y,y'), kontsideratzen badugu, x =xg

baliorako soluzioaren hastapen-baldintzak
Y=Yo. Y=o

izango dira, non xg, Y, yé) zenbaki ezagunak diren. Baldintza horien esanahi geometrikoa
ondokoa da: planoko emandako (xg,Yy) puntu batetik, y;) maldako ukitzailea duen

kurba bakar bat igarotzen da. Hortik ateratzen da yé) -ri balio desberdinak emanez gero, xg
eta yo konstante mantenduz, emandako puntutik inklinazio-angelu desberdinez igarotzen

den infinitu kurba integral lortzen dugula.
Ezar dezagun, orain, n. ordenako ekuazio baten soluzio orokorraren nozioa.

Definizioa. n. ordenako ekuazio diferentzial baten soluzio orokor deituko
diogu, C{,C,,...,C, n hautazko konstanteren menpeko

y= (P(X,Cl,C2,...,Cn)
bezalako funtzio bati baldin eta

a) C|,C,,...,C, konstanteen edozein baliotarako ekuazioa betetzen badu eta
b)
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hastapen-baldintzetarako konstanteak aukeratzerik badago y=¢(x.C,C;,....C,)

funtzioak baldintza horiek bete ditzan (xg, yg, y(') ees y(()”‘]) hasierako balioak soluzioaren
existentzi eremuaren baitan daudela suposatuz).

v(x,Cy,C,,...,C,) =0 itxurako erlazioak, soluzio orokorra era inplizituan
definitzen duenak, ekuazio diferentzialaren integral orokor izena du.

C1,C,,...,C, konstanteei balio konkretuak emanez soluzio orokorretik lortutako
funtzio oro soluzio partikular deitzen da. Soluzio partikular baten grafikoari ekuazio
diferentzialaren kurba integral deritzogu.

n. ordenako ekuazio diferentzial ebaztea (integratzea)

1) bere soluzio orokorra (hastapen-baldintzarik ez badira eman) bilatzean edo

2) emandako hastapen-baldintzak (existitzen badira) betetzen dituen ekuazioaren
soluzio partikularra kalkulatzean datza.

Hurrengo ataletan 7. ordenako ekuazio desberdinen ebazpen-metodoak ikusiko
ditugu.

§17. y(") = f(x) itxurako ekuazioa
YW = fx) )

itxurako ekuazioa n. ordenako ekuaziorik sinpleena da.
Bila dezagun bere integral orokorra.

Ekuazioaren bi atalak x-rekiko integratuz, eta y =(y""V)" dela kontutan
hartuz,

X
V= [fwdr+ 6

Xo

lortzen dugu, non xg x-ren hautazko balioa eta C| integrazio-konstantea bait dira.
Berriz integratuz gero,

X U

Xo\ %o

izango dugu. Prozesu horri jarraituz (n aldiz integratu eta gero) integral orokorraren
adierazpena lortuko dugu:
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Ci(x—- xO)”_1 (x - JCo)n_2
o)t +C, Y +...+C,.

= ];...Jz.f(t) dr...du+

Xo Yo

e e
Yimxy = Y05 Yamy, = Y055 Yoy =300

hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra bilatzeko

! -1
Ch=y0, Cpoi =Ygoees G '_‘yg

egitea nahikoa da.
1. Adibidea. Bilatu
y"'=sin(kx)
ekuazioaren integral orokorra eta
YVe=0 =0, Yyo=1
hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra.
Ebazpena:

X
koo — 1
y:ﬁmmm+q=—9%?—+q,

0
X k[ X
J(COS )dt+J.C1 dt+C,
0 0

sinkx x
=- +—=+Cix+C,.
y k2 X 1 2

Hori da integral orokorra. Emandako baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra
bilatzeko C| eta C,-ri dagozkien balioak determinatzea nahikoa da.

Yy=0 =0 baldintzatik C, =0 aurkitzen dugu.
)’:r=0 =1 baldintzatik C; =1 aurkitzen dugu.

Horrela, bilatzen dugun soluzio partikularrak
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itxura dauka.
Horrelako ekuazio diferentzialak aurkitzen dira, esate baterako, habeen flexio-
-teorian.

2. Adibidea. Azter dezagun kanpotiko indarrek, jarraian sakabanatuak (pisua,
zama) zein bilduak, eragindako flexioaren menpeko habe prismatiko elastiko bat. Ezar
ditzagun Ox ardatza horizontala, habe ez-itxuragabetuaren ardatzaren luzeran, eta Oy
ardatza beheranzko bertikalean (264. irudia).

Habeari aplikatzen zaion indar orok (adibidez, zama, eustarrien erreakzioa) habearen
edozein zeharkako sekziorekiko momentu bat dauka; momentu hori, emandako sekzio eta
indarra aplikatzen den puntaren arteko distantzia eta indarraren arteko biderkadura da. x
abzisako sekzioaren alde berean aplikatutako indar guztien momentuen M(x) baturari

sekzio horrekiko habearen flexio-momentu deitzen zaio. "Materialen erresistentzia”

. EJ .
kurtsoan habe baten flexio-momentua m dela frogatzen da, non E materialaren

menpean dagoen elastizitate-modulua bait da; J sekzioaren grabitate-zentrutik igarotzen
den ardatz horizontalarekiko, habearen zeharkako sekzioaren gainazalaren inertzi
momentua bait da; R habe makotuaren ardatzaren kurbadur erradioa, eta

_ @y

"

y

R

formularen bidez adierazten dena, bait da (VI. gaiko § 6.). Horrela, habe makotuaren
ardatzaren ckuazio diferentziala

y MW

(2)

da. Deformazioak txikiak eta habe makotuaren ardatzaren ukitzaileen eta Ox ardatzaren
arteko angeluak nahiko txikiak direla onartzen badugu y? magnitudea, y'-aren karratua,
mespreza dezakegu eta

kontsideratu.
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Habe makotuaren ekuazio diferentzialak, beraz,

_ M)
EJ

"

(2"

itxura hartuko du, (1) itxurako ekuazioarena alegia.

3. Adibidea. Habe batek O muturra horman landaturik dauka eta, /
distantziara dagoen L mutur askean, P indar bertikal bildu baten eragina jasaten du
(264. irudia). Mespreza dezagun habearen pisua.

Fe—— X -—ﬂ«[—x»
y

0\
W L

1

¥
264. IRUDIA

Kontsidera dezagun N(x) puntuko sekzioa. N sekzioarekiko flexio-momentua
M(x)=(-x)P

izango da.
(2" ekuazio diferentzialak

P
"= —(l-x
y EJ( )

itxura hartuko du.
Hastapen-baldintzak hauxek dira: x=0 denean, y flexioa zeroren berdina da eta
habe makotuaren ardatzaren ukitzailea Ox ardatzarekin bat dator, hau da,

V=0 =0, ¥x=0=0.

Ekuazioa integratuz:
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X
P P
= fuona=L -2
g EJ-[( Y=g =

P 2 x3
= |t -2 3
Y 2EJ[X 3] )

ateratzen dugu.

(3) formulatik, kasu partikular bezala, habearen L muturreko /4 flexioa lortzen
da:

PP
=Vx=1 T 5o

3E]

§ 18. Lehen ordenako ekuazio bihurtzen den bigarren ordenako ekuazio
diferentzialen zenbait mota

d? d
)

itxurako ekuazioa, y funtzio ezezaguna esplizituki ez duena.

d .
Ebazpena. Izenda dezagun p :} deribatua, hau da, dagigun
by

dy
dx -
Orduan
£y _dp
dx?  dx

Deribatuen adierazpen horiek (1) ekuazioan sartuz gero lehen ordenako ekuazio bat
lortzen dugu,

ée:
pe f(x,p)
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alegia, non p x aldagaiaren funtzio ezezaguna bait da. Ekuazio hori integratzean bere
soluzio orokorra aurkitzen dugu:

p=px,Cy)

d . .
eta, gero, d_y = p erlaziotik (1) ekuazioaren integral orokorra,
X

y=J.p(x,C1) dx + Cy,

ondorioztatzen dugu.

1. Adibidea. Kontsidera dezagun katenari baten ekuazio diferentziala (ikus § 1.),

d?y 1 X (dy)z
—5=—ql+| =] .
dx a dx

eta

d*y _dp

e dx’

egiten baditugu x-ren p funtzio laguntzailearekiko, lehen ordenako ekuazio diferentziala
erdiesten dugu:

dp 1 | 2
— =41+ p~,
dx a b

hain zuzen.
Aldagaiak bananduz gero:

izango dugu, eta hortik:
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. d . . . . .
Baina, p = ;ll denez, azken erlazio hori y funtzio ezezagunarekiko ekuazio
X

diferentziala da. Integratuz Katenariaren ekuazioa ateratzen dugu (ikus § 1.):

X X
a *+C1 _[7+C1j
y= 5 ed +e M4 + Cz.

Aurki dezagun,

Yx=0 = a,

Yy=0 =0

hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra. Lehenengo baldintzak C,=0 eta
bigarrenak C|=0 ematen dute. Azkenik,

X X

a
y=—|ed +te ¢
2

lortzen dugu.

1. Oharra. Era berean integra daiteke
Y = f eyt )

ekuazioa.

y(""l) = p eginez, p determinatzeko lehen ordenako ekuazio bat eskuratzen dugu:

dp B
dx _f(x’p)’
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p, x-ren funtzioan lortuz gero, y("_l) = p erlaziotik y ateratzen da (ikus § 17.).
I1.

d%y [ dy)

L= fl oy, 2

12 A0 2)
itxurako ekuazioa, x aldagai independentea esplizituki ez duena. Ebazteko egin dezagun

dy
—_— 3
dx P ©)

berriro, baina orain p y-ren funtziotzat (eta ez x-rena, lehenago bezala) har dezagun.
Orduan,

Ly_dp_dpdy _dp
dx?  dx dy dx dyp'

2
(2) ekuazioan, d_} eta é—g adierazpenak ordezkatuz, p funtzio
dx dx

laguntzailearekiko lehen ordenako ekuazio bat lortzen dugu:
d,
pE=F0.p). 4)
dy

Integratuz gero, p aurkituko dugu y eta C| hautazko konstante baten
funtzioan,

p= P(y,cl)

Balio hori (3) ekuazioan sartuz x-ren y funtzioarekiko lehen ordenako ekuazio
diferentzial bat erdiesten dugu:

d )

Y
— = ,Cr).
I p(y,Cy)

Aldagaiak bananduz:

dy
P()’»Cl)

dx
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izango dugu.
Ekuazio hori integratuz gero,

CD(x,y,Cl,CQ) =0

ekuazioaren integral orokorra erdiesten dugu.

2. Adibidea. Bilatu

3y'=y 3

ekuazioaren integrala.
) dy .
Ebazpena. Dagigun, p= o p y-ren funtziotzat hartuz. Orduan,
X

eta beraz, p funtzio laguntzailearekiko lehen ordenako

ekuazioa lortzen dugu.
Ekuazio hori integratuz,

2

ateratzen dugu.

’

. d . .
Baina, p= —}—; ondorioz, y determinatzeko,

"3 dy

= dx edo —_——— =X
VG =y Oy -1

ekuazioa daukagu, hortik,

13
GRS
2 23

+Cpy?? -1

77
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Azken integrala kalkulatzeko egin dezagun

Cy?P —1=12

ordezkapena. Orduan,

1

V3 _ (2 L2 L.
c?

|
5 1
dy=3t(t> +1)2 ——=dr.

3/2
G
Hortaz,
13 g 1 3t(t2 +1) 3 (43 1
J_>T3Y_=_7 T dr= | e == Oy =1 (PP 4 2),
Cly / -1 Cl t Cl 3 C]
Azkenik,
|
X+ C?_ = i‘——? C1y2/3 -1 (C1y2/3 +2)
G
daukagu.

3. Adibidea. Jo dezagun puntu bat higitzen dela, Ox ardatzean zehar puntuaren
posizioaren menpe soilik dagoen indar batek eraginda. Higiduraren ekuazio diferentziala

d*x
m—i = F(x)
dr®

izango da.
d -
Izan bedi x = xg, d—)& =vgy, t =0 denean.
t

. . dx . . -
Ekuazioaren bi atalak d—dt gaiaz biderkatzean eta x; eta x limiteen artean
t

integratzean,

1 (dxYr 1, J"
—m|— | ——mv§ = |F@)dt
2m(dt) "o @)

Xy
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edo

2 X
lm(d_xj + _J.F(t) dt =lmv5=ktea.
2 \dt 2

Xy

lortzen dugu.

Azken ekuazioaren lehenengo atalak energia zinetikoa adierazten du eta bigarrenak,
ordea, puntu higikorraren energia potentziala. Lortutako ekuaziotik energia zinetikoa eta
potentzialaren arteko batura higidura osoan konstante mantentzen dela ondorioztatzen da.

Pendulu matematikoaren problema. Demagun m masako puntu material
bat, grabitate-indarrak eragina, plano bertikal batean dagoen L zirkunferentzia batean
zehar mugitzen dela. Kalkula dezagun puntuaren higiduraren ekuazioa, erresistentzi

indarrak (marruskadura, airearen erresistentzia e.a.) mesprezatuz.

265. IRUDIA

Har dezagun koordenatu-jatorritzat zirkunferentziako punturik beherena, Ox
ardatza zirkunferentziaren ukitzailearekin bat datorrelarik (265. irudia).

Izan bitez [ zirkunferentziaren erradioa eta s O jatorritik masa dagoen M puntu
aldakorrerainoko arkuaren luzera; aldi berean har dezagun aipatu arkua, dagokion
zeinuarekin (s>0, M, O jatorriaren eskuinaldean badago; s <0, M, O-ren ezkerraldean
badago).

Kontsideratutako problema ¢ denbora eta s-ren arteko erlazioa ezartzean datza.
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Deskonposa dezagun mg grabitate-indarra bi osagaitan: ukitze-osagaia eta osagai
normala hain zuzen ere. Lehenengoak, -mg sin ¢, higidura sortzen du, bigarrena aldiz, m
masaren higidura bitartean deskribatutako kurbaren erreakzioaz ezabatzen da.

Horrela, higiduraren ekuazioak,

. . . $
itxura hartzen du. Zirkunferentzian ¢ angelua n denez gero,

d’s gsi s
————— n_’
dr?

ekuazioa lortzen dugu.

II motako ekuazio diferentziala da (¢ aldagai independentea ez bait dauka
esplizituki).

Dagokion eran integratuz gero,

d_, &5 _db,
dr P darr  ds
izango dugu. Hortaz,
dp
— =—gsin —,
P~ 78

pdp =—gsin ; ds,
eta hortik,
p2 =2glcos §+Cl.

Izenda dezagun sy M puntuak deskribaturiko arkuaren luzerarik handiena. s=s¢

denean, puntuaren abiadura nulua da:
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ds
dt

=D
§=5

=0.

§=5

Horrek uzten digu C; kalkulatzen:
S0
0=2¢l cos ; +Cy,
nondik

C) =-2gl cos 570

ateratzen bait dugu. Beraz,

2 _[ds 2 s 5
=] — | =2¢gl cos ——cos —
P (m) g( / z]

81

edo, azken adierazpenari kosinuen arteko kenduraren formula trigonometrikoa aplikatuz:

2
(fjﬁ) =4glsin S+ % sin il S, (5)
dr 21 21
edota” ,
ds . S+58y . S
—=24/gl /sm——sm—. 6
dr %;\ 21 2 ©)

Hori aldagai banangarrietako ekuazioa da. Bananduz gero

55—
n29—°

d
i =2./gl dr 7
\/ R il
SIn———81
21

ateratzen dugu.

7) Erroaren aurretik plus zeinua hartzen dugu. Problemaren amaieran ematen den oharretik

ondorioztatzen da ez dagoela minus zeinuari dagokion kasua aztertu beharrik.
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Demagun, oraingoz, s#sp; orduan zatikiaren izendatzailea ez da zero. t=0

denean s=0 suposatzen badugu, (7) berdintzatik,

Y

J‘ du

. ou+tsy . Sy—u
0\/sm 0 gin 20

2] 21

=2+/glt (8)

eskuratzen dugu.
Berdintza horrek s eta r-ren arteko erlazioa adierazten du. Ezkerreko atalaren

integrala ezin da funtzio elementalen bidez adierazi, gauza bera gertatzen zaio s-ri t-ren
funtzio bezala.

Azter dezagun planteatutako problema modu hurbilduan. Demagun 570 eta %

S+ Sp—§
angeluak txikiak direla. — 0 0

N
eta angeluak ez dira TO baino handiagoak. (6)

ekuazioan ordezka ditzagun angeluen sinuak beren angeluez:

ds Sty Sg—
= -2 el 2070
dt \/7 21 21

%:@«/@3—52). (6')

Aldagaiak bananduz, (behin behinean s+#sg suposatuz),

_d JE d, )
x/s% — 2 !
lortzen dugu.
Demagun, berriro, s=0 dela =0 denean. Azken ekuazioa integratuz,
S d
J5==1% )
2 [

0 sg—u
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.8
arcsin —= 5 {

50

erdiesten dugu, nondik

s=sosin\/%t 9

2. Oharra. Problema ebaztean s# s suposatu dugu. Hala eta guztiz ere,

ateratzen bait dugu.

ordezkapen zuzenez, (9) funtzioa ¢ -ren edozein baliotarako (6') ekuazioaren soluzioa dela
ikusten dugu.

Gogora dezagun (9) soluzioa (5) ekuazioaren soluzio hurbildua dela. (6) ekuazioa
(6") ekuazio hurbilduaz ordezkatu bait dugu.

. /
(9) ekuazioak M puntuak (penduluaren muturtzat har dezakeguna), T = 27t\/:
8

periodoko oszilazio harmonikoak egiten dituela erakusten digu. Periodo hori ez dago sg

oszilazioaren anplitudearen mende.

4. Adibidea. Bigarren abiadura kosmikoaren problema (ihes-abiadura).
Determitatu gorputz bat bertikalki gorantz jaurtiki behar den abiadurarik txikiena
lurrera buelta ez dadin. Airearen erresistentzia mesprezatzen da.

Ebazpena. Izenda ditzagun Lurra eta gorputzaren masak M eta m-z, hurrenez
hurren. Newton-en erakarpen-legearen arabera, m masaren gainean eragiten duen f
indarra,

da, non r Lurraren zentru eta jaurtikitako gorputzaren grabitate-zentruaren arteko
distantzia den eta & grabitazio unibertsalaren konstantea den.
m masako gorputzaren higiduraren ekuazio diferentziala,

mdzr __kM‘m
dl‘2 1‘2

edo



84 KALKULU DIFERENTZIALA ETA INTEGRALA

_':_kﬂ (10)

Minus zeinua hartu dugu kasu horretan azelerazioa negatiboa bait da. (10) ekuazio
diferentziala (2) itxurako ekuazioa da. Ebatz dezagun ckuazioa ondorengo hastapen-
-baldintzak hartuz:

ar _

t=0 denean, r=R eta =
dt

VO .
Hor, R Lurraren erradioa da, eta v, jaurtiketa-abiadura. Sar ditzagun

o dr Ay dvdr

;t-_

== —y—
dr>  dt drodt dr

)

idazkerak, non v higiduraren abiadura bait da.
Adierazpen hori (10) ekuazioan ordezkatuz

v M
v—=—k—
dr r
daukagu.
Aldagaiak bananduz,
vdv=—kM d—;
v
geratzen da.
Ekuazio hori integratuz gero,
2
Yl (1
2 r

aurkitzen dugu.
Determina dezagun Cy, Lurraren gainazalean (r=R), v=v¢ baldintzapean:

2
Y _mlic
2 R
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C-en balioa (11) berdintzan ordezkatuz:

2 2
1
LA )
2 r R 2

2 2
1
Y i+ V_O_kﬂ (12)
2 r 2 R

Hipotesiaren arabera, gorputzaren abiadurak beti izan behar du positiboa (ez da

2

) KM . i
anulatzen), hortaz, —V2 >0. r mugagabeki hazi ahala —— magnitudea oso txikia
r

2

egiten denez, % >0 baldintza r orotarako beteko da baldin

edo

bada.

0 >0 13)

Beraz, abiadurarik txikiena

2kM
Vo = T (14)

berdintzaz definitzen da, non
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3

k=6,66-10‘SCL2,
g-s
R=63-10"cm,

diren. Lurraren gainazalean, r=R denean, grabitate-indarraren azelerazioa, g( g =981 —zj
S

da. Azkenekoaren arabera, (10) berdintzatik,

M
8=kFa
edo
2
=S8
k

ateratzen dugu.
M-ren balio hori (14) formulan ordezkatuz,

: K
vo =+2gR =V2-981-63-107 =11,210° L =11,272

s N

daukagu.
§ 19. Bigarren ordenako ekuazio diferentzialen integrazio-metodo
grafikoa

Ikus dezagun zein den bigarren ordenako ekuazio diferentzial baten interpretazio

geometrikoa. Izan bedi
Y'=fy) (1

ckuazioa, izenda dezagun ¢ kurbaren ukitzaileak Ox ardatzaren norantza positiboarekin

osatzen duen angelua; orduan

dy
— =tan . 2
e o (2)
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87

Bigarren deribatuaren esanahi geometrikoa argitzeko asmoz gogora dezagun kurba

baten puntu bateko kurbadur erradioa determinatzen duen formula®):

oo 1+ y.2 )3/2
y”
Hortik,
e 1+ yyz )2
-
Baina,
y'=tan@; 1+ y’2 =1+ tan? Q= sec? 0;
1
292 et of = L
\cos (p\
horrexegatik,
" 1
y== =7
R\cos3 (p»

y' eta y" deribatuaren adierazpenak (1) ekuazioan ordezkatuz,

m = f(x,y,tan @)

1

R=
‘coss (p‘ - f(x,y,tan @)

erdiesten dugu.

(3)

4)

8) Orain arte kurbadur erradioa zenbaki positibo bat dela pentsatu dugu beti. Baina atal
honetan kurbadur erradioak balio positibo zein negatiboak har ditzakeela suposatuko

dugu: Kurba ganbila bada (y"<0) kurbadur erradio negatiboa

dezagun; aldiz, kurba ahurra bada (y">0) positibotzat (R >0) har dezagun.

kontsidera
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Horrek bigarren ordenako ekuazio diferentzialak, puntuaren koordenatuak eta puntu
horretako ukitzailearen norabidea emanak badira, kurba integralaren kurbadur erradioaren
magnitudea determinatzen duela frogatzen du.

266. IRUDIA

Aurrekotik ondoriozta liteke, kurba integralaren eraiketa hurbilaren metodoa, kurba
leun baten laguntzaz?); kurba zirkunferentzi arkuz osatuta dago.
Demagun, adibidez,

'

Yy=x, =Y0» Yx=x, = Y0

hastapen-baldintzak betetzen dituen (1) ekuazioaren soluzioa bilatu behar dela.

Marra dezagun M (xg,yo) puntutik, y'=tan@y = y;) koefiziente angeluarreko
MTy zuzen bat (266. irudia). (4) ekuaziotik R =R magnitudea lortzen dugu. Eraman
dezagun R luzerako MyC( zuzenkia M(T, norabidearen elkartzutean eta marra

dezagun (C( puntua zentrutzat hartuz) R erradioko M?Ml arku txikia. Ohar gaitezen
MyCy zuzenkia norantza egokirantz orientatu behar dela zirkunferentziaren arkua gorantz
ganbila izan dadin Ry<0 denean; eta beherantz ganbila Ry>0 denean (ikus 8) oharra).
Izan bitez x; eta y;, M| puntuaren koordenatuak, eraikitako arkuarena eta Mg
puntutik nahiko gertu dagoena, eta bedi tan ¢ marratutako zirkunferentziaren M
puntuko M T ukitzailearen koefiziente angeluarra. (4) ekuaziotik M) puntuari
dagokion R=R balioa lortzen da. Marra dezagun M C; zuzenkia, R; luzerakoa eta

M T;-en elkartzuta; C; puntua zentrutzat hartuz R, erradioko M;M, arkua marra

dezagun. Gero, arku horretan, M, puntutik gertu, M;(x,,y,) puntu bat har dezagun

9) Puntu guztietan ukitzailea duen kurba da, ukitzailearen inklinazio-angelua arkuaren s
luzeraren funtzio jarraia delarik.
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eta segi dezagun gure eraiketa zirkunferentzi arkuz osatutako kurbaren tarte nahikoa handia
lortu arte. Arestian esanatik ondorioztatzen da kurba hori, gutxi gorabehera My puntutik

M M
igarotzen den kurba integrala dela. Argi dago eraikitako kurba MqM|, MM, ... arkuak

zenbat eta txikiago izan gero eta hurbilago egongo dela kurba integraletik.

§ 20. Ekuazio lineal homogenoak. Definizioak eta propietate
orokorrak.

1. Definzioa. n. ordenako ekuazio diferentzial bati /ineal esaten zaio, y

(n-1)

funtzio ezezaguna eta y',...,y y(”) bere deribatuekiko lehenengo mailakoa bada,

hau da, ekuazio horrek

agy™ +apy" V4. +a,y=f(x) 1)

itxura badauka, non ay,q;,4;,...,a, eta f(x) x-ren funtzioak edo konstanteak bait
dira; horrez gain, ag#0 (1) ekuazioaren definizio-eremuko x-ren balio guztietarako.
Aurrerantzean, ag,a;,d,,...,a, ¢€ta f(x) x-ren balio guztietarako funtzio
jarraiak direla eta ag koefizientea 1 dela (qg ez bada 1, nahikoa da ekuazioaren gai guztiak
berarekin zatitzea) suposatuko dugu. f(x) funtzioa ekuazioaren bigarren atal deitzen da.
Baldin f(x)# 0, ekuazioari lineal ez-homogeno edo bigarren ataldun ekuazio
deritzo. Baldin f(x) =0, ekuazioak

Y 4ay" Vi ta,y=0 (2)

itxura dauka eta homogeno, edo bigarren atal gabeko deritzo (ekuazio horren lehenengo

atala y,y',y",.. .,y(”) -arekiko lehen mailako funtzio homogenoa da).

Defini ditzagun ekuazio lineal homogenoen oinarrizko propietate batzuk,
frogapenak bigarren ordenako ekuazioetara mugatuz.

1. Teorema. Baldin y; eta y,
y'tay'+ay =0 3)

bigarren ordenako ekuazio lineal homogenoaren bi soluzio partikular badira y; +y, ere

ekuazio horren soluzioa da.
Frogapena. y; eta y, ekuazioaren soluzioak badira:
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y1+a1y1+a2y1=0} (4)

Y2 +apyy +azy; =0
(3) ekuazioan y; +y, batura ordezkatuz eta (4) identitateak kontutan hartuz,

O+ y2)"+a (yy + y2) +ar(y + y2) =

= +ay +ay) +(n +Clly‘z +ayy;)=0+0=0

daukagu, hau da y; +y;, ekuazioaren soluzioa da.

2. Teorema. Baldin y|, (3) ekuazioaren soluzio bat bada eta C konstante bat,
Cy, biderkadura ere da (3) ekuazioaren soluzioa.

Frogapena. (3) ekuazioan Cy| adierazpena sartuz,
(C)"+ay (Cyp) +a3(Cyy) = Clyy +apy; +azy1=C-0=0

lortzen dugu eta teorema frogaturik daukagu.

2. Definizioa. y| eta y, (3) ekuazioaren bi soluzio [a,b] tartean linealki
independenteak dira, beren arteko arrazoia tarte horretan konstante ez bada, hau da,

2 # ktea.

N

denean.

Bestela, soluzioei linealki menpeko deritze. Beste hitzetan, y; eta y, bi soluziori
[a,b] tartean linealki menpeko esaten zaie A zenbaki konstante bat existitzen bada, non
A A den, a<x<b izanik. Kasu horretan y;=Ay;.
Y2

1. Adibidea.Izan bedi y"—-y=0 ekuazioa, e*,e”*,3e*,5¢ " funtzioak
ekuazio horren soluzio direla egiaztatzea erraza da. e¥ eta e funtzioak tarte orotan
linealki independenteak dira,
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arrazoia ez bait da konstante mantentzen x aldatzen denean. Ordea, ¢* eta 3¢* funtzioak

X
. e
linealki menpekoak dira, —— = 3 =ktea. denez gero.
o

3. Definizioa. y; eta y, x-ren funtzioak badira,

)

My o» ' '
W(Ylv)’Z):\ , "=Y1Y2—Y1Y2
i »

determinanteari Wronski-ren determinante edo emandako funtzioen Wronskiar deritzo.

3. Teorema. y; eta y, funtzioak [a,b] tartean linealki menpekoak badira

wronskiarra nulua da tarte horretan.

Izan ere, y,=Ay; bada, non A=ktea. den, yvz = /lyi eta

Y1 Ay

Y1 »
i An

Y »

:l]yl y?
N

=0

W(y1.y2)=

daukagu.

4. Teorema. (3) ekuazio lineal homogenoaren y; eta y, bi soluzioren
W(y;,y,) wronskiarra [a,b] tarteko x=.xy puntu batean, non ekuazioaren koefizienteak

jarraiak bait dira, anulatzen ez bada ez da tarte horretako inongo x puntutan anulatuko.

Frogapena. y; eta y, (3) ekuazioaren bi soluzio direnez gero,
i tay tay =0, yy+ay, +ay, =0

daukagu.
Lehenengo berdintzaren gaiak —y, faktoreaz eta bigarrenaren gaiak y, faktoreaz

biderkatuz eta gero batuz,
ny2 =yy2) + a2 = ny2) =0 (5)

lortzen dugu.
Bigarren parentesiko kendura W (y;,y,) wronskiarra da:

Wy, y2)= (ylyé - yiyz)-

Lehenengo parentesiko kendura Wronski-ren determinantearen deribatua da:
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W O y2) =iy = yiy2)' = yiy2 = ¥1ya-
Hortaz, (5) berdintza

W'sa,W =0 (6)

idazten da.
Bila dezagun,

w =W
X =X 0

hastapen-baldintza betetzen duen azken ekuazioaren soluzioa.
Aurki dezagun, hasieran, (6) ekuazioaren soluzio orokorra, W#0 suposatuz.

(6) ekuazioan aldagaiak bananduz,

dw
—=-q; dx
w

ateratzen dugu.
Integratuz gero,

X

1nW=—Ja] di +1nC

topatzen dugu, eta hortik:

- )Ea,dr
W=Ce © . (7

Kontura gaitezen (7) funtzioa, (6) ekuazioa bete dezan eran idatz litekeela. Hori
egiaztatzea erraza da (6) ekuazioan ordezkapen zuzenaren bidez. W#0 suposamendua ez
da beharrezkoa.

(7) formulak Liouville-ren formula izena du.
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Aurki dezagun C hastapen-baldintza bete dadin. (7) ekuazioaren lehenengo eta
bigaren ataletan x=1xq eginez gero

Wo=C

lortzen dugu.
Hortaz, hasierako baldintzak betetzen dituen soluzioak

-jaldt
W=We (7)

itxura hartzen du.

Hipotesiz, Wy #0. Beraz, (7') ekuaziotik W#0 ondorioztatzen da, x-ren balioa
edozein izanik ere, funtzio esponentziala ez bait da aldagaiaren inongo balio finitutarako
anulatzen. Teorema frogaturik dago.

1. Oharra. Wronskiarra x-ren xy balio baterako nulu bada nulu izango da ere,

tarte horretako x-ren edozein baliotarako.
Hau (7) ekuaziotik zuzenean ateratzen da: W=0 bada x=x( denean,

(W)yoy, =C=0

izango da; hortaz W=0 (7) ekuazioan x goi-limitearen balioa edozein izanik ere.

5. Teorema. (3) ekuazioaren y; eta y, soluzioak [a,b] tartean linealki
independenteak badira, soluzio horiekin osaturiko W wronskiarra ez da anulatzen tarte
horretako inongo puntutan.

Teorema horren frogapenaren ideia soilik aipatuko dugu, osoa eman gabe.

Jo dezagun tarteko puntu batean W =0 dela; orduan 4. teoremaren arabera, [a,h]
tarteko puntu guztietan Wronskiarra nulua izango da:

w=0

y1y2 = yy2 =0.

Azter ditzagun, lehendabiziz, y; #0 den [a,b]-ren azpitarteak. Orduan,
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N2 “NY2 _
2
N
edo
[y_zj ) O.
N
Hortaz, Y2 arrazoi konstante da aipatutako azpitarte bakoitzean:
M

22 2} = keea.
M

Existentzi eta bakartasun-teorema erabiliz [a,b] tarteko puntu guztietan y; = Ay,
dela froga daiteke, y; =0 den puntuak barne; hori ezinezkoa da, hipotesiz, y; eta y;
linealki independenteak bait dira. Hortaz, Wronskiarra ez da [a,b] tarteko inongo puntutan
anulatzen.

6. Teorema. y; eta y, (3) ekuazioaren bi soluzio linealki independente badira,
y=Ciy +Coyy (®)

(3) ekuazioaren soluzio orokorra da, non C; eta C» hautazko konstanteak bait dira.

Frogapena. 1. eta 2. teoremetatik

Ciyi + Gy

(3) ekuazioaren soluzioa dela ateratzen da, C; eta C, konstanteak edozein izanik ere.

Froga dezagun, orain, Y- = Yo, y'X:xO = y6 hastapen-baldintzak edozein direla

ere, C; eta C, hautazko konstanteen balioak aukera daitezkeela, dagokien Ciy;+Cay2
soluzio partikularrak emandako hastapen-baldintzak bete ditzan.
(8) berdintzan hastapen-baldintzak sartuz gero,

¥o =Ciyio0 + €y
} &)

Yo =Ciyip + Cay2o

daukagu, non
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[

Ox=y, =005 O2)e=y, Y203 Ox=y, D105 O2)y=x, =¥20

idatzi den.
(9) sistemak C; eta C, lortzen uzten digu, sistema horren determinantea,

Yio Y20 ' .
=Y10Y20 ~ Y10Y20-

'

Yo Y20

x = xg puntuko wronskiarra bait da eta, hortaz, ez da zero (y; eta y; soluzioen
independentzia lineala dela eta).

Soluzio partikularra, (8) ekuaziotik, C; eta C, aurkitutako balioez ordezkatuz
ateratzen da eta emandako hastapen-baldintzak betetzen ditu. Horrela teorema frogaturik
dago.

2. Adibidea.
W11
y'+=y-—=y=0
ekuazioak, zeinen koefizienteak

ay = eta ay=——5

1
X X
x=0 puntua ez daukan tarte guztietan jarraiak bait dira,

1
Y1:/\" y2=—9
X

soluzio partikularrak onartzen ditu (erraz frogatzen dena ekuazioan ordezkatuz). Hortaz bere
soluzio orokorrak

1
y=C1.)C+C2—
X

itxura du.

2. Oharra. Ez dago koefiziente aldakorretako ekuazio diferentzial lineal baten
soluzio orokorra era finituan ematen digun metodo orokorrik. Hala ere, koefiziente
konstanteak dituzten ekuazioetarako metodo hori existitzen da eta hurrengo atalean
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azalduko da. Koefiziente aldakorretako ekuazioei dagokienez, XVI. gaian, "Serieak",
hastapen-baldintzak betetzen dituzten soluzio hurbilduak aurkitzeko zenbait erabide
azalduko dugu.

Oraingoz, koefiziente aldakorretako bigarren ordenako ekuazio diferentzial baten
soluzio orokorra, soluzio partikularretako bat ezagutuz, kalkulatzen utziko digun teorema
bat frogatuko dugu. Teorema hau baliagarria izan liteke askotan, baldin eta edozein
metodo erabiliz, soluzio partikular bat zuzenean aurkitzen bada.

7. Teorema. Baldin bigarren ordenako ekuazio lineal homogeno baten soluzio
partikular bat ezagutzen bada soluzio orokorraren bilakera funtzioen integrazioan datza.

Frogapena. Izan bedi y|,

y'tapy'ta,y=0

ekuazioaren soluzio partikular ezagun bat.
Bila dezagun emandako ekuazioaren beste soluzio partikular bat, y,, y; eta y,

linealki independenteak izanik. Orduan, soluzio orokorra

y=Ciy1+Coy2
formularen bidez adieraziko da, non C; eta C; hautazko konstanteak bait dira. (7)

formularen arabera (ikus 4. teoremaren frogapena),

' ' —| a, dx
y2y1 — yay1 =Ce J

idatz daiteke.
Horrela, y, determinatzeko lehen ordenako ekuazio lineala daukagu.
Integra dezagun ondoko erara: gai guztiak ylz—z zati ditzagun:
=y _ 1 Jaar

2 T2
N Y

d{y ) 1 —ja,a’x
—[_]—Tce ’

dx\ y1 )

hortik,
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—J a, dx
b8,
N N

Soluzio partikular bat bilatzen dugunez gero, C»=0, C=1 eginez,

e—jal dx

y2 ZY1J 3
M

dx (10)

erdiesten dugu.

Bistakoa da, y; eta y, soluzio linealki independenteak direla, y—2¢ktea. bait

Y1
da.
Honelatan, ba, jatorrizko ekuazioaren soluzio orokorrak
—J‘ a, dx
e
¥=Coy + Gy [ S—— ar an
N

itxura dauka.

3. Adibidea. Bilatu
(1-x2)y"=2xy'+2y =0

ekuazioaren soluzio orokorra.

Ebazpena. Zuzenean egiaztatzen da ekuazio horrek y; =x soluzio partikulartzat
daukala. Bila dezagun bigarren soluzio partikular y>, non y; eta y, linealki

independenteak bait dira.

. -2
Ohar gaitezen, gure kasuan, a; = l x2 dela, (10) formularen arabera:
-X
"‘2)( dx
12 ~In(l-x7) d
y=xJ.e 5 dx=xJ.———e 5 dxzxj——-—z al 5=
X X x“(1—-x7)
1 1 1 1 1, [1+x
:xJ — + + dx=x|-—+—In
X 2(1—-x) 2(1+x) x 2 [1-x

lortzen dugu.
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Hortaz, soluzio orokorrak

1 1+x
=Cix+Cy| —xIn
y 1 2(2 1

)

- X

itxura dauka.

§ 21. Koefiziente konstantedun bigarren ordenako ekuazio
diferentzial lineal homogenoak

Izan bedi
y'+py'+qy=0 (1)

bigarren ordenako ekuazio lineal homogenoa, non p eta ¢ zenbaki erreal konstanteak
bait dira. Jadanik frogatu dugunez ekuazio horren integral orokorra bilatzeko nahikoa da bi
soluzio partikular linealki independente aurkitzea.

Bila ditzagun

y=eb )
itxurako soluzio partikularrak, non & =ktea. bait da; orduan,
y'=ke®;  yr=kZeH,
Lortutako adierazpenak (1) ekuazioan sartuz gero
(k% + pk+q)=0
aurkitzen dugu. ¢**#0 denez gero,
k2 +pk+q=0 (3)
geratzen da.

Ondorioz, k balioak ekuazioa betetzen badu, e%* (1) ekuazioaren soluzioa
izango da. (3) ekuazioa (1) ekuazioaren ekuazio karakteristiko deitzen da.
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Ekuazio karakteristikoa, bigarren mailako ekuazioa da, eta hain zuzen, k| eta k,
bi erro dauka. Orduan,

2 2
p P P p
k =——+ - 5 k =—— — 4 ——=q.
: 2 4 1 2 2 4 9

Ondoko kasuak ager daitezke.
I. ky eta kp zenbaki erreal desberdinak dira (ky #k»).
I. k, eta ky zenbaki konplexuak dira.
HI. k) eta kp zenbaki erreal berdinak dira (k| = k).
Azter dezagun banan-banan kasuak.
L. Ekuazio karakteristikoaren erroak errealak eta desberdinak dira: k| # k,. Kasu

honetan soluzio partikularrak y; = hi ;Y= ¢*>* funtzioak izango dira.

Soluzio horiek linealki independenteak dira,

k
)y € -
2 _ —_= e 7ROX 2 ea.

Hortaz, integral orokorrak
y=Ceh + Czekzx

itxura dauka.

1. Adibidea. Izan bedi
V'+y'2y=0
ekuazioa. Ekuazio karakteristikoak
K +k-2=0

itxura dauka. Bila ditzagun ekuazio karakteristikoaren erroak:

1N
kjy=——%,—+2;
L27H "\,
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Integral orokorra

y=Cpe' + Cze_zx

da.

II. Ekuazio karakteristikoaren erroak konplexuak dira. Erro konplexuak binaka
konjokatuak direnez, erabil dezagun

k=o+if;, kh=a-iB

1dazkera, non

2
p p
xA=-—— ) = _—
A
bait dira.
Soluzio partikularrak
Y = e(a+iﬁ)x; Yy = e((x—iﬁ)x (4)

eran idatz daitezke.

Horiek, (1) ekuazio diferentziala betetzen duten aldagai errealeko funtzio
konplexuak dira (ikus VII. gaiko § 4.).

Bistakoa da,

y =u(x)+iv(x) (5)
aldagai errealeko funtzio konplexu batek (1) ekuazioa betetzen badu, ekuazio hori u(x)

eta v(x) funtzioek, bere aldetik, ere betetzen dutela.
[zan ere, (5) adierazpena (1) ekuazioan ordezkatuz

[u(x) + iv(x)]"+p[u(x) + iv(x)]'+q[u(x) + iv(x)]'s 0

(u"+pu'+qu) +i(v"+pv'+gv)=0

daukagu.
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Baina funtzio konplexu bat nulua da baldin eta soilik baldin zati erreala eta zati
irudikaria zero badira, hau da,

u"+pu'+qu =0,
v'+py'+gqv=0.

u(x) eta v(x) emandako ekuazioaren soluzio direla frogatu dugu.
Idatz ditzagun soluzio konplexuak zati erreal eta irudikariaren arteko batura bezala:

y; = e™ cos fx + ie™ sin fx,
y,y = e™ cos fBx — ie™ sin Bx.

Frogatutakoaren arabera, ondoko funtzio errealak (1) ekuazioaren soluzio
partikularrak dira:

y1 =€ cosfx, (6")
¥, =e® sin fx. (6")
y, eta Y, funtzioak linealki independeteak dira,

B _ e® cosPx

= cot fx # ktea.
Yo e™sinfBx

bait da.
Hortaz, (1) ekuazioaren soluzio orokorrak, ekuazio karakteristikoaren erroak

konplexuak direneko kasuan,

y = Ay, + By, = Ae™ cos Sx + Be® sin Bx

y=e® (AcosBx + Bsin Bx) (7

itxura hartzen du, non A eta B hautazko konstanteak bait dira.
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2. Adibidea. Izan bedi
y'4+2y'+5y=0
ekuazioa. Bilatu integral orokorra eta
Yez0 =0, yeog=1

hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra. Grafikoa eraiki.

Ebazpena. 1) Idatz dezagun ekuazio karakteristikoa:
k% +2k+5=0,
eta bila ditzagun bere erroak:
ky==1+2i, ky=-1-2i
Hortaz, integral orokorra
y=e *(Acos2x + Bsin2x)
da.

2) Bila dezagun emandako hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra;
horretarako determina ditzagun dagozkion A eta B-ren balioak. Lehenengo baldintzatik

0=¢"(Acos2-0+ Bsin2-0)

ateratzen da eta hortik A =0.

Ohar gaitezen y'=e “2Bcos2x — e *Bsin2x dela. Bigarren baldintzatik 1 =28,

1
hauda, B= 5 lortzen da. Hortaz, bilatzen dugun soluzio partikularra
1T .
=—¢ “sin2x
y 2

da. Soluzioaren Grafikoa 267. irudian agertzen da.
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267. IRUDIA

III. Ekuazio karakteristikoaren erroak errealak eta berdinak dira, hau da, k;=+k;.

Soluzio partikular bat, y; = b alegia, aurreko arrazonamenduen arabera lortzen da.
Aurrekoarekin linealki independentea den bigarren soluzio partikular bat aurkitu

behar dugu (ekzx funtzioa €% funtzioaren berdina denez ezin da bigarren soluzio
partikulartzat hartu).

Bila dezagun bigarren soluzio partikularra y, =u(x)ek'x eran, non u(x)

determinatu behar den funtzio ezezaguna bait da.
Deribatuz:

yy = ekt + kluek‘x = ek'x(u'+k1u),

Yo = ' et 4 2klu'ek'x + klzuek"x = ek'x(u”+2k1u'+kl2u)

aurkitzen dugu.
Deribatuen adierazpenak (1) ekuazioan ordezkatuz

e[+ 2k + py+( + phy + @] =0

lortzen dugu.
ky ekuazio karakteristikoaren erro anizkoitza denez,

k12+pk1+q=0

daukagu.
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Gainera,
14
ky=ky=——
1 2 2
edo
2ky=-p, 2k +p=0.
Hortaz, u(x) aurkitzeko, X 4"=0 edo u"=0 ekuazioa ebatzi behar da.
Integratuz

u=Ax+hB

erdiesten dugu. A=1, B=0 aukera ditzakegu, orduan #=x. Horrela, bigarren soluzio
partikulartzat

¥y = xe"*

har daiteke.
Ekuazio hori lehenengoarekiko linealki independentea da,

»
Y

= x # ktea.

bait da.
Hortaz, integral orokortzat,

y=Ceh* 4 Cyxet = M (C) + Cyx)

funtzioa har daiteke.

3. Adibidea. Izan bedi
y'—4y' +4y=0
ekuazioa.

Ekuazio karakteristikoa
k2 -4k+4=0
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da. Aurki ditzagun bere erroak, k;=k,=2. Integral orokorra

y=Ce** + Cyxe®*

§ 22. Koefiziente konstantedun ». ordenako ekuazio diferentzial
lineal homogenoak

Kontsidera dezagun n. ordenako ekuazio homogeno bat:

¥y +ay" Dy +a,y=0. ¢))

Suposa dezagun ay,a;,...,a, konstante direla. (1) ekuazioaren ebazpen-metodo

bat azaldu baino lehen, eman dezagun aurrerantzean baliagarri izango diren bi definizio.

1. Definizioa. [a,b] tarteko x guztietarako,
0, ()= A0 (X) + Ay @y (x)+.. . +A,0,_1(X)

berdintza egiaztatzen bada, non A, A4,,...,A, konstante diren, eta zeinetatik gutxienez
bat zero ez den, ¢@,(x) funtzioa, @(x),9,(x),...,Q,_1(x) funtzioen konbinazio

lineala dela esan ohi da.

2. Definizioa.
(Pl(x)’ (PZ(-X),-'-sq)n—l(X)’(pn(x)

n funtzioari linealki independente deritze bat ere ezin bada besteen konbinazio lineal
bezala idatzi.

1. Oharra. Definizio horietatik
@1(x), 92 (X),..., 0, (x)

funtzioak linealki menpekoak badira C,;,C,,...,C, konstanteak, bat gutxienez ez-nulua,

existitzen direla ondorioztatzen da. Konstante horiek [a,b] tarteko x guztietarako
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CI(PI (x)+ C2(/)2(X)+...+Cn(Pn (x)=0

indentitatea betetzen dute.

Adibideak.

1. yy=e*, yy=e>, y3=3¢" funtzioak linealki menpekoak dira, C, =1,

1
C, =0, (3= -3 balioetarako,

Cre™ + Cre* +C33¢" =0

identitatea betetzen bait da.

2. y,=1, y,=x, y;=x" funtzioak linealki independenteak dira,
Cl 1+ C2X + C3X2

adierazpena ezin bait da anulatu, C,,C,,C; edozein direla ere, hirurak batera nuluak ez
diren artean.

kyx k,x

3.y =¥, o =e ¥y, =e"",..., funtzioak, k,k,,...,k,,..., hautazkoak

izanik, linealki independenteak dira. (Baieztapen hori frogatu gabe emango dugu).
Pasa gaitezen, orain (1) ekuazioaren soluziora. Ekuazio horretarako balio du
ondoko teoremak.

Teorema. y,y,,...,y, funtzioak (1) ekuazioaren soluzio linealki independenteak

badira, bere soluzio orokorra

y:Clyl +C2y2+...+Cny,, (2)

da,non Ci,...,C, hautazko konstanteak bait dira.

(1) ekuazioaren koefizienteak konstanteak badira, soluzio orokorra bigarren
ordenako ekuazioaren kasuan bezala bilatzen da.
1) Osa dezagun ekuazio karakteristikoa:

K"+ ak" ! + apk" %+, +a, = 0.

2) Bila ditzagun ekuazio karakteristikoaren erroak:

kikyrooky.
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3) Erroen izakeraren arabera, idatz ditzagun soluzio partikular linealki
independenteak, ondorengotik abiatuz:

a) k erro erreal bakun orori e soluzio partikular bat dagokio;

b) kU = o+ i eta K =g - i erro konplexu konjokatuen bikote orori bi

soluzio partikular dagokio, ¢* cosfx eta ¢® sinfBx alegia;
¢) r anizkoiztasun-ordenako k erro erreal orori r soluzio partikular linealki

independente dagokio:

xr~le/or,

s

& xR

3

d) u anizkoiztasun-ordenako &'V =q+iB, k' =q- if erro  konplexu

konjokatuen bikote orori 2u soluzio partikular dagokio:

€™ cosfx, xe™ cosfx,..., xH 1™ cos By,
e® sin Bx, xe™ sinpx,..., yH e sin fBx.

Soluzio partikularren kopurua ekuazio karakteristikoaren maila da (hau da, ekuazio
diferentzialaren ordena). Soluzio horiek linealki independenteak direla froga liteke.
4) Y15Y25++: ¥y, n soluzio linealki independente behin aurkitu eta gero osa

dezagun emandako ekuazio linealaren soluzio orokorra:

y=Cy+ Coyp+...4Cpy,,

non C|,C,,...,C, hautazko konstanteak bait dira.

4. Adibidea. Bilatu

ekuazioaren soluzio orokorra.
Aurki ditzagun

k*—1=0

ekuazioaren erroak:

klzl, kz =—1, k3:i, k4=—i.
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Integral orokorra
y=Cie' +Cre™™ + Acosx + Bsinx

da, non C,,C,, A, B hautazko konstanteak diren.

2. Oharra. Esandakotik, koefiziente konstantedun ekuazio diferentzial
homogenoaren ebaztearen zailtasuna dagokion ekuazio karakteristikoaren ebazpenean
datzala ondorioztatzen da.

§ 23.Bigarren ordenako ekuazio diferentzial ez-homogenoak

Izan bedi

yitay'+ayy = f(x) )]

bigarren ordenako ekuazio lineal ez-homogenoa.
(1) ekuazio horren soluzio orokorraren egitura ondoko teoremaren bidez
determinatzen da.

1. Teorema. (1) ekuazio ez-homogenoaren soluzio orokorra, ekuazio horren
edozein y* soluzio partikular eta dagokion

y'ta)y'+ay =0 (2)
ekuazio homogenoaren y soluzio orokorraren arteko batura bezala adierazten da.
Frogapena.
y=yty (3)
batura (1) ekuazioaren soluzio orokorra dela frogatu behar da.

Froga dezagun, lehendabizi, (3) funtzioa (1) ekuazioaren soluzio dela.
y + y* batura (1) ekuazioan, y-ren lekuan, idatziz gero

) +a (y + y$) +ay (v + y*) = f(x)

(Y"'+a)y'+ayy) + (y*"+a yx'+ar y¥) = f(x) (4)
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topatzen dugu.
¥y, (2) ekuazioaren soluzioa denez, lehenengo parentesiko adierazpena nulua da. y*,

(1) ekuazioaren soluzioa denez bigarren parentesiko adierazpena f(x) da. Hortaz, (4)
berdintza identitatea da, teoremaren lehenengo zatia frogatua delarik.

Froga dezagun, orain, (3) adierazpena (1) ekuazioaren soluzio orokorra dela; hau da,
osatzen duten hautazko konstanteak aukera daitezkeela

T T (5)
Yx=x, =0

hastapen-baldintzak bete daitezen, x,,y, eta y, edozein badira ere (xo-ren balioa, a,a,

eta f(x) funtzioen jarraitasun-eremuan hartzen den artean).
Ohar gaitezen y,

y=Cy +Cyy,

eran idatz daitekeela, non y; eta y, (2) ekuazioaren bi soluzio linealki independente
direneta C;,C, hautazko konstanteak bait dira. (3) ekuazioa

y=Cpyp + Coyy + y* (3
eran adieraz daiteke.

(5) baldintzen arabera,
*
Ciyio + Cayao + Yo = Yos

Ciyio + Cayao + Y9 = Yo

daukagul?®,
Ekuazio-sistema horretatik C; eta C, lortu behar dira. Idatz dezagun sistema

*
Ciyio + C2y20 = Yo — Yo>

Ciy10 + Cavap = Yo = Yo (6

10) Hor, ylo,Y2ovygvyio,y£0 eta yo*' yl,yz,y*,yi,yé eta y*' funtzioen balioak dira x = x
puntuan.
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eran. Kontura gaitezen sistema horren determinantea y; eta y; funtzioen x=x

puntuko Wronskiarra dela. Hipotesiz funtzio horiek linealki independenteak direnez,
Wronskiarra ezin da nulua izan. Hortaz, (6) sistemak badu soluzio determinatua, C| eta

C, alegia, hauda C; eta C, balioak existitzen dira, zeinetarako (3) formulak emandako
hastapen-baldintzak betetzen dituen (1) ekuazioaren soluzioa determinatzen bait du.
Teorema, bada, osoki frogatua geratzen da.

Ondoriozta daiteke, beraz, (2) ekuazio homogenoaren y soluzio orokorra
ezagutzen bada, (1) ekuazio ez-homogenoaren integrazioan lan nagusia, ekuazio horren y*

soluzio partikular baten bilatzean datzala.
Eman dezagun metodo orokor bat ekuazio ez-homogenoaren soluzio partikularrak
bilatzeko.

Konstanteen aldakuntzaren metodoa. Idatz dezagun (2) ekuazio
homogenoaren soluzio orokorra:

y=Cy+ Gy (N
Bila dezagun (1) ekuazio ez-homogenoaren (7) itxurako soluzio partikular bat, C|
eta Cp determinatu behar diren x-ren funtzio bezala kontsideratuz.
Deriba dezagun (7) berdintza:
Y'=Cy +Coya + Cryy + Coyy.
Aukera ditzagun C; eta Co

Cry +Cayp =0 (8)

berdintza egiazta dadin.
Baldintza gehigarri hori kontutan hartuz, y' lehenengo deribatuak

y=Cy + Gy

itxura hartzen du.
Adierazpen hori deribatuz, y" aurkitzen dugu:

Y'=Cyp +Coyy + Cryp + Gy

y,y eta y" (1) ekuazioan sartuz gero:
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Ciyp + Cayy + iy + Coyy + @1 (Cpyy + Cayy) + a3 (Cryy + Cayy) = f()

Ci(y +apy; +axy) + Co(yz +apyy + axyp) + Cryp + Cayy = f(x)

lortzen dugu.
Lehenengo bi parentesietako adierazpenak anulatzen dira y; eta y; ekuazio
homogenoaren soluzio bait dira. Hortaz azken ekuazioak

Cop + Cayy = f(x) 9)

itxura hartzen du.
Horrela, (7) funtzioa (1) ekuazio ez-homogenoaren soluzio bat da C; eta Cy
funtzioek (8) eta (9) ekuazio-sistema betetzen dutenean, hau da, baldin

Cy+Coyy =0, Cpyp + Gy = f()
bada.
Sistema horren determinantea y; eta y, funtzio linealki independenteen

Wronskiarra denez ez da nulua; beraz, sistema ebatziz, C; eta C, x-ren funtzio bezala
aurkitzen ditugu:

Cr=¢;(x) Co=,(x)

Integratuz,

G =J.(p1(x)dx+C_'1; C, =J¢2(x)dx+52

daukagu, non C_‘[ eta 52 integrazio-konstanteak bait dira.
Lortutako, C; eta Cj-ren adierazpenak (7) berdintzan ordezkatuz gero hautazko bi

konstanteren menpeko integral bat topatzen dugu, hau da, ekuazio ez-homogenoaren
soluzio orokorrall) .

11) E] = 52 =0 eginez gero, (1) ekuazioaren soluzio partikular bat lortzen dugu.
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Adibidea. Bilatu,

ekuazioaren soluzio orokorra.

Ebazpena. Bila dezagun ekuazio homogenoaren soluzioa orokorra,

1" 1
y_y =— denez, Iny'=Inx+InC; y'=Cx daukagu. Honela,
y o ox
— 2
y= CIX + C2
izango da.

Adierazpen hori emandako ekuazioaren soluzioa izan dadin
Cix? +Cy-1=0, 2Cx+C, -0=x

sistematik C; eta C, x-ren funtzio bezala atera behar ditugu. Sistema hori ebatziz gero,

Cl:

aurkitzen dugu, eta hortik, integrazioz,

3
X - X -
C,==+C, C=——+C
i 7 1 2 6 2

erdiesten dugu.
Aurkitu ditugun funtzioak

y=C1X2 +C2

formulan ordezkatuz ekuazio ez-homogenoaren soluzio orokorra lortzen dugu:

3 x3

- - X
=Cx?+Cy+—-"—
y 1 2 2 6
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edo

3
y=C1x2+C2 +%,

non C, eta C, hautazko konstanteak diren.

Soluzio partikularrak bilatzeko ondoko teorema erabil daiteke.

2. Teorema. Izan bedi
Y'+ray'+ayy = fi(x)+ fr(x) (10)

ekuazio ez-homogeno bat, non bere bigarren atala f;(x) eta f,(x) bi funtzioren arteko
batura bait da. y,

y'tay'+ay = fi(x) (11)
ekuazioaren soluzio partikular bat bada eta y»,

y'tayy' +ayy = fr(x) (12)
ekuazioaren soluzio partikular bat bada y; +y, (10) ekuazioaren soluzio partikular bat
dal?)

Frogapena. y; +y, adierazpena (10) ekuazioan sartuz gero:

O +y2)"+a(yp +y2) +ar (v + y2) = fi(x) + f,(x)

O +ap +ay) + (O +as +agyy) = [0+ fH(x) (13)

lortzen dugu.
(11) eta (12) berdintzetatik (13) identitatea dela ondorioztatzen da. Teorema
frogaturik dago.

12) Jakina, teorema egokituak balio izango du bigarren ataleko edozein batugai-
-kopurutarako.
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§ 24. Koefiziente konstantedun bigarren ordenako ekuazio
diferentzial lineal ez-homogenoak

Izan bedi
y'+py' +qy = f(x) )

ekuazio diferentziala, non p eta g zenbaki errealak diren.

Aurreko atalean metodo orokor bat eman dugu ekuazio ez-homogenoen soluzioak
bilatzeko. Ekuazioak koefiziente konstanteak baditu, batzutan, integraziora jo gabe,
soluzio partikular bat aurkitzea errazagoa da. Azter ditzagun (1) ekuazioa ebazteko
erabiltzen diren metodo batzuk.

[. Demagun (1) ekuazioaren bigarren atala funtzio esponentzial bat eta polinomio

baten arteko biderkadura dela;
f(x)=P,(x)e™, (2)
non  P,(x) n mailako polinomioa den. Orduan, ondoko kasu partikularrak eman

daitezke:
a) o zenbakia ez da

k*+pk+q=0
ekuazio karakteristikoaren erroa.
Kasu horretan,
yi=(Agx" + Ax" T+ A,)e™ = 0, ()™ 3)

itxurako soluzio partikular bat bilatu behar da.

Izan ere, (1) ekuazioan y* sartuz, eta e%* -z zatituz,
0, (xX) +Q2a + p)Q,(x) + (& + pa+ )0, (x) = P, (x) (4)

daukagu.
0, (x) n mailako polinomioa da, Q;,(x) (n-1) mailako polinomioa,

Q;,;(X) (n—2) mailakoa. Hortaz, berdintzaren eskuin eta ezkerraldeetan » mailako

polinomioak daude. x-ren potentzia berdinen koefizienteak berdinduz (koefiziente
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ezezagunen kopurua n+1 da) n+1 ekuaziotako sistema bat lortzen dugu. Ay, 4,....,A

n

koefizienteak determinatzeko

b) o zenbakia ekuazio karakteristikoaren erro bakuna da.

(3) itxurako soluzio partikular bat bilatuko bagenu (4) berdintzako lehenengo
atalean (n—1) mailako polinomio bat lortuko genuke, Q, (x)-ren koefizientea, hau da,
a’+ po+ ¢ nulu bait da ecta Q;,(x) eta Q,;(x) polinomioak #n baino maila
txikiagokoak bait dira. Hortaz, (4) berdintza ezin da identitate izan A, A4,...,A,-Ten

edozein baliotarako. Horrexegatik, kasu horretan, soluzio partikularra gai askerik gabeko

(n+ 1) mailako polinomio bezala bilatuko dugu, gai askea deribazioan ezabatzen bait
dal¥ :

yE= xQn(x)eax.

¢) a ekuazio karakteristikoaren erro bikoitza da.

Orduan, Q,(x)e®* funtzioa ekuazio diferentzialean ordezkatzean, polinomioaren
maila bi maila gutxitzen da. Izan ere, o ekuazio karakteristikoaren erroa bada
a® + po+q =0 daukagu; gainera, « erro bikoitza denez gero 2a=-p daukagu
(Oinarrizko algebraren teorema baten arabera, bi mailako ekuazio laburtu baten erroen
batura lehen mailako gaiaren koefizientea, zeinuz aldatua, da). Horrexegatik, 2a + p =0.

Hortaz, (4) berdintzako lehenengo atalean Q;;(x) geratzen da, hau da, (n—2)
mailako polinomio bat. Ordezkapenaren emaitza bezala n mailako polinomio bat

ox

lortzeko, soluzio partikular bat, ¢“" eta (n + 2) mailako polinomio baten arteko

biderkadura bezala bilatu behar da. Orduan, polinomio horren gai askea eta lehen mailako
gaia ezabatzen dira deribazioan eta ahantz daitezke soluzio partikularrean.
Horrela, ekuazio karakteristikoaren erro bikoitza denean,

yx= )C2Q,7 (x)e™

itxurako soluzio partikular bat bila daiteke.

1. Adibidea. Bilatu

Y'+4y' +3y=x

13) Ohar gaitezen goian azaldutako emaitza guztiek ere balio dutela «a zenbaki konplexua

denean, hori, ¢” funtzioaren deribazio-erregeletatik ondorioztatzen da, m hautazko

zenbaki konplexua izanik; ikus VII. gaiko § 4.
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ekuazioaren soluzio orokorra.

Ebazpena. Dagokion ekuazio homogenoaren soluzio orokorra

X

e 0x

da. Ekuazio ez-homogenoaren bigarren atalak xe”” itxura duenez (hau da, P(x)

itxura) eta O k% + 4k +3=0 ekuazio karakteristikoaren erro ez denez, bila dezagun

yE=0 (x)eox itxurako soluzio partikular bat, hau da,
yE=Agx + A
dagigun. Emandako ekuazioan adierazpen hori sartuz
445 +3(Apx + A =x

daukagu. x-ren potentzia berdinen koefizienteak berdinduz gero
340 =1, 4A5+34,=0

erdiesten dugu, eta hortik,

Hortaz,

Soluzio orokorra, y =7y + y*,

1 4

=Cle ™ +Cpe Fox——

y=4 2 3 9
izango da.

2. Adibidea. Bilatu
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V' 49y = (2 + 1)e*

ekuazioaren soluzio orokorra.

Ebazpena. Ekuazio homogenoaren soluzio orokorra erraz aurkitzen da:
y =Ccos3x + C, sin3x.
Emandako ekuazioaren bigarren atalak, ()c2 + 1)e3x,
3
Py (x)e™*
itxura dauka.
Potentziaren berretzaileko 3 koefizientea ekuazio karakteristikoaren erro ez denez,
bila dezagun

yi=Qr(0)e’*  edo  yx=(Ax® + Bx+C)e?

itxurako soluzio partikular bat.
Adierazpen hori ekuazio diferentzialean sartuz,

[9(Ax2 +Bx+C)+ 6(2Ax + B)+2A + 9(Ax® + Bx + C)]e?”f =(x2 + 1)e3*

daukagu.

Bi atalak e’ *-z zatituz eta x-ren potentzia berdinen koefizienteak berdinduz

18A=1, 12A+18B=0, 2A+6B+18C=1

lorten dugu, eta hortik, A= E; B=-—; ==

Hortaz, soluzio partikularra,

1 1
y>!<:(—)c2 ——x+i)63x
18 27 81

da eta soluzio orokorra:
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1 1 5 ’
y=Cjcos3x+C,sin3x + (—xz -—x +—je3“.
18 27 81

3. Adibidea. Bilatu
V' =Ty +6y = (x = 2)e*

ekuazioaren soluzio orokorra.

X

Ebazpena. Ekuazioaren bigarren atalak Pl(x)el‘ itxura dauka, non

berretzailearen koefizientea polinomio karakteristikoaren erro bakuna den. Hortaz, bila
dezagun

yE=x0, (x)e*
edo
y¥=x(Ax + B)e*
itxurako soluzio partikularra; adierazpen hori ekuazioan ordezkatuz:

[(Ax2 + Bx)+ (4Ax + 2B) + 2A — T(Ax> + Bx) - T(2Ax + B) +

+6(Ax? + Bx)]e"" = (x=2)e",

(=10Ax = 5B+ 2A)e* =(x = 2)e*
dugu. x-ren potentzia berdinen koefizienteak berdinduz
-10A=1, —-5B+2A=-2

lortzen dugu, eta hortik,
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Hortaz, soluzio partikularra,

( 1 9jx
yE=x| ——x+— e
10 25

da eta soluzio orokorra

. 1 9 :
=% + Cyet +x(——x+—je*.
=1 2 10" 25

II. Demagun bigarren atalak
F(x) = P(x)e™ cos Bx + Q(x)e™ sin Bx (5)

itxura daukala, non P(x) eta Q(x) polinomioak diren.

Kasu hau lehenago erabilitako prozeduraren bitartez analisa daiteke, funtzio
trigonometrikoetatik esponentzialetara pasatuz gero.

cos Bx eta sin Bx bere adierazpen esponentzialetaz, Euler-en formulen arabera (ikus
VII. gaiko § 5.), ordezkatuz:

iBx —ifx iBx _ —ifx
f(x)=P(x)e™ e re +2€ +Q(x)e™ ¢ —¢ 2‘8 ,
1

|1 1 (a+if)x [l 1 ] (a—iB)x
f(x) [217(3()"' 2l,Q(X)}e + ZP(-’C) 2l,Q(X) e (6)

erdiesten dugu.

Kortxete artean, P(x) eta Q(x)-ren mailarik handieneko polinomioak ditugu.
Beraz, bigarren atala I. kasuari dagokion atal bihurtu dugu.

Froga liteke (hemen frogapenik gabe onartu arren) zenbaki konplexurik gabeko
soluzio partikularrak aurki daitezkeela.

Hortaz, ekuazioaren bigarren atalak;

f(x) = P(x)e™ cos Bx + Q(x)e™ sin fx (N

itxura badauka, non P(x) eta Q(x) x-ren polinomiak bait dira, soluzio partikularra
ondoko eran mugatzen da :
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a) a + if} zenbakia ekuazio karakteristikoaren erroa ez bada, (1) ekuazioaren
yr=U(x)e® cos Bx + V(x)e™ sin Bx (8)

itxurako soluzio partikular bat bilatu behar da, non U(x) eta V(x), P(x) eta Q(x)
polinomioen mailarik handieneko polinomioak bait dira;

b) o +if3 zenbakia ekuazio karakteristikoaren erroa bada,

yk= x[U(x)eax cos Bx + V(x)e™ sin ﬁx] 9)

itxurako soluzio partikularra bilatu behar da.
Noiz behinkako erroreak ekiditzeko, ohar gaitezen (8) eta (9) soluzio partikularren
formulek balio dutela (1) ekuazioaren bigarren atalean P(x) edo Q(x) polinomioetako

nulua denean, hau da, bigarren atala,
P(x)e®™ cosfBx edo Q(x)e™ sinfx

itxurakoa denean.
Kontsidera dezagun, orain, kasu partikular inportante bat. Demagun bigarren
ordenako ekuazio lineal baten bigarren atala

f(x)=M cos Bx + N sin Bx (7)

dela, non M eta N konstanteak diren.

a) Pi ekuazio karakteristikoaren erroa ez bada,
y*= Acos fx + Bsin x &)

itxurako soluzio partikularra bilatuko dugu.

b) Bi ekuazioa karakteristikoaren erroa bada,
y#= x(Acos fx + Bsin fBx) 9

itxurako soluzio partikularra bilatuko dugu.
Kontura gaitezen (7') funtzioa (7) funtzioaren kasu partikularra dela

(P(x)=M, Q(x)=N, oc=0); (8) eta (9" funtzioen (8) eta (9) funtzioak kasu
partikularrak dira.
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4. Adibidea. Bilatu
y'+2y'+5y=2cosx

ekuazio lineal ez-homogenoaren integral orokorra.

Ebazpena.
k2 +2k+5=0
ekuazio karakteristikoak
ki =-1+2i; ky=-1-2i
erroak dauzka. Horrexegatik, dagokion ekuazio homogenoaren integral orokorra

y=e "“(Cycos2x + Cysin2x)

Bila dezagun ekuazio ez-homogenoaren

yk= Acosx + Bsinx

itxurako soluzio partikular bat, non A eta B kalkulatu behar diren koefiziente
konstanteak bait dira. y* emandako ekuazioan sartuz gero:

~Acosx — Bsinx +2(-Asinx + Bcosx)+ 5(Acosx + Bsinx) =2cosx

daukagu.
cosx eta sinx-ren koefizienteak berdinduz, bi ekuazio lortzen dugu, A eta B
mugatzeko:
-A+2B+5A=2; —-B-2A+5B=0,

nondik

2

A=—;, B= 1
5 5

diren.
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Emandako ekuazioaren soluzio orokorra
y=Yy+ yx
da, hau da,

— . 2 1.
y=e Y(C;cos2x + C,sin2x) + —cosx + —sin x.
1 2 5 5

5. Adibidea Aurkitu

y'+4y=cos2x

ekuazioaren soluzioa.

Ebazpena. Ekuazio karakteristikoaren erroak k; =2i, k, =-2i dira, hortaz,

ekuazio homogenoaren soluzio orokorrak
y=Cjcos 2x + Cysin 2x

itxura dauka.
Bila dezagun ekuazio ez-homogenoaren

y*=x(Acos 2x + Bsin 2x)
itxurako soluzio partikular bat. Orduan,
y#'=2x(—Asin 2x + Bcos 2x) + (Acos 2x + Bsin 2x),

y¥"=4x (—Acos 2x — Bsin 2x)+ 4(—Asin 2x + Bcos 2x).

Emandako ekuazioan, deribatuen adierazpen horiek sartuz eta cos2x eta
sin 2x -ren koefizienteak berdinduz gero A eta B mugatzeko ekuazio-sistema bat
erdiesten dugu:

4B=1; —4A=0,

1 . .
nondik A=0; B= 1 dauzkagun. Emandako ekuazioaren integral orokorra, beraz,
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. 1.
y=Cycos2x + C,sin2x + —xsin2x

6. Adibidea. Aurkitu
y'—y =3e>* cos x

ekuazioaren soluzioa.

Ebazpena. Ekuazioaren bigarren atalak
F(x)=e>* (M cosx + Nsinx)

itxura dauka, M =3 eta N=0 izanik. k¥2—1=0 ekuazio karakteristikoaren erroak k=1,
kp=-1 dira. Ekuazio homogenoaren soluzio orokorra

X

y = Clex + Cze_'

o +if=2+i-1 zenbakia ekuazio karakteristikoaren erroa ez denez, bila dezagun
_ 2x :
yx=e“"(Acos x + Bsinx)

itxurako soluzio partikular bat.
Adierazpen hori ekuazioan sartuz eta antzeko gaiak laburtuz gero

(2A +4B)e*  cosx + (—4A + 2B)e** sin x = 3¢* cos x

lortzen dugu.

cosx eta sinx-ren koefizienteak berdinduz

2A+4B=3, —4A+2B=0

daukagu, nondik A = %, B= % erdiesten ditugun. Hortaz, soluzio partikularra

%= 2x[_3_ E . )
yr=e CoSx +—SInx
10 5
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da eta orokorra

y=Ciet +Cre™ + e?‘""(i cos x + Esin x).
10 5

§ 25. n. ordenako ekuazio diferentzial lineal ez-homogenoak

[zan bedi

W+ ay Vg ta,y = F(20) )

ekuazioa, non q;,d,, ..., a,, f(x) x-ren funtzio jarraiak (edo konstanteak) bait dira.
Demagun

y= Ciy +Coya+...+Cpy,, (2)

y(”) +aly(n~1) +azy(n—Z)

+...ta,y =0 (3)
ekuazio homogenoaren soluzio orokorra ezagutzen dela.

Bigarren ordenako ekuazioaren kasuan bezala (1) ekuaziorako ere balio du
ondorengo teoremak.

Teorema. Baldin y (3) ekuazio homogenoaren soluzio orokorra bada eta y* (1)

ekuazio ez-homogenoaren soluzio partikular bat bada
Y=y+y*

ekuazio ez-homogenoaren soluzio orokorra da.

Honela, bigarren ordenako ekuazioaren kasuan legez, (1) ekuazioaren integrazioa
ekuazio ez-homogenoaren soluzio partikular baten bilaketara mugatzen da.

Bigarren ordenako ekuaziorako bezala, (1) ekuazioaren soluzio partikular bat,
konstanteen aldakuntzaren metodoz aurki daiteke, (2) adierazpenean C;, C;, ..., ()

x-ren funtzioak direla suposatuz.
Era dezagun ekuazio-sistema (§ 23koarekin konparatu):
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Clyl + CzY2+ +Cnyn =0,
Cyp + Cayg et Cryy =0,

....................................................... (4)
Ci" B + Gy D44 Cy D =0,
' _ ' -1 ' —
Cy" ™ + GV 4 4y < fix).
Sistema horrek, Ci, Clz, s C,; ezezagunekin, soluzio bakarra dauka(Ci, C‘z, e C;,
ezezagunen koefizienteen determinantea, ekuazio homogenoaren y,, y,, ..., y, soluzio

partikularren wronskiarra da eta, hipotesiz, soluzio horiek linealki independenteak direnez
wronskiarra ez da zero).

Horrela, (4) sistema ebatz daiteke C | Cé, C;, funtzioekiko. Funtzio horiek

aurkitu eta integratutakoan
e =jCidx+a; c, =_[c'2dx+52; i G, :J.C,',,afx+5n

lortzen dugu, C_’l, 52, ..., C, integrazio-konstanteak izanik.

Froga dezagun, kasu honetan,
yE=Cyp +Goyy + o + Gy (5)

adierazpena (1) ekuazio ez-homogenoaren soluzio orokorra dela.

Deriba dezagun n alditan (5) adierazpena, aldi bakoitzean (4) berdintzak kontutan
hartuz; orduan,

yE=Cpyp + Coyg + Cayz oo +Cpyy,
y*'= Clyl + Czy:)_ + C3y3 + ... + Cnyn

y b - Clyl("_l) + Czyén_l) + ... +C y(”_l)
Y =0 + 0o+ G+ f()
izango dugu.
Lehenengo ekuazioaren gaiak a, koefizienteaz biderkatuz, bigarrenekoak a,,_;

koefizienteaz, ..., eta azkenik, azkenaurrenekoak a; koefizienteaz, eta batuz gero

ye a0tk gy )
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ateratzen dugu; vy, y,, ..., ¥, ekuazio homogenoaren soluzio partikularrak bait dira

eta, beraz, zutabe bereko gaiak batzean lortutako baturak nuluak dira.

Hortaz,
y*=C1y1 + ot Cn))n
funtzioa, [non Cy, ..., C, (4) ekuazioen bidez mugatutako x-ren funtzioak bait dira] (1)
ekuazio ez-homogenoaren soluzioa da, eta C_’l, 52, e C_‘,, n hautazko konstanteren

menpean dagoenez, hori soluzio orokorra ere bada.

Teorema frogaturik dago, beraz.

Batzutan, koefiziente konstantedun ordena handiagoko ekuazio ez-homogeno baten
soluzio partikularrak errazago bila daitezke (§ 24). Ondorengo prozedurak erabiltzen dira.

I. Demagun ekuazio diferentzialaren bigarren atala

f()= P(x)e™

funtzioa dela, P(x) x-ren polinomioa izanik. Bi kasu bereiztu behar dira:
a) o ekuazio karakteristikoaren erroa ez bada,

¥ =0(x)e™

itxurako soluzio partikularra bilatuko dugu, non Q(x) polinomioak P(x)-ren maila
daukan, baina koefiziente indeterminatuekin;

b) a ekuazio karakteristikoaren p anizkoiztasun ordenako erroa bada, ekuazio ez-
-homogenoaren

v =t O(x)e™

itxurako soluzio partikular bat bilatuko dugu, Q(x) P(x)-ren maila berdineko polinomioa
delarik.
II. Jo dezagun ekuazioaren bigarren atala

F(x)=M cos fx + Nsinfx

itxurakoa dela, M eta N konstanteak direlarik. Orduan, soluzio partikularraren itxura
ondoko erara mugatuko da:

a) fi ekuazio karakteristikoaren erroa ez bada, soluzio partikularra
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y*= Acos fix + Bsin x

itxurakoa da, non A eta B koefiziente konstante indeterminatuak diren;
b) Bi ekuazio karakteristikoaren u anizkoiztasun-ordenako erroa bada

y#=x" (Acos Bx + Bsin fx)

izango da.
III. Izan bedi

F(x)=P(x)e™ cos Bx + Q(x)e™ sin Bx,

non P(x) eta Q(x) x-ren polinomioak diren. Orduan,

a) o + PBi, polinomio karakteristikoaren erroa ez bada
vy =U(x)e™ cos fx + V(x)e™ sin Bx

itxurako soluzio partikular bat bilatuko dugu; non U(x) eta V(x) polinomioen maila,
P(x) eta Q(x) polinomioen mailarik handiena bait da;

b) o + Bi ekuazio karakteristikoaren p anizkoiztasun-ordenako erroa bada

yie= xH [U(x)em cos Bx + V(x)e™ sin ﬂ.\']

itxurako soluzio partikularra bilatuko dugu, non U(x) eta V(x) a) kasukoak bezalakoak
bait dira.

II eta III kasuekiko ohar orokorra. Ekuazioaren bigarren atalean cos fx
edo sin Bx soilik daukan adierazpen bat badago ere, soluzioa aipatzen den bezala bilatu
behar da, hau da, sinu eta kosinu banarekin. Beste hitzetan esanda bigarren atalak cos fx
edo sin fx ez edukitzetik, ezin da inolaz ere ekuazioaren soluzio partikularrak funtzio
horiek ez dituenik ondorioztatu. Honetaz jabe gaitezke aurreko pasartearen 4., 5. eta 6.
adibideak eta atal honen 2. adibidea aztertuz.

1. Adibidea. Bilatu
YV _y:‘x3 41

ekuazioaren soluzio orokorra.
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Ebazpena. k*—1=0 ekuazio karakteristikoaren erroak
ky=1, ky=-=1, ky=i, kg=-i
dira. Aurki dezagun ekuazio homogenoaren soluzio orokorra (ikus § 22, 4. adibidea):
y=Ce* +Cre” " +C3cosx +Cy sinx.
Bila dezagun

yr= A0X3 + Alxz + Az.X + A3

itxurako ekuazio ez-homogenoaren soluzio partikular bat.
y# lau alditan deribatuz eta lortutako adierazpenak emandako ekuazioan ordezkatuz

—Agx® — AxE = Agx — Ay =23 +1

daukagu.
Berdin ditzagun x-ren potentzia bereko koefizienteak:

-Ag=1 —A =0, —A=0; —A3=1,
hortaz,
yk= x> -1
Aurki dezagun ekuazio ez-homogenoaren integral orokorra
y=y+y*
formulari jarraituz, hau da,
y=Cpe* +Cye ™ +Cyc0s x+Cysin x— x> -1,
2. Adibidea. Aurkitu
y ' —y=5cosx

ekuazioaren soluzioa.



EKUAZIO DIFERENTZIALAK 129

Ebazpena.
k=1, ky=-1, ky=i, kg=-i

dira k*~1=0 ekuazio karakteristikoaren erroak. Beraz, dagokion ekuazio homogenoaren
soluzio orokorra

y=Cie* +Coe™* + C3cosx +Cysinx

Emandako ekuazio ez-homogenoaren bigarren atalaren itxura

f(x)=Mcosx + Nsinx

da, M=5, N=0 direlarik.
i ekuazio karakteristikoaren erro bakuna denez bila dezagun

y¥= x(Acosx + Bsin x)

itxurako soluzio partikular bat.
Adierazpen hori ekuazioan sartuz gero

4Asinx —4Bcosx =5¢cosx

topatzen dugu, nondik

4A=0, —4B=5

lortzen ditugun.
Emandako ekuazio diferentzialaren soluzio partikularra, beraz,

5 .
yk=——XxS8INnX

da eta integral orokorra

¢ —x . 5 .
y=Ce" +Cre™" + C3c08x +Cy sinx - 2 xsin .
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§ 26. Oszilazio mekanikoen ekuazio diferentziala

Atal honen eta hurrengoen helburua mekanika aplikatuaren problema bat aztertzea
da, ekuazio diferentzial linealen laguntzaz.

_ Orekagune.

il

gf\l\l\l\l\l\/\

thVVVVV\&\
N =

268. IRUDIA

Demagun O masako karga bat malguki elastiko baten gainean dagoela (268.
irudia). Izenda dezagun y kargaren desbidazioa orekagunetik. Kontsidera ditzagun
beheranzko desbidazioa positibotzat eta goranzkoa negatibotzat. Orekagunean, pisuaren
indarra malgukiaren elastikotasunaz konpentsatzen da. Demagun karga orekagunera
bueltatzera bultzatzen duen indarra, elastiko deiturikoa, desbidazioarekiko proportzionala
dela, hau da, indar elastikoa —ky dela, non k& emandako malgukirako magnitude
konstantea (malgukiaren zurruntasun izenekoa) bait dal¥) .

Jo dezagun malgukiaren punturik baxuenarekiko kargaren higidura-abiaduraren
proportzionala den erresistentzi indar batek Q kargaren higiduraren kontra eragiten duela,

hauda: —Av=-1 % indarra, non A4 = ktea.> 0 (indargetzailea). Era dezagun kargaren
t

higiduraren ekuazio diferentziala. Newton-en bigarren legearen arabera

d’y
dr®

dy
=—ky—-A1—=
Y dt

(D

daukagu, (hemen & eta A zenbaki positiboak dira). Koefiziente konstantedun bigarren
ordenako ekuazio diferentzial lineal homogeno bat erdietsi dugu.
Idatz dezagun
d? y

d '
?+pd—f+qy=0 (1)

14) Malgukiak, zeinen indar elastikoa deformazioarekiko proportzionala bait da, "ezaugarri
lineal"-eko malguki deitzen dira.
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cran,
— l . — k
P—E,Q-—
izanik.
_Orekagunea  _ __

tv

269. IRUDIA

Suposa dezagun, orain, malgukiaren behe-puntuak z = ¢(¢) legearen araberako

higidura bertikalak egiten dituela. Fenomeno hori gerta liteke, esate baterako,
malgukiaren behe-muturra, malguki eta kargarekin batera erliebe desberdinetako bide
batean zehar higitzen den gurpiltxo bati loturik dagoenean (269. irudia).

Kasu horretan, indar elastikoa ez da —ky, — k[y + @(r)] baizik; erresistentzi

indarra —/1[ y‘+qo'(t)] izango da, eta (1) ekuazioaren ordez

d? a _ -
Q {tzy +l%+k)’——k(l’(f) Ap'(1) @)
edo
dzy dy _ '
—t2+p—t+(I.V*f(t) @)

ekuazioa lortzen dugu, non

ko(t) + @' (1)

(n=-
@ -

bait da.
Bigarren ordenako ekuazio diferentzial ez-homogeno bat lortu dugu.
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(1") ekuazioak oszilazio askeen ekuazio izena du; (2') ekuazioak, aldiz, oszilazio
bortxatuen ekuazio.

§ 27. Oszilazio askeak

Azter dezagun, lehendabizi, oszilazio askeen ekuazioa:

y'+py'+qy=0.

Idatz dezagun dagokion ekuazio karakteristikoa:

K2+ pk+q=0,
eta kalkula ditzagun bere erroak:
2 2
P 14 14 p
k=-L+ g ky=-f- P —g.
T R N

2
1) Izan bedi pT > q. Kasu horretan k| eta ko erroak zenbaki erreal negatiboak

dira. Soluzio orokorra funtzio esponentzialen bidez adierazten da;
y=CieMt 4+ Crelt (K <0, ky <O). (1)

Formula horretatik, hastapen-baldintzak edozein izanda, ¢ infiniturantz doanean y
desbidazioak zerorantz asintotikoki jotzen duela ateratzen da. Emandako kasuan ez da
oszilaziorik egongo, balaztatze-indarrak malgukiaren & zurruntasun-koefizientearekin
konparatuz handiak bait dira.

2 -
2) Izan bedi %:q; orduan, k| eta ko, berdinak dira eta ——ZB zenbaki

negatiboa balio dute. Hortaz, soluzio orokorra

!
p P, _pt

t -2
y=C1€ 2 +C2[€ 2 =(C1+C2t)€ 2 (2)

da.
Hemen ere desbidazioak zerorantz jotzen du -k eo-rantz jotzen duenean; hala ere,
aurreko kasuan baino abiadura txikiagoz (C; + C,t faktoreari esker).
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3) Izan bedi p=0, hau da, demagun ez dagoela balaztatze-indarrik. Ekuazio

karakteristikoak
k2 + qg=0

itxura dauka eta bere erroak k; = Bi; k, =—pi dira, f= \/E izanik.

Soluzio orokorra
y=Ccosft +C,sinfit (3)

da.
Ordezka ditzagun formulako C; eta C, hautazko konstanteak, Cq eta C,
konstanteekin

Ci=Asingy, C,=Acos@

erlazioen bidez loturik dauden beste A eta ¢y konstanteez.
A eta ¢y konstanteak, C; eta Cp-ren funtzioan,

A =wlC12 + C12, @( = arctan -gl-

2

berdintzek mugatzen dituzte.
C, eta Cj-ren balioak (3) formulan sartuz gero

y = Asin @q cos Bt + Acos @q sin i

v = Asin(ft + @p) 3H
lortzen dugu.

g y=Asin(Bt+@,)
IG5
‘0 0

-730. le T

~Y

r

270. IRUDIA
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Oszilazio horiei harmoniko deritzegu. Kurba integralak sinusoideak dira. T
denbora-tartea, zeinean ft+ ¢@q arkuak 27-ko aldakuntza duen, oszilazioen periodo

. 2r . o
deitzen da; gure kasuan T =—— dugu. 2 unitateko denboran gertatutako oszilazioen

kopuruari oszilazioen maiztasun deitzen zaio. Emandako kasuan maiztasuna f da. A
konstantea, orekagunetik desbidaziorik handiena alegia, higidura oszilakorraren anplitude
deitzen da eta ¢y hasierako fasea da. (3') funtzioaren grafioa 270. irudian agertzen da.

y=Aesin(pt+g,)

271. IRUDIA

2

4) Izan bitez p#0 eta pT <q.
Kasu honetan ekuazio karakteristikoaren erroak

kj=a+iB, ky=oa-if

zenbaki konplexuak dira, non

2
a=—§<0, B= q—pT
bait dira.
Integral orokorrak
y=e™(C, cos Bt + C, sin Bt) (4)
edo
y = Ae™ sin(Bt + @) (4"

itxura dauka.
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Anplitudetzat Ae™, denboraren menpeko magnitudea, hartu behar dugu. <0

denez gero anplitudeak zerorantz jotzen du ¢ — oo denean, hau da, kasu honetan oszilazio

indargetuak ditugu. Oszilazio horien grafikoa 271. irudian ikusten da.

§ 28. Oszilazio bortxatuak

Oszilazio bortxatuen ekuazioa
Y'4py'+qy = f(0)

idazten da.
Analisa dezagun kanpo-indar perturbatzailea

f(t)=asinwt

funtzio periodikoaz adierazia deneko kasu praktiko garrantzitsua; orduan, ekuazioak

Y'+py' +qy =asin ot N

itxura hartzen du.

2

1) Demagun, lehendabizi, p#0 eta %— < ¢, hau da, ekuazio karakteristikoaren

erroak o i dira. Kasu honetan, (ikus § 27, (4) eta (4") formulak), ekuazio

homogenoaren soluzio orokorrak
y=Ae® sin(Bt + @) (2)

itxura dauka.

Bila dezagun ekuazio ez-homogenoaren

y*¥= M cos wt + N sin of 3)

itxurako soluzio partikularra.
y* adierazpen hori jatorrizko ekuazio diferentzialean ordezkatuz, M eta N-ren

balioak lortzen ditugu,

-pwa N (¢ - 0?)a

M= =

(¢- 0" +p*o C(q- 0’ +pre?
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Lortutako M eta N-ren balioak (3) berdintzan ordezkatu baino lehen, sar ditzagun
A* eta ¢@* konstante berriak

M = A#sin @*, N = A*cos Q%

eginez, hau da,

Ax=yM* + N? = 2 , tan (p*:%.

2
Wq_w” + o
Orduan, ekuazio ez-homogenoaren soluzio partikularra
y¥= A*sin @ cos @t + A*cos *sin of = A*sin (@t + @*)

eran idatz daiteke, edo azken finean

a

k=
\/(q_ w2)? +p2w2

y sin(t + @*).

(1) ekuazioaren integral orokorra
y=Yy+yx
da, hots,

a

\/(q—w2)2 +p20)2

y=Ae™ sin(Bt + @) + sin(@r + @*).

Bigarren ataleko baturaren lehenengo gaiak (ekuazio homogenoaren soluzioa)
oszilazio indargetuak adierazten ditu. Gai hori txikiagotzen da ¢ handitzean eta, hortaz
denbora-tarte baten buruan, bigarren gaiak jokatuko du paper nagusia, oszilazio bortxatuak
determinatzen dituena. Oszilazio horien ® maiztasuna f(f) kanpo-indarraren
maiztasunaren berdina da; p zenbat eta txikiagoa izan eta @? g-ra zenbat eta gehiago
hurbildu hainbat eta handiagoa izango da oszilazio bortxatuen anplitudea.

Analisa dezagun, zehazkiago, nola dagoen oszilazio bortxatuen anplitudea w
maiztasunaren menpe, p-ren balio desberdinetarako. Izenda dezagun D(w) oszilazio
bortxatuen anplitudea:
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a

\/(q_wz)zwzwz

D(w)=

Dagigun ¢ =f? (p=0 baliorako B; bere oszilazioen maiztasuna izango

litzateke). Orduan,

Diw)= 2 ZaZ 2.2 - - 2
\[(ﬂ]_w) +po 5 w? P’ o’
Biil-"a | * 33
1 ﬂl ﬂl
daukagu.
Sar ditzagun
-’ p
—_—= A’ _— J/
By By

idazkerak, non A sistemaren oszilazio askeen maiztasuna eta indar perturbatzailearen
maiztasunaren arteko arrazoia den; ¥ konstantea ez dagoen indar perturbatzailearen
menpe.

Anplitudearen magnitudea

a

D)=
B 227 + 2

(4)

formularen bidez adierazten da.
Kalkula dezagun funtzio horren maximoa. Hori izendatzailearen karratua minimo
egiten duen A -ren balioari dagokiona izango da.

A= 2A2)% + 222 (5)

funtzioaren minimoa

denean lortzen da eta

balioa da.
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Hortaz, aplitudearen magnitude maximoa

=~ a

Dy =——F7—
2, -7
Bi 14 4
izango da.

D(A) funtzioaren ¥-ren balio desberdinetarako grafikoak 272. irudian ikusten
dira (ideiak zehazteko, grafikoak eraikitzean a=1, ;=1 dagigun). Kurba hauei

erresonantzi kurba deitzen zaie.

o

oAt B
40 \
\
\

=0

;-

3,

30

TN

v N

of az o5 gqm 10 1% 5 4% 20 257,

272. IRUDIA

(5) formulatik, y txikietarako, anplitudearen balio maximoa A-ren balioak letik
gertu direnean lortzen dela ondorioztatzen da, hau da, kanpo-indarraren maiztasuna
oszilazio askeenetik gertu denean. ¥=0 bada, (beraz, p=0), hau da, ez badago
higiduraren kontrako erresistentziarik, oszilazio bortxatuen anplitudea mugagabeki hazten

da A —1 denean,hauda, w - B, = \/5 dugunean:
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lim D(A)=oo
fm D)

(r=0)

daukagu.

@? =g denean erresonantzia fenomenoa dugu.

2) Demagun, orain, p=0 dela, hau da, azter dezagun erresistentziarik gabeko
oszilazio elastikoen ekuazioa, kanpo-indar periodiko baten presentziaz:

y'+gy = asin @t. (6)

Ekuazio homogenoaren soluzio orokorra
y = Cy cos Bt + C5 sin St (ﬁ2 =q)

da.
B# ® bada, hau da, kanpo indarraren maiztasuna berezko oszilazioen
maiztasunaren berdina ez bada, ekuazio ez-homogenoaren soluzio partikularra

yx= M coswt + N sin wt

eran idazten da.
Adierazpen hori hasierako ekuazioan sartuz gero

aurkitzen ditugu.
Soluzio orokorra

y=Asin(fit + @g) + a 5-sin @t

da.

Higidura, beraz,  maiztasuneko berezko oszilazio eta @ maiztasuneko oszilazio
bortxatuen gainezarmenaren emaitza bezala erdiesten da.

B= o bada, hau da, berezko oszilazioen maiztasuna bat badator kanpo-indarraren
maiztasunarekin, (3) funtzioa ez da (6) ekuazioaren soluzioa. Kasu horretan, § 24.eko
emaitzen arabera, bila dezagun
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y*=t(Mcos wt + N sin or) (7

itxurako soluzio partikular bat.

1 ,ﬁ
7
a2 tcos ft //
U 7 ,
a = ktea
B= ktea /
/
/
/
/
/\ _
o f
AN
\
AN
\
N
\
N
N\
\
AN
273. IRUDIA

Adierazpen hori ekuazioan sartuz gero M eta N-ren balioak,

M=——; N=0,
2w

aurkitzen ditugu.
Hortaz,

* a fcos wt
yr=——r :
2

Soluzio orokorrak
. a
y = Asin(fBt + ¢g) — —tcos Bt
20

itxura du.
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Bigarren ataleko bigarren gaiak erakusten du, kasu honetan, oszilazioen anplitudea

mugagabeki hazten dela ¢ denbora era berean hazten denean (f — o). Fenomeno hori,

berezko oszilazioen maiztasuna eta kanpo-indarraren maiztasuna bat datozenean gertatzen
dena, erresonantzia deitzen da.
y#* funtzioaren grafikoa 273. irudian agertzen da.

§ 29. Ekuazio diferentzial arruntezko sistemak

Problema ugariren ebazpenean, x argumentua, y|, Y, ..., ¥, funtzio
ezezagunak eta beren deribatuak dituzten ekuazio diferentzialezko sistema betetzen duten
=), ¥ =y(x), ..., ¥, =y,(x) funtzioak aurkitu beharra dago.

Kontsidera dezagun lehen ordenako ekuazio diferentzialezko sistema:

d
9 = 105, Y1 Y2, o Yn s

(cjlx

Yy )
=2 = (VY20 o) I
dx

dy
. =fn(x,)’1,)’2, ---,yn),
dx

non y;, Y, ..., ¥, funtzioezezagunak eta x argumentua bait dira.

Ekuazioen lehenengo ataletan lehen ordenako deribatuak bakanduta dituen sistemari
sistema arrunt deritzo.
Sistema hori integratzea (1) ekuazio-sistema eta

D x=x, =100 O2)x=y, =200 +++» Ondr=x, =Yn0 (2)

emandako hastapen-baldintzak betetzen dituzten y;, y,, ..., ¥, funtzioak aurkitzea da.

(1) itxurako sistemaren integrazioa ondoko erara gauzatzen da.
Deriba dezagun lehenengo ekuazioa x-rekiko:

En W R, Ky
dx>  ox  dy dx dy, dx
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dy dy, Ay
dx de’ T dx

deribatuak (1) ekuazioetatik ateratako f;, f5,
adierazpenez, hurrenez hurren, ordezkatuz,

s f

2
d”y
=B (XY Y20 s V)
dx? "
lortzen dugu.
Lortutako ekuazioa deribatuz eta era berean arituz gero

&>y, _

dX3 - F3('x’y17y25"'7yn)

aurkitzen dugu.

Honela jarraituz, azkenik,

C:zzl = Fy (X, 315525005 9n)
ekuazioa lortuko dugu.
Era horretan
%:ﬁ(x,yl,...,yn)
%:Fz(x,yl,...,yn) (3)
‘:;)”11 =F, (X, «rVy)

sistema lortu egin dugu.

Lehenengo n-1 ekuazioetatik y,, y;, ..., y, determinatzen ditugu, x,y| eta

dy,  d*y

d" !y,

i , dx2 s eensy

deribatuen funtzioan:

dx}’l—l
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' -1
Yy = wz(x,yl,ylv---,y{” )),
(n—l))

y3=(p3(x, A ERJREREN|

Yn = ‘Pn(xvY1,Yi,---,yfn—l)).

Adierazpen horiek (3) sistemaren azken ekuazioan sartuz gero, y; kalkulatzeko n.

ordenako ekuazio bat erdiesten dugu

d"y, T (D)
—= = O,y YY) (5)
e PV X

Ekuazio hori ebatziz y; determinatzen dugu:

v =y (x,C1,Cq,...,Cp). 6)
- . dy,  d*y, d"y,
Adierazpen hori (n-1) aldiz deribatuz, —, 5 e 7 deribatuak,
dx  dx ax"”

x, Ci, C,, ..., C,-ren funtzio bezala bilatzen ditugu.

Funtzio horiek (4) ekuazioetan ordezkatuz y,, ys, ..., y, lortzen ditugu:

y2 = ¥2(x, 01, Gy, Gy ),

....................................... N
Yn = Wn(x’CI’CZ""’Cn)'

Lortutako soluzioak (2) emandako hastapen-baldintzak bete ditzan nahikoa da (6)
eta (7) ekuazioetatik C,, C,, ..., C, konstanteak kalkulatzea (ekuazio diferentzial bakar

baten kasuan egin dugun bezala).

1. Oharra. (1) sistema funtzio ezezagunekiko lineala bada (5) ekuazioa ere lineala
izango da.

1. Adibidea. Integratu

dy dz
—=y+4+z+x, —=-4dy—-3z+2x a
I y I y (a)

sistema,

WMy=0 =1 (2)y=0=0 (b)
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hastapen-baldintzen pean.

Ebazpena. (1) lehenengo ekuazioa x-rekiko deribatuz

2
d_;} = Q + ﬂ +1
dx dx  dx
daukagu.
. dy dz
(a) ekuazioak emandako — eta — adierazpenak ordezkatuz
dx dx
d 2y
—5 =yt +(HAy-32+20)+1
dx
edo
d 2y
—5=-3y-2z+3x+1
dx?

lortzen dugu.
2) (a) sistemaren lehenengo ekuaziotik

ateratzen dugu, eta (c) ekuazioan ordezkatuz

d*y (dy j
=3y L —y—x|+3x+1
dx2 J dx Y
edo
2
—(—1——2}1+2£il+y:5x+1
dx dx

lortzen dugu.
Azken ekuazioaren soluzio orokorra

y=(C; +Cox)e™ +5x -9

(c)

(d)

(e)

(f)
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da eta (d) berdintzaren arabera

2=(Cy =20, -2Cyx)e™" - 6x+14. (2)
Aukera ditzagun C; eta C, konstanteak (b) hastapen-baldintzak bete daitezen:
My=0 =1 (2)y0=0.
Orduan, (f) eta (g) berdintzetatik
1=C;-9; 0=C,-2C,+14

ondorioztatzen da, eta hortik C;=10; Cr=6.

Hortaz, (b) emandako hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzioa
y=(10+6x)e +5x-9, z=(-14-12x)e " —6x+14

da.

2. Oharra. Azaldutako arrazonamenduetan (3) sistemaren lehenengo (n—1)
ekuazioetatik y,, y3, ..., y, funtzioak bakan zitezkeela suposatu dugu. Hala ere, gerta

liteke y,, ..., ¥, aldagaiak ekuazio-kopuru txikiagotik bakandu ahal izatea. Orduan, y;

determinatzeko n baino ordena txikiagoko ekuazioa lortuko genuke.

2. Adibidea. Integratu

sistema.

Ebazpena. Lehenengo ekuazioa t-rekiko deribatuz

d’x dy dr
=t —=(x+2)+(x+y),
2 a dt( )+ (x+y)

d’x

—5 =2x+y+z

dt

aurkitzen dugu.
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y eta z aldagaiak

2

ﬂ—y+z- —x—2x+v+z
dt Coar? ’

ekuazioetatik ezabatuz x-rekiko 2. ordenako ekuazioa lortzen dugu:

Ekuazio hori integratuz bere soluzio orokorra,

x=Cle 4 Cpe?, (o)
lortzen dugu, nondik
d . _ -
?fz—Cle ! +2C2€2t eta y=§—z=—Cle_’ +2C,eH — 2 B
t

erdiesten ditugun.
X eta y-rako aurkitutako adierazpenak emandako sistemaren hirugarren ekuazioan
sartuz gero z determinatzen duen ekuazioa,

&y y= 3C,e?!
d

alegia, lortzen dugu. Ekuazio hori integratuz
Z= C3€“[ + C2e2’ (Y)
topatzen dugu. Baina, orduan, () ekuazioen arabera

y=—(Cy +Cy)e +Cre?! (9)

ateratzen dugu. (@), (8) eta () ekuazioek sistema proposatuaren soluzio orokorra osatzen
dute.

Sistema baten ekuazio diferentzialek lehenengoa baino ordena handiagoko
deribatuak eduki ditzakete. Kasu horretan, ordena handiagoko ekuazio diferentzialezko
sistema izango dugu.
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Honela, adibidez, puntu material baten F indarraren eraginaren menpeko
higiduraren problema bigarren ordenako hiru ekuazio diferentzialezko sistema batera
murrizten da. Izan bitez F,, F,, F,, F indarraren koordenatu-ardatzen gaineko
projekzioak. Puntu baten posizioa ¢ aldiune bakoitzean x, y, z bere koordenatuek
mugatua da. Hortaz, x, y, z t-ren funtzioak dira. Puntu materialaren abiadura-bektorearen
koordenatu-ardatzen gaineko projekzioak

dxa’_ydz

dr’ dt’ dt

izango dira.
Demagun F indarra, eta, ondorioz, bere projekzioak F,, Fy, F,, t denbora,

puntuaren X, y, z posizio eta bere higiduraren abiaduraren, hau da,

menpe daudela.
Problema honetan bilatutako funtzioak

x=x(1), y=y@), z=z(1)

dira.
Funtzio horiek dinamikaren ekuazioen bidez determinatzen dira (Newton-en legea):

2
dy d
mi7x=Fx[t,x,y,z,£1£, 2 —Z),
dt dt dt dt
d*y ( dx dy dzj
m——=F l,X, W Zy2—y —, — |y¢ 8
dt22 PR T ®)
d
ey D)
dt dt dt dt

Bigarren ordenako hiru ekuazio diferentzialezko sistema baten aurrean gaude.
Higidura launa bada, hau da, ibilbidea kurba launa bada (Oxy planoan kokatua esaterako),
bi ekuaziozko sistema dugu x(f) eta y(f) funtzioak determinatzeko:
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d*x ( dx dy)

m—-=F|tx,y,—,— | 9
ar* " P de ©
d2y _F dx dy

m'de—_ v lvr’“}%Z»E . (10)

Ordena handiagoko ekuazio diferentzialezko sistema bat ebatz daiteke lehen
ordenako ekuaziozko sistema batera pasatuz. (9) eta (10) ekuazioak erabiliz, adibidez, ikus
dezagun ebazpide bat.

dx d
_— = u, _y. = V
dt dt
idazkerak sar ditzagun. Orduan,
Ex_du dly _dv
> dt’ a®  dr

x(t) eta y(t) funtzio ezezagunak dituen bigarren ordenako (9) eta (10) bi
ekuaziozko sistema ordezkatzen da x, y, u, v funtzio ezezagunak dituen lehenengo

ordenako lau ekuaziozko sistemaz:

a_ oy
i dr
du

m—=F,(¢t,x,u,v),
a "

dv
m—=F, (t,x,u,v).
& y( )

Ohar gaitezen, ondorio bezala, ekuazio diferentzialezko sistemen ebazte-metodo
orokor hori ordezka daitekeela, kasu konkretu batzutan, helburura azkarrago garamatzan
beste erabide artifizial batez.

3. Adibidea. Bilatu

ekuazio diferentzialezko sistemaren soluzio orokorra
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Ebazpena. Deriba ditzagun lehenengo ekuazioaren bi atalak x-rekiko bi bider:

dhy _d:
at ax?
2
Baina g‘x_j =y da; hortaz,
4
ay_
dx4 =Y

laugarren ordenako ekuazioa lortzen dugu. Ekuazio hori integratuz bere soluzio orokorra,

y=Cie® +Cre”" +C3cosx + Cysinx

2
erdiesten dugu (ikus § 22, 4. adibidea). Ekuazio horretatik %% bakanduz eta adierazpen

hori lehenengo ekuazioan ordezkatuz z lortzen dugu:

z=Cre" +Cre" —Cycosx — Cysinx.

§ 30. Koefiziente konstantedun ekuazio diferentzial linealezko sistemak

Eman dezagun

dxl
_d =ap X +apxy + ..+ a,x,,
!
! + + o+
— =day X ayo Xy Ay pXys
dt e 6))
dx,
—d—-=an1)€1 tanxy + ... +a,,x,
t

ekuazio diferentzialezko sistema bat dugula, non a;; koefizienteak konstanteak, 7 aldagaia
eta  x;(t), xp(t), ..., x,(t) funtzio ezezagunak bait dira. (1) sistema koefiziente
konstantedun ekuazio diferentzial homogenozko sistema deitzen da.

Aurreko atalean esan bezala, sistema hori ebatz liteke n. ordenako ekuazio
bihurtuz, zeina, kasu konkretu honetan, lineala izango den (ikus aurreko ataleko 1.
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oharra). Hala ere, (1) ekuazioa ebatz daiteke beste metodo baten bidez, n. ordenako ekuazio

bihurtu gabe. Metodo honek soluzioen izaera era adierazgarriagoan analisatzen uzten du.
Bila dezagun sistemaren

X = alekr, Xy = (Xzekt, .

v Xp=0e (2)
itxurako soluzio partikular bat.

o, O, ..., o, eta k konstanteak determinatu beharko ditugu, Oclek’,
azek’ - anek’ funtzioek (1) ekuazio-sistema bete dezaten. (1) sisteman ordezkatuz
gero,

kt _ kt
kale -—(6111(11 +ap0h + ... +a1,,a,,)e s
kazekt = (6121(11 +ayd, + ...+ a2n(x”)ekt,
k(xnekf = (anlal +a,,0 + ... + a,m(x,,)ek’
lortzen dugu.
ekt sinplifikatzen da. Gero, gai guztiak alde batera aldatuz eta o;, o, ..., @, -ren
koefizienteak bilduz

(all - k)(xl +aply + .. ta,0, =0,
an 0 +(6122 —k)a2 + ... tap,Q =0,

Ay 0 + a0 + ... +(a

3)
an — k)0, =0

ekuazio-sistema erdiesten dugu.

Aukera ditzagun o, o, ..., «, etak (3) sistema bete dadin. ¢, «;,

s O, -
-rekiko linealak diren ekuazio algebraikozko sistema da. Osa dezagun (3) sistemaren
determinantea:

apy -k

a12 Aln
a ar» —k a
A(k) — 21 22 2n (4)
apy apn App k

Baldin k-ren baliorako A determinantea nulu ez bada, (3) sistemak
0 =0y = .

= o, =0 soluzio nuluak bakarrik izango ditu, eta, hortaz, (2) formulek
soluzio nabaria soilik emango digute,

O =x)= ... =x,(t)=0



EKUAZIO DIFERENTZIALAK 151

alegia.
Beraz, (2) soluzio ez-nabaria (4) determinantea anulatzen duten k-ren balioetarako
soilik lortuko ditugu. Honela, k determinatzeko . ordenako ekuazio batera iritsiko gara:

aj -k ap ap,
a a» -k ... a

A(k) = 21 22 2n -0. (5)
ayl ays apy — k

Ekuazio horri, (1) sistemaren ekuazio karakteristiko deitzen zaio, eta bere erroei
ekuazio karakteristikoaren erro deritze.
Azter dezagun zenbait kasu.

I. Ekuazio karakteristikoaren erroak errealak eta desberdinak dira.
Izan bitez &, k,, ..., k; ekuazio karakteristikoaren erroak. Idatz dezagun (3) sistema

erro bakoitzerako eta determina ditzagun

o, o), ... ol
koefizienteak. Froga daiteke koefizienteetako bat hauta daitekeela eta 1 izan daitekeela.
Horrela, zera lortuko dugu:

ky errorako, (1) sistemaren soluzioa:

xl(l) - Otl(l)ekll, Xél) - Olg)ek‘t, o x’(11) — C{gl)ek‘r;

k> errorako, (1) sistemaren soluzioa:

N B N N IS W

k, errorako, (1) sistemaren soluzioa:

xl(") = a{")ek"’, x&”) = aé")ek"’, e xf,") =g Wkt

n

Ekuazioetan ordezkapen zuzenaren bidez
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X = Cl(xfl)ek" + C2a§2)ek2[ + ...+ Cnocfn)ek"',
Xy = Clag)ek‘r + Czagz)ekzt + ...+ Cnagn)ek"r, (6)
X, = Claﬁl)ek" + Czoc,(iz)eklt + o F C,,ailn)ek"f

funtzio-sistema, non C;, C,, ..., C, hautazko konstanteak bait dira, (1) ekuazio

diferentzialezko sistemaren soluzio dela egiaztatuko dugu. Hau da (1) sistemaren soluzio
orokorra.

Erraz frogatzen da konstanteen balioak aurki daitezkeela soluzioak emandako
hastapen-baldintzak bete ditzan.

1. Adibidea. Aurkitu

d d
i:2)Cl'+'2)62, £:X1+3X2
dt dt

ekuazio-sistemaren soluzio orokorra.

Ebazpena. Era dezagun ekuazio karakteristikoa:

edo k> — 5k + 4 =0. Aurki ditzagun bere erroak: k| = 1, k; =4. Bila dezagun sistemaren
x{l) _ ocl(l)e’, xél) _ agl)ez

eta

x1<2) _ al(2>e4’, xéz) _ agz)em

itxurako soluzioa. Osa dezagun (3) sistema k;=1 errorako eta determina ditzagun

oV e o)

2-Dof" +208" =0,
1V +(3-1asd =0
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afl) + 20{51) =0,
oV + 2050 =0,

. 1
nondik ag) =—%af1) daukagun. ocfl) =1 eginez gero, ag) :—E lortuko dugu.

Horrela, sistemaren soluzioa lortu dugu:

1
D=, P = _Eet'

Era dezagun, orain, k; =4 erroari dagokion (3) sistema eta afz) eta 0{52)

kalkulatuko ditugu:

0% +2087 =0,
al(z) - a§2) =0,

nondik
6@ =0 e a® =1, o =1

bait ditugu. Beraz, sistemaren bigarren soluzioa daukagu:

x}'Z) :e4r’ xéZ) =e4r_

Sistemaren soluzio orokorra

x =Ce’ + C2e4t,
1
Xy = ——C]et + C2€4t
2

izango da [ikus (6)].

II. Ekuazio karakteristikoaren erroak desberdinak dira, baina erro
konplexuak daude. Demagun ekuazio karakteristikoaren erroen artean bi erro konplexu
konjokatu dagoela:

k1=(X+iﬁ, kzza—iﬂ.
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Erro horiei
(7

D = o DeloriPr (j=1,2,000m),

8)

@B (2

J

soluzioak dagozkie.
'V eta o'P koefizienteak (3) ekuazio-sistematik aterako dira.

J
§ 21.ean bezala soluzio konplexuaren zati erreala eta irudikaria ere soluzio direla

froga liteke. Era horretan bi soluzio partikular lortzen ditugu:
=(1) _ o 9D (@)
X/ =e"™(A cos Bx+ A sin Bx),
J ﬂ J ﬁ (9)

;52) = em()jg-l) sin fx + I§2) cos fx),

non /1(].1), l(f-z), I&l)’ Z_,g.z) ol eta a;z)-ren bidez determinatutako zenbaki errealak

bait dira.
(9) funtzioen konbinazioak sistemaren soluzio orokorrean sartzen dira.

2. Adibidea. Aurkitu

dxl

Lo 7%+ xy,
dt 1 2

dX2

—==-2x; —5x
dr 1 2

sistemaren soluzio orokorra.
Ebazpena. Era dezagun ekuazio karakteristikoa:

-T-k 1
‘—2 —5—4_0

K +12k+37=0

eta kalkula ditzagun bere erroak:
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kl=~6+i, k2=—6—i.

k, =-6+1 (3) sisteman ordezkatuz

(I _ (1) _ ;
o =1, oy’ =1+1

topatzen ditugu. Idatz dezagun (7) soluzioa:

i =100 D = (14 0T (7)

k, =—6 —i (3) sisteman ordezkatuz gero

a§2) =1, ocfzz) =1-i

lortzen ditugu. (8) soluzioen bigarren sistema,

XI(Z) — e(-6—i)z’ x:(ZZ) =(1- i)e(—é—i)r (8"

lor dezagun. (7') soluzioa beste era batera idatz dezagun:

xfl) = e % (cost + isint), xél) =(1+i)e % (cost +isint)

61

xl(l) =e % cost +ie” sin¢,

xél) =e % (cost —sint) + ie % (cost +sint).

(8") soluzioa ere beste eran idatziz:

x{z) =e % cost —ie % sint,

xéz) = e % (cost —sint) — ie % (cost + sin 7).

Soluzio partikularren sistema bezala zati errealak eta irudikariak banaturik har ditzakegu:
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3V =ecost, %" =e % (cost - sint),
9"

)_‘1(2) =0 sint, Eéz) = e~6f(cost + sint).

Sistemaren soluzio orokorra

X = Cle_G’ cost + Cze_m sint,
=C e_("(cost—sint +Cre % (cost +sint
X =4 2

da.

Era berean aurki liteke ordena handiagoko koefiziente konstantedun ekuazio
diferentzial linealezko sistema baten soluzioa.

Bai mekanikan bai zirkuitu elektrikoen teorian aztertzen da, esate baterako,

d2x +

5 Tdp X tdany,
dr’

dzy +

Ty Eap X Tany
dr?

(10)

bigarren ordenako ekuazio diferentzialezko sistemaren soluzioa.
x= ek, y= et itxurako soluzio bat bilatzen da.
Adierazpen horiek (10) sisteman sartuz eta e sinplifikatuz gero

(all - kz)a + alzﬁ = 0,
; an
a2105+(a22 —k )ﬁ=0

ekuazio-sistema lortuko dugu, ¢, 8 eta k determinatzeko. o eta f8 ez dira zero,
sistemaren determinantea zero denean soilik determina daitezke:

12
an k apn =Q. (12)

2
ay  ap -k

Hori da (10) sistemaren ekuazio karakteristikoa. k-rekiko laugarren mailako ekuazio
karakteristikoa da. Izan bitez &y, ks, k3, k4 bere erroak (demagun desberdinak direla).
(11) sistemaren k; erro bakoitzerako ¢ eta [ balioak aurkituko ditugu. (6)

kasuan bezala soluzio orokorrak
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X = Cla(l)eklt + Cza(z)ekzt + C3a(3)€k3r + C4a(4)€k4t,

y= Clﬂ(l)ek't + Czﬂ(z)ekzt + C3ﬁ(3)ek3r + C4ﬂ(4)ek4’

itxura dauka.

Erroen artean konplexuak badaude, erro konplexuen bikote bakoitzari, soluzio
orokorrean, (9) itxurako adierazpenak dagozkio.

3. Adibidea. Aurkitu

d*x
T
d%y

ekuazio diferentzialezko sistemaren soluzio orokorra.

Ebazpena. Idatz dezagun (12) ekuazio karakteristikoa eta bere erroak kalkula
ditzagun:

1-k> -4
-1 1-4?

=0,

k1=i, kzz—i, k3:\/§, k4:_\/§.

XD = oWyt YO = gt
@) = it Y@ g2yt
3 = P 3, ¥ = PV

B N O . L e e

itxurako soluzioa bilatuko dugu.

(11) sistematik /) eta B ateratzen ditugu:
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|
o =1, Bl =2,
1
a® =1, /3(2) = >
1
a® =1, ﬂ(3) - -2
1
a® =1, ﬁ(4) - -2
Idatz ditzagun soluzio konplexuak:
KD = ot =cost+isint, y(l) =%(cost+isint),
¥ =7 = cost - isint, y(z) = l(cost —isint).

Zati erreal eta irudikariek, banatuak hartuta, soluzioak osatzen dituzte:
_ _ 1
¥ =CoSst, y(l) = —cost,
2
— . - 1.
2 =sin t, y(z) = —sint.
2
Idatz dezagun, azkenik, soluzio orokorra:
. I8y _
x=Cjcos 1 +Cysin 1+ Cze¥> +Cye V3

_ .
*/3’—C4—e V3

1 1 1
=Cj—cost+—C,sint — Cz—e
YR 22 3% 4

Oharra. Ez dugu hemen ekuazio karakteristikoaren erro anizkoitzen kasua

analisatu, liburu honen betebeharra gainditzen bait du.

§ 31. Liapunov-en egonkortasunaren teoriari buruzko nozioak

Ekuazio diferentzial eta ekuazio-sistema gehienen soluzioak funtzio elemental edo

koadraturen bidez adierazi ezin direnez, kasu horietan, ekuazio diferentzial konkretuak

ebazteko integrazio hurbilduen metodoak erabiltzen dira. Metodo horien zenbait nozio § 3.
atalean eman dugu; beste metodo batzuk § 32-34 ataletan eta XVI. gaian analisatuko

ditugu.
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Metodo horien hutsunea soluzio partikular bakar bat ematea da, beste soluzio

partikularrak lortzeko kalkulu guztiak berriz egin behar direlarik. Soluzio partikular bat
ezagutuz ez dago beste soluzioen izaeraz ezer esaterik.

Mekanika eta teknikako problema askotan ez du inportantziarik emandako
aldagaiaren balioei dagokien soluzioaren balio konkretuak jakiteak, baizik eta soluzioaren
aldakuntzaren izaera, bereziki, aldagaiak infiniturantz jotzen duenean. Esate baterako,
emandako baldintzak betetzen dituzten soluzioak periodikoak direnentz edo funtzio ezagun
baterantz asintotikoki jotzen dutenentz, e.a. jakiteak inportantziarik dauka. Problema
horiek ekuazio diferentzialen teoria kualitatiboari dagozkio.

Soluzio edo higidura baten egonkortasunaren auzia teoria kualitatiboaren oinarrizko
problemetakoa dugu; berori, A.M. Liapunov (1857-1918) matematikari errusiar ospetsuak
zehatz-mehatz analisatu zuen.

Izan bedi

dx

= t"x7 ’
‘f;’ hHtx,y)
y
= = £ (1, x,
i fat,x,y)

¢y

ekuazio diferentzialezko sistema. 1zan bitez x=x(7) eta y=y(¢)

t=0 =0 } (1)

Ye=0 = Yo

hastapen-baldintzak betetzen dituzten sistema horren soluzioak. Izan bitez, bestalde,
x=x(t) eta y=y(t)

Xj—p = )70’} )
Yi=0 = Yo

hastapen-baldintzak betetzen dituzten (1) sistemaren soluzioak.

Definizioa. (1) ekuazioak eta (1') hastapen-baldintzak betetzen dituzten x=x(f)
eta y=y(#) soluzioei egonkor deitzen zaie, Liapunov-en arabera, t — o denean, £>0
bakoitzerako, txikia izan arren, >0 bat existitzen bada, non >0 balio guztietarako

x(t) — x(t)| <&,
|X(t) — x(0) e} @

|y()—y(n)| <€
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desberdintzak betetzen bait dira hastapen-baldintzek

3)

[)_(0 - )COI < 5}
o — Yol <&

desberdintzak betez gero.

Azal dezagun definizio horren esanahia. (2) eta (3) desberdintzetatik, hastapen-
-baldintzen aldakuntzak txikiak badira dagozkien soluzioak gutxi aldatzen direla
ondorioztatzen da, t-ren edozein balio positibo izanik ere. Ekuazio diferentzialezko
sistemak higidura bat deskribatzen badu, soluzioak egonkorrak badira, higiduraren izaera
gutxi aldatuko da hasierako baldintzak gutxi aldatuz gero.

Analisa dezagun hori lehen ordenako ekuazio baten adibide batean.
Izan bedi

dy
— =—y+1 a
dt y @)

ekuazio diferentziala. Bere, soluzio orokorra
y=Ce™ +1 (b)
funtzioa da. Aurki dezagun
Yr=0 =1 (c)

hastapen-baldintza betetzen duen soluzio partikularra.

N

— y=7
%‘7{ T ’

0 X

274. IRUDIA

Bistakoa da soluzio hori, y=1, C =0 denean lortzen dela (274. irudia). Aurki
dezagun, orain,
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y{:O = yO

hastapen-baldintza betetzen duen soluzio partikularra.
(b) ekuaziotik C-ren balioa bila dezagun:

Yo =C+1,
hortik
C=y,-1L
C-ren balio hori (b) ekuazioan ordezkatuz
y=(g-De " +1
lortzen dugu. Bistakoa da y=1 soluzioa egonkorra dela. Izan ere,
y=¥=[Go - De™ +1]-1= (o~ De™ >0,

t — oo denean.
Hortaz, (2) desberdintza betetzen da, € edozein izanik ere, baldin eta

(op-DH=0d<e
desberdintza betetzen bada.
Kontsidera dezagun orain

dx cx +

o .

dt 8

g )
Y

—=ax+by

dt

ekuazio-sistema, a, b, ¢, g koefizienteak konstanteak eta ¢ #0 suposatuz.
Ikus dezagun zeintzu baldintza bete behar duten koefizienteek sistemaren x=0,

y=0 soluzioa egonkorra izan dadin. )
Lehenengo ekuazioa deribatuz eta y ezabatuz, bigarren ordenako ekuazio bat,
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d—zx cﬂ+ ﬂ—c£+ (ax+b)—c£+a x+b(£—cx]
a? ar Sar a e VECATE d

d*x

?—(b+6)%—(ag—bc)x:0 (5)

lortzen dugu.
Bere ekuazio karakteristikoak

A2 —(b+ )l —(ag-bc)=0 (6)

itxura dauka.

Izenda ditzagun A, eta A»-z ekuazio karakteristikoaren erroak. Hurrengo kasuak
eman daitezke:

1. Ekuazio karakteristikoaren erroak errealak, negatiboak eta desberdinak dira:

)“l <0, 12 <0, 2’1 ¢12.
Orduan,

X = Clel't + C2€llt,

1
y= [Cl(ll - C)e/llr + Cz(/lz - C)elzt]g

X‘ 1=0= X0, Y| 1=0= Y0

hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzioa

_ Xt 8o — X0y oM xody — exg — Yo8 ot
-1 =1 ’
_ l[c«*’o +8Yo — Xoh2 Ay = )M + 7
g A=Ay
4 Mok —eXo — ¥os Ay = )
A=Ay
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Azken formuletatik zera ondoriozta daiteke: edozein € positibotarako x; eta yp

At Ayt

nahiko txikiak aukera daitezkeela, non, ¢>0 guztietarako, ™' <1 eta ™' <1

denez gero,

|x(n|<e, |yn)|<e

bait dugu. Hortaz, kasu honetan x=0, y=0 soluzioa egonkorra da.
2. Izan bitez A; =0 eta 1,<0. Kasu honetan,

X = Cl + Czelzt,
1
y=—|C(A - 0)et! — ey
g

dugu eta, aurreko kasuan bezala, soluzioa egonkorra da.
3.Izan bedi A;=A;<0. Kasu honetan

x=(Cp + e,
_1 At
y=—e [CI(AI—C)+C2(1+AII—CI)]
8
dugu. r— e denean e’ 50 eta €M —0 direnez gero, Cy eta C, nahiko

txikiak badira (hau da, xo eta yo nahiko txikiak direnean) |x(1)<e eta |y(1)|<e

izango dugu edozein ¢ positibotarako. Soluzioa egonkorra da.
4.1zanbedi A;=2,=0. Oraingoan,

X = Cl + Czl,
1
y=—[-cC +Cy = cCyt]
g

daukagu. C,#0 txikia bada ere, 1 — oo denean x zein y-k infiniturantz jotzen dutela
dakusagu, hau da, soluzioa ezegonkorra da.
5. Demagun A; eta 4, erroetako bat gutxienez positiboa dela, adibidez, A;>0.

(7) formulatik, xo eta yo txikiak badira ere, baldin c¢xg + gyg — xgA, 20

bada, hots, baldin C;#0 bada, |x(r)] > e betetzen da, ¢ — c denean.
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Hortaz, kasu honetan ere soluzioa ezegonkorra da.
6. Ekuazio karakteristikoaren erroak konplexuak dira eta zati erreal negatiboa
daukate:

A =a+if
0.
},2=a—iﬂ} @<

Kasu honetan

x=Ce% sin(Bt + 5),

y= lCeo”[(oe — ¢)sin(fBt + 8) + B cos(Bt + 8)] ®
g

dugu. Bistakoa da, €>0 guztietarako xq eta yy aukera daitezkeela ICl< ¢ eta

o — | +|B]

ldl < £ 1izan daitezen, eta, ondorioz,

|x(H)<e eta |y(t)<e.

Soluzioa egonkorra da.
7. Ekuazio karakteristikoaren erroak zenbaki irudikari puruak dira:

/11 = ﬁl, /’Lz = —ﬂl
Kasu honetan,

x = Csin (Bt + 8),
y= lC[ﬁ cos(Bt + 8) — csin(Br + 8)],
8

hau da, x(¢) eta y(f) t-ren funtzio periodikoak dira. Aurreko kasuan bezala soluzioa
egonkorra da.

8. Ekuazio karakteristikoaren erroak konplexuak dira eta zati erreal positiboa
daukate (cr>0).
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(8) formuletatik, xo eta yp txikiak izan arren (hau da, hautazko C #0
txikietarako), Ix(f)l eta Iy(¢)l magnitudeek edonolako balio handia har dezakete ¢ hazten
denean, t — o denean e* — oo bait da. Soluzioa ezegonkorra da.

(4) sistemaren soluzioaren egonkortasun-irizpide orokorra emateko, ondoko erara
ihardun dezagun:

Ekuazio karakteristikoaren erroak zenbaki konplexu bezala idatz ditzagun:
A=A HIAT, Ay =A% +ids

(erro errealak balira: ZT* =0 eta /13* =0).

Adieraz ditzagun ekuazio karakteristikoaren erroak A“A"" aldagai konplexuaren
planoko puntuen bidez. Orduan, aztertutako zortzi kasuak laburbilduz, (4) sistemaren
soluzioaren egonkortasun-baldintza ondoko eran formula liteke.

(6) ekuazio karakteristikoaren A; eta A, erroetatik bat ere ez badago ardatz
irudikariaren eskuinean, eta gutxienez erro bat nulua ez bada, soluzioa egonkorra da; bi
erroak nuluak badira edo erroetako bat ardatz irudikariaren eskuinaldean badago, soluzioa
ezegonkorra da.

Kontsidera dezagun orain

d
Z = ox+ gy + P(x,y),
dt

4')
ﬂ=ax+by+Q(x,y)
dt

ekuazio-sistema orokorragoa. Kasu partikularrak salbu, halako sistemaren soluzioa ez da
funtzio elementalen edo koadraturen bidez adierazgarri.

Sistema horren soluzioak egonkorrak ala ezegonkorrak diren determinatzeko,
sistema lineal baten soluzioekin konparatzen dira. Demagun x—>0 eta y—0

denean P(x)y) eta Q(x,y) funtzioek ere zerorantz p baino azkarrago jotzen dutela,

p= V2 + y2 izanik; beste hitzetan,

tim 290 _o; i Z2Y) o,
p—0 P =0 p

Orduan, froga liteke, aparteko kasu bat ezik, (4') sistemaren soluzioa egonkorra dela
baldin eta
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X
—=cx+ gy,

Y

——=qx + by

dt

sistemarena egonkorra bada eta ezegonkorra dela baldin eta (4) sistemaren soluzioa
ezegonkorra bada. Aparteko kasua, ekuazio karakteristikoaren erroak ardatz irudikarian
daudeneko kasua dugu. Orduan, askoz zailagoa da (4') sistemaren soluzioaren
egonkortasun edo ezegonkortasunaren problema ebaztea.

A.M. Liapunov-ek1%) ekuazio-sistemen soluzioen egonkortasunaren problema
ekuazioen itxurari buruzko baldintza nahikoa orokorretatik abiatuz analisatu zuen.

§ 32. Lehen ordenako ekuazio diferentzialen soluzio hurbildua
Euler-en metodoa erabiliz

Lehen ordenako ekuazio diferentzialaren zenbakizko ebazpenaren bi metodo
aztertuko ditugu. Atal honetan Euler-en metodoa analisatuko dugu.

Aurki dezagun

dy

- = f(xa y) (1)
dx

ekuazioaren soluzio hurbildua [xo,b] tartean, x=x3 denean y=yy hastapen-baldintza

betetzen duena alegia. Zati dezagun [xg,b] tartea n zati berdinetan xg,x;,X3,...,x, =b

puntuen bidez (hemen, xy < x; < X, < ... <ux,). Izenda ditzagun x; —xg =xy — x| =...

...=b—x,_1 =Ax=h, hortaz,

Izan bitez y=¢@(x) (1) ekuazioaren soluzio hurbildu bat eta y; = @(xg),

= (P(Xl), cees Y T (P(X,,).
Sar ditzagun

Ayg=y1=Yo» A =Y2=V1s s AV 1 =Yp— Ynoi

15) A.M. Liapunov, "Higiduraren egonkortasunaren problema orokorra”, 1935.
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idazkerak. X, x;, ..., x, puntu bakoitzean, ordezka dezagun deribatua diferentzia

finituen arteko zatiduraz;

% = f(x,u), (2)
Ay = f(x,y)Ax. (2"

x=Xxp denean
Ay,
== f(x0.30)  Avp = f(xg,¥0)Ax
Ax
Y1 = Yo = f(xg,¥0)h
daukagu. Azken berdintzan xg, yg, & ezagunak dira. Hortaz,
y1= Yo + f(xg,¥0)h
aurkitzen dugu. x=x; denean, (2") ekuazioak

Ay = f(xy,y)h

Yo =y =fxyDh, vy =y + fxyp)h

itxura hartzen du. Hor ezagunak xj, y;, h ditugu eta y, determinatzen dugu. Era
antzekoan

y3=yo + f(x2,y2)h,

Yn =Yn—1 + F (X1,

daukagu. Beraz, xy, x{, ..., x, puntuetako soluzioaren balio hurbilduak aurkitu

ditugu. Koordenatu-planoan (xg,yg), (x1,¥), ..., (X,,¥,) puntuak zuzenkien bidez
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bilduz lerro hautsi bat lortzen dugu, linea integralaren adierazpen hurbildua hain zuzen
(275. irudia). Linea horrek Euler-en poligonal izena du.

94

|
(X3,43)
(X2 4a)
(%, 4)

0.4/

0 Xp X Xp X3 X

275. IRUDIA

Oharra. Izenda dezagun y=¢,(x), Atx=h denean Euler-en poligonalari

dagokion (1) ekuazioaren soluzio hurbildua. Froga liteke, hastapen-baldintzak betetzen

dituen eta [xo,b] tartean definiturik dagoen (1) ekuazioaren y = (p*(x) soluzio bakarra
existitzen bada lim'(ph(x)— (p*(x)l =0 betetzen dela [x(,p] tarteko x orotarako.
h—0

Adibidea. Aurkitu y'=y+x ekuazioaren soluzioaren balio hurbildua x=1
baliorako, xp=0 denean yp=1 hastapen-baldintzaren menpean.

Ebazpena. Zati dezagun [0,1] tartea 10 zatitan x¢=0; 0,1; 0,2; ...; 1,0 puntuen
bidez. Hortaz, h=0,1. Determina ditzagun y;, y,, ..., y, balioak (2"} formularen
bitartez:

Ay = (yr + xp)h

Vi1 =Yk Ok + xp)h

Honela,

y=1+(1+0)-0,1=14+0,1=1,1;
vy =1L1+(1L,1+0,1)-0,1=1,21;

erdiesten ditugu.
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Era dezagun ondoko taula:

Xy Yk Vi T X Ay = (yi + x¢ )b
x0=0 1,000 1,000 0,100
x=0,1 1,100 1,200 0,120
x=0,2 1,220 1,420 0,142
x3=0,3 1,362 1,620 0,162
x4=0,4 1,524 1,924 0,1924
x5=0,5 1,7164 2,2164 0,2216
x6=0,6 1,9380 2,5380 0,2538
x7=0,7 2,1918 2,8918 0,2812
xg=0,8 2,4730 3,2730 0,3273
x9=0,9 2,8003 3,7003 0,3700
0=1.0 3.1703

y| v=1=3,1703 balio hurbildua aurkitu dugu. Hastapen-baldintzak betetzen dituen

emandako ekuazioaren soluzio zehatza
y=2e* —x-1
da. Hortaz,
¥ x=1=2(e —1) = 13,4365

0,2662
3,4365

daukagu. Errore absolutua 0,2662 da, errore erlatiboa, aldiz, =0,077 = %8 da.

§ 33. Ekuazio diferentzialen diferentzien metodoaren bidezko soluzio
hurbildua, Taylor-en formularen erabileran oinarriturik.
Adams-en metodoa

Bila dezagun berriro

y'=fx.y) 0y
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ekuazioaren soluzioa [x(,b] tartean, x=xy denean y=y, hastapen-baldintza betetzen

delarik. Sar ditzagun hurrengo idazkerak, datorrenerako beharrezkoak:
Xgs X[s X, oy Xy

puntuetako soluzioaren balio hurbilduak
Yo» V1o Y25 e0s In

izango dira. Lehenengo diferentziak, edo lehen ordenakoak,
Ao =y1= Yo M1=Y2 =Y s AVpoy = ¥n = Vu-l
dira. Bigarren diferentziak edo bigarren ordenakoak

2
Ayp =Ay; = Ayg = y2 =2y + Yo,
Ay = Ay, — Ay = y3 =2y, + 1,

dira. Bigarren diferentzien arteko diferentziak hirugarren ordenako diferentziak dira, e.a.

Izenda ditzagun deribatuen balio hurbilduak yé), yi, e y‘n; bigarren deribatuen balio

hurbilduak yg), yi', ooy y:l, e.a. Era antzekoan determina ditzagun deribatuen arteko

lehenengo diferentziak,
Ayo =y =30, M=y~ Vs coes AVt =Y = Yot
deribatuen arteko bigarren diferentziak,
Ay =Ay = Ayg, A2y =Ayy = Ay, ... A2y, 5 =Ay, — Ay, ;. etab.

Idatz dezagun, orain, Taylor-en formula, ekuazioa x =x, puntuaren ingurunean
ebazteko [IV. gaiko § 6, (6) formula]:

2 m
X—xy X—=Xxg) v (x = xg)
Y=Y0 + 1 0 Yo +( 120 y0+...+—lﬁy(()m) +Rm. (2)
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Formula horretan y, ezaguna da; deribatuen y,, Y, ... balioak (1) ekuaziotik
honelaxe lortzen dira. xo eta yo hasierako balioak (1) ekuazioaren bigarren atalean

ordezkatuz, y, aurkitzen dugu:

Y6 = f(x0,Y0)-

(1) ekuazioaren bi atalak x-rekiko deribatuz

SN

y&x&y

3

lortzen dugu. Bigarren atalean xg, yg, yb balioak sartuz

~ (df I

Yo=| 2=y
ox dy o .
X=Xy, Y=Yos Y=Yo

aurkitzen dugu. (3) berdintza x-rekiko behin gehiago deribatuz eta xg, yq, yb, y{)

balioak ordezkatuz y(g ateratzen dugu. Era bereanl®) jarraituz gero edozein ordenatako
deribatuen balio partikularrak, x=xy denean, erdiets ditzakegu. (2) formularen bigarren
atalean gai guztiak, R, gai osagarria salbu, ezagunak dira. Honela, gai osagarria
mesprezatuz, x-ren edozein baliotarako soluzioaren balio hurbilduak lor ditzakegu;
berorien zehaztasuna lx—xgl magnitude eta garapenaren gai-kopuruaren menpean dago.

Emandako metodoan, determina ditzagun, |x—xgl txikia denean, y-ren lehenengo
gai batzuk soilik, (2) formularen bidez. Determina ditzagun y; eta y;-ren balioak
X1=xg+h eta xp,=xg+2h balioetarako, garapenaren lau gai hartuz (yg ezaguna da
hastapen-baldintzengatik):

h? w

= Yo + 7o+ 5o+ 77 o 4
Y1=Yo 1Y0 1_2y0 3!)’o 4

o 2k @h? e 2Ry
Y2=Xo lyo 1.2 Yo 3

Yo (4"

16) Aurrerantzean, f(x,y) funtzioa x eta y-rekiko, gure arrazonaketetarako behar adina
bider deribagarria dela suposatuko dugu.
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Kontsidera dezagun, beraz, funtzioaren v, v;, y» hiru balioak!?) ezagunak direla. Balio

horietan oinarrituz eta (1) ekuazioa erabiliz
Yo =F(xg.50) y1=S(x2. ), 2 =f(x2,52)

determinatzen ditugu. yb, yi, yvz ezagutuz Ay;), Ayi, A2y£} determina ditzakegu.

Kalkuluaren emaitzak ondoko taulan aurkezten dira:

x y y' Ay A%y
Xp Yo YG
Ay
xp=xo+h 1 3 Ay
Ay,
X =xo+ 2h y2 2
Xp2=Xx0+ (k=2)h Yi-2 Vea
AVi-
Xjey =0+ (k= 1)h Vet Yeot Ayia
Ayiy
Xp=xo+kh Vi y'k

Demagun, orain, soluzioaren
Yoo Y1» Y20 oo Yk

balioak ezagunak direla. Balio horietaz baliatuz eta (1) ekuazioa erabiliz deribatuen

Yo, Yo Y2, --o5 Vi

17) Soluzioa zehaztasun handiagoz aurkitzen saiatzen bagara y-ren lehenengo hiru balioez
gain balio gehiago kalkulatu beharra dago.
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balioak kalkula ditzakegu eta, ondorioz,
AYg, AV, s AV
eta
Ayy, Ay, o My,

Determina dezagun y;,-en balioa Taylor-en formularen bidez, a = x,

X=Xp4 =X, +h eginez:

h2 h3 . m

' h™ (m)
el =V +— _— + ...+—y, '+R
Yi+1 = Vi 1Y1< 12Y/< 1 2.3yk ml}k m

daukagu. Muga dezagun garapena lau gaitara:

n? n

Yev1 =V t —yk +"—')’k

5
! 12k Tk )

Formula horretan y}; eta yk ezezagunak dira. Saia gaitezen bilatzen lehen eta bigarren

ordenetako diferentzia ezagunen bitartez.

Adieraz ditzagun lehendabizi, y}ﬁl Taylor-en formularen bidez, a=x;, x—a=-h

eginez:
h) o+ (=h)*
= + 2 6
yk 1 yk N yk = Yk (6)
eta Y}c_z, a=xy, x—a=-2h eginez:
(—2h) » (<2h)%
=y, + + . 7
)k 2 }k 1 yk 5 Yk (7
(6) berdintzatik
hoo B
Ve = Yko = AV ==V ——— W (8)

1 1-2
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ateratzen dugu. (6) berdintzako atalei (7) berdintzakoak kenduz gero

: : . hoo 3K .
Vil = Yk-2 =BV 2 = TV~ )

erdiesten dugu. (8) eta (9) berdintzetatik

. , 5
Ay = Aypp =&y 0 = 2y

w1 g
Vi =;5A Vi1 (10)

lortzen dugu. y, -ren adierazpena (8) ekuazioan sartuz,

. 5
C oWkt AV

11
Yk P o (11)

daukagu.
Horrela, yk eta yk kalkulatu ditugu. (10) eta (11) adierazpenak (5) garapenean

sartuz gero

ho h o 5h o
Yirl =Yk + =V F A AT (12)
1 2 12
erdiesten dugu. Hori da, hain zuzen, lau gaitako Adams-en formula. (12) formulak yy .
determinatzen uzten du, y;, Y;_i, Yr-, e€zagutuz gero. Honela, yg, y eta y, ezagutuz

kalkula dezakegu ys3. eta, gero y4,ys, ...

1. Oharra. Esan, frogapenik gabe, [xg,b] tartean hastapen-baldintzak betetzen
dituen (1) ekuazioaren soluzio bakar bat badago, (12) formulaz determinatutako balio
hurbilduen erroreak, balio absolutuan, ez duela Mh* gainditzen, non M tartearen
luzeraren eta f(x,y) funtzioaren itxuraren menpeko baina ez A magnitudearen

menpeko konstante bat bait da.

2. Oharra. Kalkuluan zehaztasun handiagoa lortu nahi badugu, (5) garapenean
baino gai-kopuru handiagoa hartu behar dugu; orduan (12) formula aldatuko da. Adibidez,
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(5) formularen ordez bigarren ataleko bost gairi dagokiona hartzen badugu, hau da, h*

ordenako gai bat gehitzen badugu, (12) formularen lekuan, antzeko eran,

h ' h ' 5 2! 3h 3
=y, +—y, +—Ay,_ +—AYy,_»+—Ay,_
Yi+1 = Yk IYk ) Vi1 1 Yk=2 3 Yik-3

lortzen dugu.
Hor y;,; balioa y;, y,_, yi_o» eta y,_3 balioetatik abiatuz determinatzen
da. Hortaz, formula hori erabiliz kalkuluak hasteko lehenengo lau balioak, yg, y1, ¥2, ¥3,

ezagutu beharra dago. Balio horiek (4) itxurako formulen bidez kalkulatzean garapeneko
lehenengo bost gaiak hartu behar ditugu.

1. Adibidea. Bilatu x3=0 baliorako yyp=1 hastapen-baldintza betetzen duen

y=y+x

ekuazioaren soluzioaren balio hurbilduak. Determinatu soluzioaren balioak x=0,1; 0,2;
0,3; 0,4 balioetarako.

Ebazpena. (4) eta (4') formulak erabiliz, kalkula ditzagun, lehendabizi, y;, eta
v,. Ekuaziotik eta hasierako datuetatik

ylo =(y+x),g=y9+0=14+0=1
erdiesten dugu. Emandako ekuazioa deribatuz
yi=Ey+l
daukagu. Hortaz,
Yo =+, =1+1=2.

Behin gehiago deribatuz:

Beraz:
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(4) ekuazioan yy, yb, ya eta h=0,1 balioak sartuz gero

2 3
01 . (O O

=1+ 2 2=1,1103
1 1-2 1-2-3
lortzen dugu. Era antzekoan, #=0,2 baliorako,
0,2 0,2)° 3
y2=1+——’—-1+(’2) -2+(0’2) +2=1,2426

1 1-2 1-2-3

lortzen dugu.
Yo» V1, Y2 ezagutuz, ekuaziotik abiatuz

Y6 =y +0=1

y =y +0,1=1,1103+0,1=1,2103;
Vo = yy +0,2 =1,2426 + 0,2 = 1,4426;
Ayg = 0,2103;

Ay, =0,2323;

Ayg = 0,0220

aurkitzen ditugu.
Lortutako balioekin ondoko taula osatzen dugu:

X y y' Ay' AZy'
x9=0 yo = 1,0000 yo =1

Ay, =0,2103

x;=0,1 y;=1,1103 | y =1,2103 A%y, =0,0220
Ay, =0,2323

x=0,2 ¥,=1,2426 | y, =1,4426 A%y, =0,0228
Ay, =0,2551

x3=0,3 y3=1.3977 | y3=1,6977

x4=04 y4=1,5812
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(12) formularen bitartez y;,

0.1 0.1 —5-—(? -0,0220 =1,3977

y3 =1,2426 + T 1,4426 + N 0,2323 +

aurkitzen dugu. Aurki ditzagun orain, y'3, Ay'2, Azyi balioak. (1) formula berriro

erabiliz y, ateratzen dugu:

0,1 5
v4 =13977 + % -1,6977 +7’ -0,2551 +E-0,1-O,0228=1,5812.

Emandako ekuazioaren soluzioaren adierazpen zehatza
y=2e" —x-1

da. Hortaz, y,—g4 =204 -0,4-1=1,5836. Errore absolutua 0°0024 da; errore

erlatiboa 0,0024

=0,0015 = %0,15. (y4-ren errore absolutua, Euler-en metodoaren bidez

b

kalkulatua, 0,06 da; errore erlatiboa 0,038 = %3,8).

2. Adibidea. Aurkitu, xg=0 baliorako yy=0 hastapen-baldintza betetzen duen
eta

y=y? 412

ekuazioaren soluzio den funtzioaren balio hurbilduak. Determinatu soluzioaren balioak
x=0,1; 0,2; 0,3; 0,4 balioetarako.
Ebazpena. Aurki ditzagun
yo=02+0%=0,
Yeeo = (23y'42) =0,
" _ 2 " -
V=0 —(2y +2yy +2) o =2.

X=

(4) eta (4') formulen arabera,
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_(0,1)°
Y

0,2y
Y

Y :2=0,0003,  y; .2=0,0026

lortzen ditugu. Ekuaziotik
Yo =0, y =0,0100, y, =0,0400

aurkitzen ditugu.

Datu horietan oinarrituz hasiko gara taula eraikitzen; gero, (12) formula erabiliz,
y3 eta ys-ren balioak determinatuko ditugu.

X y Y Ay A%y
19=0 ¥0=0 ¥ =0
Ayp =0,0100
x1=0,1 y1=0,0003 | y =0,0100 A2y, =0,0200
Ay, =0,0300
X=0,2 ¥2=0,0026 | y, =0,0400 A%y, =0,0201
Ay, = 0,0501
3=0,3 y3=0,0089 | y;=0,0901
x4=0,4 y4=0,0212
Horrela,

0 1 5
y3 =0,0026 +—%~0,0400 +O—é—o0,0300+5-0,1‘0,0200=0,0089,

Oil -0,0901 + % -0,0501 + -155 -0,1-0,0201=0,0212

y, =0,0089 +

dauzkagu. Ohar gaitezen y4-ren lehenengo lau zifra zehatzak y,=0,0212 direla.

(Emaitza hori beste metodo zehatzagoak eta errorearen balioztapena erabiliz erdiets
dezakegu).
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§ 34. Lehen ordenako ekuazio diferentzialezko sistemen

integrazio-metodo hurbildua

§ 32 eta § 33 ataletan analisaturiko ekuazio diferentzialen integrazio hurbilduen
metodoak lehen ordenako ekuazio diferentzialezko sistemak ebazteko ere aplika ditzakegu.
Azter dezagun hemen ekuazio-sistemak ebazteko erabiltzen diren diferentzien metodoa.
Analisa dezagun ondoren bi funtzio ezezagunetako bi ekuaziozko sistema bat.

Bilatu
Lo oo, M)
d.
_Z:fZ(X’y’Z) (2)
dx

ekuazio-sistemaren soluzio diren eta x=xy denean y =y, z =z hastapen-baldintzak
betetzen dituzten funtzioak.
Determina ditzagun argumentuaren xq, Xy, Xp, ..., Xg, Xp4p, ..., X, balioei

dagozkien y eta z funtzioen balioak. Izan bedi, berriro,
Xk+1‘Xk =Ax=h (k=0,1,2,...,}’l““1). (3)
Izenda ditzagun funtzioen balio hurbilduak

Yoo Yis o5 Yks Yit+l> +os Yn
eta

205 Z1y --ey Zhs Zjgls voos Zps

hurrenez hurren. Idatz ditzagun § 33 ataleko (12) itxurako formula errekurrenteak:

hoooh 5 5.
SVt =yt Ay +—hA Yy, ,, 4
Vit = Vet 7Vt S A o M k-2 4
h o h 5 92
Zrg =Zp+—z,+—Azp_ +—hAz, 5. 5
N T S P k=2 (5)

Formula horiek erabiltzeko, emandako yq eta z balioez gain yq, y2, 2}, zo balioak ere

ezagutu behar dira. Balio horiek § 33 ataleko (4) eta (4") formulen bitartez kalkulatuko
ditugu:
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‘ 20 53
=y9 + =Yg+ — Yo +— Yo,
Y1=Yo 1Yo 2}’0 3!YO
L, 2h ,+(2h)2 ~+(2h)3
Y2 =X "-1 Yo —2 Yo —3! Yo
, 2 K.
1=z +—z9+—zp +—12p,
1=ttt 5%

Zy =12 -4-zﬁz'+(2h)2 z"+(2h)3
ITRT 0T Ty 0Ty 0

e 1

Formula horiek aplika ditzakegu yb, yg), Yoo Z0s za, ZO balioak ezagutuz
gero. (1) eta (2) ekuazioetatik

Yo = filxg,¥0,20),  Zo = f2(x0.¥0.%0)

aterako ditugu. (1) eta (2) ekuazioak deribatuz eta x,, yy, Zg, y‘o, zb balioak sartuz
gero

oy =T A
Yo =(y )x:xo—[8x+ayy+azz o

0

Za = (Z")x=x0 = [

?&.}.ﬁy'_}.aﬁz'
x T e ).

=X,

lortuko ditugu. Behin gehiago deribatuz gero )’0 eta 20 erdietsiko ditugu. yy, y2, zy, 22
ezagutuz emandako (1) eta (2) ekuazioetatik

S , Cs . L
Vi Y2, 21, 22, Ayg, Ayy, A%y, Az, Azp, ATzg

aterako ditugu, ondoren taula eraikitzen has gaitezke.
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X y y' Ay | A% z 7 A7 | A
X0 Yo Yo Z0 20
Ayy Azg
, — : ,
xq yi Vi A%y z1 z) Az,
Ay, Az
, — : =
x2 V2 ) A"y 53 ) A"z
Ay Az
X3 V3 Y3 Z3 3

181

(4) eta (5) formulen bitartez y3 eta z3 aurkitzen ditugu, eta (1) eta (2)

ekuazioetatik y'3 eta zé aterako ditugu. Ay'2, A2yi, Az,, Azzl determinatu eta gero,

(4) eta (5) formulek, berriro, y4 eta zs kalkulatzen lagunduko digute, e.a.,

Adibidea. Bilatu

y'=z, z'=y

sitemaren soluzioen balio hurbilduak, hastapen-baldintzen arabera xg=0 denean zp=1
eta yp=0 badira. Kalkulatu soluzioen balioak x=0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 balioetarako.

Ebazpena. Emandako ekuazioetatik
Yo =2x=0 =L,
20 = Yy=0 =0
aterako ditugu. Ekuazio horiek deribatuz
Y0 = (3")x=0 = (=0 =0,
20 =(2") =0 = (V)= =1,

[RX]

yo =(y ))C:O:(Z”)x:o :15
20 = (z"")x=0 = (y=0 =0

aurkitzen ditugu. (4) eta (5) itxurako formulak erabiliz
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lortzen ditugu. Emandako ekuazioen arabera

daukagu.

2 3
1
w0420 OD7 0 L OD b 002,
1.2 !
2 3
=04 22 027 5 O27 5016,
1-2 3!
2 3
1
zl=l+%‘0+(0’l) -1+(0’) -0=1,0050,
1 1-2 3!
0,2 =~ (0,2° = (0,2)°
22:1+—-0+( ) .1+( ) -0=1,0200
1 3!
y; =1,0050, ¥y =1,0200,
2, =0,1002, z, =0,2016,
Ayg = 0,0050, Azy =0,1002,
Ay, = 0,0150, Az =0,1014,
Ay, =0,0100, Azy =0,0012

Orain, taularen lehenengo bost zutabeak beteko ditugu:

x y y Ay’ AZy'
x0=0 y0=0 Yo =1

Ayg = 0,0050

x;=0,1 y1=0,1002 | y =1,0050 A%y, =0,0100
Ay; =0,0150

x=02 ¥2=02016 | y, =1,0200 A%y, =0,0109
Ay, =0,0259

x3=0,3 ¥3=03049 | y;=1,0459

x4=04 y4=0,4117
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X z 4 Az A
xp=0 z0=1 26 =0
Azg = 0,1002
x;=0,1 21=1,0050 | z; =0,1002 A%z5 =0,0012
Az =0,1014
% =0,2 7=10200 | z,=0,2016 A%z, =0,0019
Az, =0,1033
x3=03 73=1,0459 | z3=0,3049
x4=04 24=1,0817
(4) eta (5) formulen bidez
0,1 5

y3 :0,2016+T

2210200+ 21 12016 + 21 0.1014 +
3 1 2

0,1

-1,0200 + % -0,0150 +

0

kalkulatzen ditugu, eta, analogoki

0

5

E'O,l -0,0100 = 0,3049,

—-0,1-0,0012 =1,0459
12

0,1 ,1
Ya =0.3O49+T-1,0459+—5—-0,0259+%~0,1-0,0109=0,4117,

z4 =1,0459 +
1

0,1

~O,3049+0—2’1—~O,1033+%-0,1-0,0019 =1,0817.

Nabaria da, hastapen-baldintzak betetzen dituzten emandako ekuazio-sistemaren

soluzio zehatzak

1 _
y=—(e*—e™), z

1 . :
E(e)‘ +e )

direla. Horrexegatik, soluzioen lehenengo lau zifra zehatzak
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1
Vg = —;—(60’4 - 9"=0,4107, z,= E(e0’4 +e %) =1,0811

dira.

Oharra. Ordena handiagoko ekuazioak eta horietaz osatutako sistemak, sarritan,
lehen ordenako ekuazio-sistema bilakatzen direnez gero, azaldutako metodoa esandako
problemen ebazpenari ere aplika lekioke.

Ariketak

Frogatu hautazko konstanteen menpe dauden ondoko funtzioek dagokien ekuazio
diferentziala betetzen dutela:

Funtzioak Ekuazio diferentzialak
l. y=sinx—1+Ce 5", ﬂ+ycosx:i'sin2x.
X 2
2
2. y=Cx+C-C2, (ﬂ) ——dl—xﬂ+y=0
dx dx dx
2
d d
3. y2:2Cx+C2, y[—y) +2x—y-—y=0.
dx X
4 2—sz_ic_ 1—(ﬂj2 —(xz—yz—az)ﬂ
Y 1+C’ Y dx dx’
C, ¥y  3d%
5. y=Cix+—=+C3, —_—t ——==0.
Y ! X 3 a3 x di?

ex d 2 dy

kx Y 2., _
6.y=(C1+C2X)€\+(k_1)2, dx—z——zk_d_;-'-k y=e".
. . 2
7. y___Cleaarcsmx +C2e—aarcsmx’ (1_x2)d_;’_x_dz_a2y___0'
dx X



8. y=—1+(y,
X

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.

22.

23,
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C &’y 2d
1 4y, ey _

0.
dx2 x dx

Integratu ondorengo aldagai banangarrietako ekuazio diferentzialak:

. ydx — xdy=0. Emaitza: y=Cx.

(I+uyvdu+ (1 -vudv=0. Em.: lnuv+u-v=_C.
I+ y)dx—(1-x)dy=0. Em.: 1+y)(1-x)=C.

r+x X
+In—==C.
tx t

2

dx
(1? —xtz)—d—+x +tx2=0. Em.:
t

1
(y—a)dx + x> dy=0. Em.: (y —a)=Ce~.

zdt — (1 —a*)dz=0. Em. 2a-clz@
t+a

dx  1+x? y+C

—:——2, m.. x=——m—.

dy 1+y 1-Cy

(1+s2)dt =t ds=0. Em.: 2+t — arctans = C.

dp+ptan0d0=0. Em.: p=Ccosé.

sin@cospdb —cosB singpdp=0. Em.: cosp=Ccosb.
sec? 6tan(pd0+sec2 ptanO8de =0. Em.: tanf@tang =C.

2 2 _ . ein2 02 =
sec” Otan @dep + sec” ptan8dO =0. Em.: sin“ 8 +sin” ¢ =C.
(1+x2)dy— l—y2 dx=0. Em.: arcsin y —arctanx =C.
V1-x2 a’y—vl—y2 dx=0. Em.: y\/l—x2 - X l—y2 =C.

3¢* tan ydx + (1 - ¥ )sec® ydy=0. Em.: tany = C(1 —e*).

185
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
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(x— yzx)dx +(y - x2y)dy =0. Em.: x* + y2 = x2y2 +C.
Ekuazio diferentzialen eraikuntzari buruzko problemak:

Frogatu, puntu bakoitzeko ukitzailearen malda ukitze-puntuaren abzisaren
proportzionala duen kurba parabola dela. Em.: y=ax2+C.

Bilatu (0,-2) puntutik igarotzen den eta puntu bakoitzeko ukitzailearen koefiziente
angeluartzat puntuaren ordenatua hiru unitatetan handitua duen kurba. Em.: y=e*-3.

Bilatu (1,1) puntutik igarotzen den eta puntu bakoitzeko ukitzailearen koefiziente
angeluarra, puntu horren ordenatuaren karratuaren proportzionala daukan kurba.

Em.: k(x-1) y-y+1=0.

Bilatu, puntu bakoitzeko ukitzailearen koefiziente angeluarra, puntu hori koordenatu-
-jatorriarekin lotzen duen zuzenaren malda baino » aldiz handiagoa daukan kurba.
Em.: y=Cx".

Marratu (2,1) puntutik kurba bat, edozein puntutako ukitzailea puntu hori eta
koordenatu-jatorria lotzen dituen zuzenaren norabidearekin bat etor dadin.

1
Em.: y:Ex.

Bilatu, koordenatu polarretan, kurba baten ekuazioa, bere puntu bakoitzean, erradio
bektoreak eta kurbarekiko ukitzaileak osatutako angeluaren tangentea erradio
bektorearen alderantzizkoa eta zeinuz aldatua izan dadin. Em.: n(8+C)=1.

Bilatu, koordenatu polarretan, kurba baten ekuazioa, bere puntu bakoitzean, erradio
bektoreak eta kurbarekiko ukitzaileak osatutako angeluaren tangentea erradio
bektorearen karratua izan dadin. Em.: r2=(8+ C)2.

Frogatu bere normal guztiak puntu finko batetik pasatzen direneko propietatea
betetzen duen kurba zirkunferentzia dela.

Bilatu bere puntu bakoitzean, azpiukitzailearen luzera abzisaren bikoitza daukan kurba.

Em.: ysz/;
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34. Bilatu erradio bektorea ukitze-puntu eta Ox ardatzaren artean dagoen ukitzailearen
luzeraren berdina daukan kurba.

Ebazpena. Problemaren hipotesiaren arabera l\/ 1+ y’2 = \/ X+ y2 dugu, nondik
y

d dx .
@ i—)‘— ateratzen bait da.
y X

. . c
Integratuz, bi kurba-familia lortzen ditugu: y=Cx eta y=—.
X

35. Newton-en legearen arabera aire librean dagoen gorputz baten hozte-abiadura
gorputzaren eta ingurugiroaren tenperaturen arteko diferentziaren proportzionala da.
Izan bedi 20°C airearen tenperatua; gorputza 100°C-tik 60°C-ra hozten da 20
minututan. Zenbat denbora beharko da gorputzaren tenperatura 30°C-raino jaitsi arte?

L . dar

Ebazpena. Problemaren ekuazio diferentziala —d—=k(T—20) da. Integratuz,
t

T —20=Ce" aurkitzen dugu; T =100 da =0 denean eta T=60 =20 denean;

1
orduan C = 80; 40 =Ce*%%, ¢ =sz°, hortaz T=20+80+(%)20. T=30

eginez ¢ =60 min lortzen dugu.

36. Zenbat denbora, T, behar da erpineko angelua d=60° eta 10 cm-ko altuera dituen
onil koniko bat, bere hondoan dagoen 0,5 cm? ko zilo batetik isuritzeko.
Ebazpena. Kalkula dezagun bi metodo desberdinen bidez ¢ eta ¢+ Ar aldiuneren
tartean isuritako ur-bolumena. Txorroaren v abiadura konstante izanik, segundu batean

0,5 cm? oinarriko eta v altuerako ur-zilindro bat isuriko da. Ar denboran dv

bolumeneko ura isuriko da, —dv = -0,5vdt = —0,3/2gh dt1®) izanik.

18) Gainazal libre batetik # distantziara dagoen zilo batean zeharko ur-txorroaren v abiadura

v=0,64/2gh formulak ematen digu, non g grabitatearen azelerazioa bait da.
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Beste aldetik, irteera dela eta, uraren altuerak dh gehikuntza negatiboa hartzen du, eta

isuritako ur-bolumenaren diferentziala —dv = mr>dh = %(h + 0,7)2 dh da. Horrela,

%(h + 0,7)2dh =—0,34/2gh dt daukagu, nondik

t=0,0315(107% = 1¥%)+0,0732(10%% - 1¥?)+0,078(~/10 — /h)
lortzen bait dugu.
h=0 eginez, huste-denbora 7=12,5s. lortzen dugu.

37. Likido baten barruan biratzen den disko baten gaineko marruskaduraren eragina @
errotazio-abiadura angeluarraren proportzionala da. Bilatu denbora eta abiadura
angeluarraren arteko menpekotasuna, diskoaren abiadura minutu batean 100 bira

minutuko izatetik 60 bira minutuko izatera jeisten dela jakinik.

3!
Em.: wzloo(g) r.p.m..

38. Demagun maila batean, aire-zutabe baten presioa eguratsaren goi-geruzen presioak
baldintzatua dagoela. Bilatu presio eta altueraren arteko menpekotasuna, itsas mailan
1 kg/cm?2-ko presioa dagoen bitartean, 500 m-ko atueran 0,92 kg/cm2-koa dagoela
badakigu.
Oharra: Erabil dezagun Boyle-Mariotte-ren legea, zeinaren arabera, gas baten
dentsitatea bere presioaren proportzionala bait da. Problemaren ekuazio diferentziala

—0,00017h =0,00017h

dp=—kp dh da, nondik p=e¢ aurkitzen bait dugu. Em.: p=e

Integratu ondorengo ekuazio diferentzial homogenoak:

39, (y - x)dx+ (y+x)dy=0. Em.: y> +2xy—x*>=C.

40. (x+y)dx+xdy=0. Em.: x2+2xy=C.

41. (x+ y)dx+(y—x)dy=0. Em.: ln()cz+y2)l/2 — arctan 2 = C.
X

42. xdy — ydc=+x% +y* dx. Em.: 1+2Cy-C%x* =0.

43, 8y +10x)dx+(5y+7x)dy=0. Em.: (x+y)2(2)c+y)3 =C.
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.
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Vit 2 C
(st —s)dt +1ds=0. Em.: te"*' =C edo s=tln"=.
t

(t—s)dt+tds=0. Em.: e’/ =C edo s=tln —C—
t

xyzdy:(x3+y3)dx. Em.: y=x 3/3In Cx.

e — vein? . - Yy _

xcos=(ydx + xdy)=ysin=(xdy — ydx). Em.: xycos==C.
X X X

Integratu ondoko ekuazio diferentzial homogenogarriak:
By-Tx+Tdx—-Bx-=Ty-3)dy=0. Em.: (x+y—l)5(x—y—1)2 =C.
(x+2y+1)dx—(2x+4y+3)dy=0. Em.: In(4x+8y+5)+8y—-4x=C.

4y+5_
2x-3

C.

(x+2y+1)dx—(2x-3)dy=0. Em.: In2x-3)-

Determinatu kurba bat, zeinen azpinormala kontsideratutako puntuaren abzisa eta

ordenatuaren batezbesteko aritmetikoa bait da. Em.: (x — y)z(x +2y)=C.

Determinatu ukitzaileak, Oy ardatzaren gainean, tartean hartutako zuzenkiaren eta
erradio bektorearen arteko arrazoia konstante daukan kurba.
Ebazpena. Problemaren hipotesiaren arabera

dy
Y
Y dx

\X2+y2

m m
2
dugu, nondik [ij - (gj == ateratzen bait da.
C X X

=m

Determinatu normalak, Ox ardatzaren gainean, tartean hartutako zuzenkiaren eta
erradio bektorearen arteko arrazoia konstante daukan kurba.

Ebazpena. Hipotesiaren arabera
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betetzen da, hortik x4+ y2 = mz(x -C )2 ateratzen da.

54. Determinatu ukitzaileak, Oy ardatzaren gainean, tartean hartutako zuzenkia asec @

duen kurba, non € erradio bektoreak eta Ox ardatzak osatutako angelua bait da.

Ebazpena. tan 0= A denez eta, hipotesiaren arabera,
X

d
y—x—y:asece
dx

dugunez

A eyt

- X
Y dx X

topatuko dugu eta hortik

55. Determinatu kurba bat, zeinen puntu batetik marratutako normalak, ordenatu-

-ardatzaren gainean, tartean hartutako zuzenkia, puntua eta koordenatu-jatorriaren
arteko distantziaren berdina bait da.

. . X
Ebazpena. Oy ardatzaren gainean, normalak tartean hartzen duen zuzenkia y+ —
¥

da; hipotesiz
¥
y+==yx? +y?
y

daukagu, nondik =C (2y + C) aterako bait dugu.
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56. Bilatu izpilu baten itxura, O puntu batetik ateratzen diren izpi guztiak emandako

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

norabide batekiko paraleloki islada ditzan.

Ebazpena. Egoki dezagun emandako norabidea Ox ardatzarekin eta izan bedi O
jatorria. Izan bitez OM izpi erasotzailea, MP izpi isladatua eta MQ bilatzen
dugun kurbarekiko normala:

oa=f; OM=0Q, NM =y,

d’
NQ=NO +0Q =—x ++x* +y? =yoot B=y—=,
X

nondik ydy=(-x+ Vi + y2 )dx lortzen dugun eta integratuz y2 =C* +2Cx

izango dugu.

Integratu ondoko ekuazio diferentzial linealak:

2
y'——ilz(xﬂ)? Em.: 2y=(x+D* +C(x + D2
X+

+1 1

y'—aZ:x . Em.: y=Cx* + S

X X l-a a
(x-xz)y'+(2x2—l)y—ax3:O. Em.: y=ax+Cx\/]—x2.

ds . .
d—cost+ss1nt= 1. Em.: s=sint + Ccost.
t

ds 1 . . —si
d—+scost:55m2t. Em.: s=sint—1+Ce S 7,
't

y'—ﬁyzexx”. Em.: y=x"(e* +C).
X

y'+£y=—a—. Em.: x"y=ax+C.
X x"

1 .
y'+y=—. Em.: e'y=x+C.
e
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65.

66.

67.

68

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.
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1

1-2 -
Xy —1=0. Em.: y=x2(1+Ce").

X2

y'+

Integratu Bernoulli-ren ekuazioak:
y+xy=x>y}. Em.: V22 +1+ ce* y=1
(1- xz)y'—xy - aAyZ =0. Em.: (C\/I——x7 -a)y=1
3y?y'—ay’ —x-1=0. Em.. @’y =Ce™ —a(x+ 1)~ 1.

1, I
-y o
y’(x2y3+xy):l. Em.: x (2—y2)e2 +Cl=e? .

(ylnx —2)ydx=xdy. Em.: y(Cx+Inx+1)=1

tanx +sec x

y—y‘cosx:yzcosx (1—-sinx). Em.: y=—:
sinx+C

Integratu ondorengo ekuazio diferentzial totalak:
3

(x> +y)dx +(x—2y)dy=0. Em.: %—erx—yz =C.

(y—3x2)dx—(4y—x)dy=0. Em.: 2y2 —)cy~i-)c3 =C.

(y3 —-x)y'=y. Em.: y4 =4xy+C.

2 2
J 3 L dx + 12 5= |dy=0. Em.: mY-—2 =c.
(x=y)" X y o (x=y9) X x-y

2(3ch2 + 2x3)dx + 3(2x2y + y2)dy =0. Em.: x* + 3x2y2 + y3 =C.

dx +(2x +y)d :
o +(“;y)y=o. Em.: In(x+y)— ——=C.
(x+) x+y
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2

1 3 2yd
78 | =+ 2 =222 Em. x2+y2=Cx3.

2 4 3

X X X

2 2
79 LDV Ao g 2,

(x=y) X=y
80. xdx+ydy=2)—d§—_£2d—y. Em.: x2+y2—2arctan£=C.

x“+y y

81. Aurkitu ondoko propictatea betetzen duen kurba: bere edozein puntu eta koordenatu-
-jatorriaren arteko distantziaren karratuaren eta aipatutako puntuko normalak abzisen
ardatzaren gainean tartean hartzen duen zuzenkiaren arteko biderkadura puntu horren

abzisaren kuboa da. Em.: y2(2x2 + yz) =C.

82. Aurkitu ondoko kurben inguratzailea:

a) y:Cx+C2. Em.: x2+4y=O.
b) y:%+C2. Em.: 27x2=4y3.

X

c) C—-C%=2. Em.: 27y=x3.

d) C’x+Cy—1=0. Em.: y* +4x=0.

e) (x—C)3+(y—C)2=C2. Em.: x=0; y=0.
) (x-C)2+y2=4C. Em.: y2=4x+4.

g) (x=CO)?+(y-C)* =4. Bm.: (x-y)* =8.
hy Cx2+C%y=1. Em.: x* +4y=0.

83. Zuzen bat desplazatzen dencan koordenatu-ardatzen gainean tartean hartzen dituen
zuzenkien batura a konstante mantentzen da. Idatzi zuzen-sorta horren

inguratzailearen ekuazioa. Em.: x4 yl/ 2 =412 (parabola).

84. Aurkitu zuzen-sorta baten inguratzailea, zuzenen gainean koordenatu-ardatzek a luzera

konstanteko zuzenki bat hartzen badute tartean. Em: x> + y2/ 3=4%8.
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85. Aurkitu diametrotzat y2=2px parabolaren ordenatuen bikoitza duten

zirkunferentzien sortaren inguratzailea. Em.: y2 =2p (x + gj

86. Aurkitu, zentruak y2 =2px parabolaren gainean dituzten eta parabola horren

erpinetik pasatzen diren zirkunferentzien sortaren ingurutzailea.

Em.: x° + yz(x +2p) =0 zisoidea.

87. Aurkitu zirkunferentzien sortaren inguratzailea, zirkunferentzien diametroak Ox

ardatzarekiko elkartzut diren b2x* + y2 =g°b* elipsearen kordak badira.
2 2
Em.: 2_)6__2_ + y_2 =1
a+b” b

88. Aurkitu x*h% +a? y2 =a’b? elipsearen eboluta, bere normalen inguratzaile bezala.

Em.: (ax)z/3 + (by)?‘/3 = (02 - b2)2/3-

Integratu ondorengo (Lagrange-ren) ekuazioak:

c 2 20-p°
89. y=2xy'+y?. Em.: x=—%—=p; y=—"t.
3p2 3 3p

90. y=xy?+y”. Em.: y=@x+1+0C)?. Soluzio singularra: y = 0.
9L y=x(1+y)+ ("2 Em.: x=Ce™? =2p+2; y=C(p+1)e P - p* +2.
92. y=yy'2+2),y'. Em.: 4CX=4C2—y2.

93. Aurkitu normal konstantedun kurba. Em.: (x - C )2 + y2 =a°.

Soluzio singularra: y = ta.

Integratu Clairaut-en ekuazioak:

94. y=xy'+y'—y'2. Em.: ysz+C—C2. Soluzio singularra: 4y:(x+1)2.
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95. y=xy'+yl- y'2 . Em: y=Cx+vl- C?. Soluzio singularra: y2 ¥t =1

96. x=xy'+y'. Em.: y=Cx+C.

1 1
97. y=xy'+—. Em.: y=Cx+ pat Soluzio singularra: y2 =4x.
}!

1 1 Lo 3
98. y=xy'=—. Em.: y=Cx ——. Soluzio singularra: y~ =—-—x~.

99. Bilatzen den kurba baten ukitzaileak eta koordenatu-ardatzek osatutako triangelu baten

azalera magnitude konstantea da. Aurkitu kurba hori. Em.: 4xy == a? hiperbola

aldeberdinak. Horrez gain, y=Cx * a\JC sortako edozein zuzen.

100. Aurkitu kurba bat, non koordenatu-ardatzen artean mugatutako ukitzaile-zuzenkiak a

aC

\/1+C2'

luzera konstante bait dauka. Em.: y=Cx £

Soluzio singularra: x4 y2/3 =a%3.

101. Aurkitu kurba bat, non bere ukitzaileek koordenatu-ardatzen gainean, tartean hartzen

2aC

dituzten zuzenkien batura 2a bait da. Em.: y=Cx — —c

Soluzio singularra: (y — x — 2a)? =8ax.

102. Aurkitu kurba batzu, non edozein ukitzaileren eta emandako bi punturen arteko
distantzien biderkadura konstante bait da. Em.: elipseak eta hiperbolak (ibilbide
ortogonalak eta isogonalak).

2

103. Aurkitu y=ax" kurben sortaren ibilbide ortogonalak. Em.: x“ + ny2 =C.

104. Aurkitu y2:2p(x—(x) parabola-sortaren ibilbide ortogonalak, (o sortaren
X

parametroa da). Em.: y=Ce 7.
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107.
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Aurkitu  x% - y2 = kurba-sortaren ibilbide ortogonalak (a parametroa da).

Em.: y=£.
X

Aurkitu  x2 +y2 =2ax zirkunferentzi sortaren ibilbide ortogonalak. Em.:

y=C (x2 + y2) zirkunferentziak.

Erpinak emandako zuzen batean dituzten parabola berdinen ibilbide ortogonalak
aurkitu. Em.: parabolen parametroa 2p bada eta emandako zuzena Oy bada,

. . 22 .
ibilbideen ekuazioa y+ C = E \Xi P2 izango da.
p

3

Aurkitu y2 = zisoideen ibilbide ortogonalak.

a—x

Em.: (x? +y*)? =C(y? +2x%).

Aurkitu (x% +y%)? = (x? - y?)a® lemniskaten ibilbide ortogonalak.

Em.: ()c2 + y2)2 = Cxy.

110. Aurkitu x2 = 2a(y — x+/3) kurba-sortaren ibilbide isogonalak, non a parametro

aldakorra bait da, sortaren kurbek eta bere ibilbideek osatzen duten @ angelu
konstantea 60°-koa bada.

C e . 2
Ebazpena. Lor dezagun sortaren ekuazio diferentziala, y'= 2y V3, eta ordezka
X

T —_ t ' —
dezagun y', g= e adierazpenaz. w=060° bada, ¢ = J daukagu,
1+y'tanw +4/3y
-3 2 L .
eta y_\/>_ == _ V3 ckuazio diferentziala lortzen dugu. y2 =C(x— yx/g )
1+ V3 ox

integral orokorrak bilatutako ibilbide-sorta ematen du.
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112.
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114.

115.

116.

117.
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Aurkitu y2=4Cx parabola-sortaren ibilbide isogonalak, ® =45° denean.

2y—x
—— arctan y

Em.: y? —xy+2x2 =CeV T

Aurkitu y=Cx zuzen-sortaren ibilbide isogonalak, @=30°, 45° denean.

2+/3 arctan z
kiribil logaritmikoak.

2 arctan=—
x“t+y =e *

y=Ce* + Cre”*. Ezabatu C; eta Cp. Em.: y"—y=0.
1 2

Idatzi plano bereko zirkunferentzia guztien ekuazio diferentziala.

Em.: (1+y2)y""=3y y2=0.

Idatzi kurba zentrudun guztien ekuazio diferentziala, beren ardatz nagusiak Ox eta
Oy ardatzekin bat datozelarik. Em.: x(yy"+y?)—y'y=0.

(XX}

Izan bitez y'''~2y"—y'+2y = 0 ekuazio diferentziala eta y = Cje® + Coe™* + C3e>*
bere soluzio orokorra:
1) egiaztatu emandako familia benetan soluzio orokorra dena;

2) aurkitu soluzio partikularra, x=0 denean y=1, y'=0, y"=-1 badugu.

1
Em.: y= g(9e‘x +e " — 462y,

1 2
Izan bitez y"= o ekuazio diferentzialaeta y =% 3 (x+QG )y 4+ C, bere soluzio
y

orokorra:
1) egiaztatu emandako familia benetako soluzio orokorra dena;

2) aurkitu (1,2) puntutik igarotzen den kurba integrala, puntu horretako ukitzaileak
Ox ardatzaren norantza positiboarekin 45°ko angelua osatzen badu.

Em.: y=—§-\/x—3+%.
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Integratu bigarren ordenako ondorengo ekuazioak, lehen ordenako ekuazio bihur
daitezkeenak:

118. xy'"'=2. Em.: y=x21r1x+C1x2+C2x+C3; idatzi x=1; y=1;y'=1; y"=3

hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra.

+
m!xm n

119. y =x™. Em.: yzm

+Cx" 4G X + G

120. y'=a’y. Bm.: ax=1In(ay ++a>y* +C;)+C, edo y=Ce™ +Cre™™.

121, y'=5. Em.: (Cx+Cy)2 =Cy* —a.
y

122-125 ariketetan, x=0, y=-1, y'=0 hastapen-baldintzak betetzen dituen
soluzio partikularra idatzi:

122. xy"=y'=x%e*. Em: y=e*(x - 1)+ C x> +C,.

Soluzio partikularra: y=e*(x —1).

123. yy"—(y')2 +(y')3=0. Em.: y+Cjlny=x+C,. Soluzio partikularra: y = -1.

1
124. y"+y'tanx =sin2x. Em.: y=C +Clsinx—x—55in2x.

Soluzio partikularra: y =2sin x —sinxcosx — x —1.

125. (") +(y)? =a®. Em.: y=C, —acos(x +C)).
Soluzio partikularrak: y=a—1—acosx; y=acosx—(a+1).

(Oharra: Era parametrikoan y"=acost, y'=asint).

1 2
126. )’”27. Em.: y=i§(x+cl)3/2+C2.
y

127. y"'=y"2. Em.: y=(( —x)[ln(Cl —x)—l]+C2x+C3.
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135.

136.

137.

138.
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Yy =3y"2=0. Em.: x=Cpy* +Coy+Cj.

Integratu ondoko koefiziente konstantedun ekuazio diferentzial linealak:

X

y'=9y. Em.: y:Cle3"'+C2e—3 .
y'+y=0. Em.: y=Acosx+ Bsinx.

y'=y'=0. Em.: y=C| + Cye”.

y'+12y=7y. Em.: y=Cie?t + Cyett.
y'=4y'+4y=0. Em.: y=((C +C2x)ez"'_
y'+2y'+10y=0. Em.: y=¢ "(Acos3x + Bsin3x).

—3+xﬁx ~3—WX
y'+3y'-2y=0. Em.: y=Cle 2 +Che 2

4y"—12y'+9y = 0. Em y:(C1+C2x)e3X/2.
1
-=x
y'+y'+y=0. Em.: y=e 2 {Acos (@x]+3sin [—\/;xﬂ

Bi karga berdin malguki baten muturretik esegita daude. Aurkitu karga batek hartzen

duen mugimendua bestea askatzen bada. Em.: x = acos [ g t], non «a orekan

a

dagoen karga baten eraginaren menpeko malgukiaren luzapena bait da.

m masako puntu material bat, indarrak distantziarekiko proportzionalak dituzten bi
zentruek erakartzen dute. Proportzionaltasun-faktorea k da. Bi zentruen arteko
distantzia 2¢ da. Hasierako aldiunean, puntua bi zentruak lotzen dituen lerroan
dago, bere erdiko puntutik a distantziara. Hasierako abiadura zero da. Aurkitu

. 2k
puntuaren mugimenduaren legea. Em.: x =acos| ,/— 1 |.
m
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140. yIV —5y"+4y=0. Em.: y=Ce* + Cye™ + C3e>* + C4e™2".
141, y"'=2y"—y' 42y =0. Em.: y=Cje>* + Cye* + Cye ™.

142, y"'=3ay"+3a’y' =a’y =0. Em.: y=(Cy + Cyx + C3x>)e™.
143. yV —4y"'=0. Em.: y=C| + Cyx + C3x° + Cqe** + Cse ™.

144. yV +2y"49y=0. Em.: y=(C;cos V2x + Cysin \2x)e ™ +
+(C3 cos \2x + Cysin v2x)e”.

145. yV —8y"+16y=0. Em.: y=Cje** + Cre 2" + Cyxe® + Cyxe ™",

X
146. yY +y=0. Em.: y=e*/§[C cos =
y y y 1 72

.X
+Czsm—J+

V2

X

) X X
+e Cyco8 —+ Cy8In — |.
(3 N ﬁ)

147. yIV - a4y =0. Aurkitu soluzio orokorra eta x5 =0, y=1, y'=0, y'= -a?,
y""'= 0 hastapen-baldintzak betetzen dituen soluzio partikularra.

ax

Em.: Soluzio orokorra: y=Cje™ + Coe™ ™ + C3cosax + Cysinax.

Soluzio partikularra: yy =cosax.

Integratu ondorengo ekuazio diferentzial lineal ez-homogenoak (aurkitu soluzio

orokorra):
12x+7
148. y'=7y'+12y=x. Em.: y=Cje>* + Cye** + al
144
_ r+1
149. s"—a’s=t+1. Em.: s=Ce” + Cye™% - —5
a

oy 1 .
150. y"+y'—2y =8sin2x. Em.: y=Cje* + Cye -3 (6sin2x + 2cos 2x).

151, y"—y=5x+2. Em.: y=Cie* +Che™" = 5x-2.
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t

152. s"-2as'+a*s=e'(a#1). Em.: s=Ce” + Cyte™ +

(a-1>
" ' 2x ~-X —Sx l 2x
153. y"+6y'+5y=e"". Em.: y=Cle " +Cye +~2—1e )
¢ 1
154. y"+9y =6¢**. Em.: y=Clcos3x+Czsin3x+§e3x.

155. y"'=3y'=2—6x. Em.: y=C| + Cye>* +x2.

156. y'—2y'+3y=e¢*cosx. Em.: y=e"(Acos \2x + Bsin v2x) +
g—x
.I_

(5cosx —4sin x).

157. y"+4y=2sin2x. Em.: y=Asin2x+Bcost—§ cos2x.

158. y'"'—4y"+5y' 2y =2x+3. Em.: y=(C; + Cyx)e’ + C3¢** —x — 4.

159. ¥V —a*y=5a%"sin ax. Em.: y=(C, —sinax)e™ + Cye™® +
+ C5cosax + Cy4 sinax.

160. ¥ +24°y"+a*y=8cosax. Em.: y=(C; + Cyx)cosax +
2

. X
+(C5 + Cyx)sinax —- —5 cosax.
a

161. Aurkitu M(xg,yo) puntutik igarotzen den eta puntu horretan y=ax zuzenarekiko

ukitzaile den y" +k? y=0 ekuazioaren kurba integrala.

Em.: y=y,cos k(x—x0)+%sin k(x—xg).

162. Aurkitu, x=0 denean y=a, y'=C hastapen-baldintzak betetzen dituen

y”+2/1y'+n2 y =0 ekuazioaren soluzioa.
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_ C+ah .
Em.: A<n denean, y=¢ "l g cos \/nz—hzx+—2$m n? —hx ;

h=n denean, y= e_hx[(C +ah)x +al;

h>n denean,

,_ Craths i ) A ) cvatn- i2 =) ~{relint)s

2Wh? - n? 2Vh? —n?

163. Aurkitu x=0, y=a,y'=C hastapen-baldintzak betetzen dituzten

y"+n2y = hsin px (p # n) ekuazioaren soluzioak.

C(n* - p*)—h h
ﬂ—usin nx + ———sin px.

Em.: y=acosnx+ 2) 3

n(n2 -p

164. 4 kg-ko pisu bat malguki batetik esegita dago, horren luzera zentimetro batez
luzatuz. Aurkitu pisu horren higiduraren legea, malgukiaren goiko muturrak
y=sin4/100g ¢, y luzapen bertikala izanik, legearen araberako oszilazio
harmonikoak egiten dituela suposatuz.

Ebazpena. Izan bedi x pisuaren koordenatu bertikala, pausagunetik neurtua;

4d’x
g dt?

da, hasierako baldintzetatik erraz ondoriozta daitekeen legez.

=—k(x — y—1) daukagu, / pausaguneko malgukiaren luzera izanik; £ = 400

d2
Hortik, d—; +100gx =100gsin +/100g ¢ +100/ ¢ dugu. Bila dezagun ekuazio
.dt

horren #(Cj cos +/100gt + C,sin /100 gr) + g itxurako integral partikular bat,

ekuazioaren bigarren ataleko lehenengo gaia ekuazio homogenoaren soluzioan
sartzen bait da.

165. 139. ariketaren hipotesiaren arabera, hasierako abiadura vy da eta bere norabidea
zentruak loten dituen zuzenarekiko elkartzut da. Aurkitu ibilbideak.
Ebazpena. Koordenatu-jatorritzat zentruak lotzen dituen zuzenkiaren erdiko puntua
hartuz, higiduraren ekuazio diferentzialak
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2. 2
md—;‘=k(c—x)—k(c+x)=-2kx, mdY ~ gy
dt d

t

idatziko dira. Hastapen-baldintzak, ¢ = O denean,

dy
x=a, —=0; y=0; ==y
y a0
dira.
Integratuz
2k m . 2k
X=aco8|— 1| Y=vg— sin| [—1
m 2k m
x? y2 2k
topatzen dugu, nondik — t— =1 (elipsea) aterako bait dugu.
a mv{

166. Hodi horizontal bat ardatz bertikalarekiko @ abiadura angeluar konstantez biratzen
da. Hodiaren barruan marruzkadurarik gabe deslizatzen den bola bat dago. Aurkitu
bolaren higiduraren legea, hasierako aldiunean, errotazio-ardatzean badago eta
hasierako abiadura (hodian zehar) vy badauka.

2. )

d
Oharra. Higiduraren ekuazio diferentziala d—; = @"r da. Hastapen-baldintzak:
t

d o
t=0 denean, r=0, . vo dira.
dt

v - .
Integratuz r = 2—0[60)’ +e w'] aurkitzen dugu.
®

Konstanteen aldakuntzaren metodoa erabiliz integratu ondoko ekuazio diferentzialak:

+ 5sinx + 7cosx

167. y"'=7y'+6y =sinx. Em.: y=Cje* + Cpe®* =

168. y"+y=secx. Em.: y=Ccosx+ Cysinx + xsinx + cos xIncos x.

1
169 y"+y=————=—. Em.: y=Cjcosx+C,sinx —4/cos2x.
cos2x4/cos2x ymH :



204

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.
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Integratu ondorengo ekuazio diferentzialak:

! [CH=Co) 4 p=Cie=Ca)y,

" !2
y'=y"+1. Em.: y=
) ’7og,
2 2
x“dy-y°-d
%ﬁzo. Em.: a4 =C.
(x—y) xX—y

y= xy‘2 +y'2 . Em.: y=(x+1+ C)z. Soluzio singularrak: y=0; x+1=0.

y'+y=secx. Em.: y=Cjcosx+C,sinx + xsinx +cosxIncos.x.
(1+x2)y'—xy—a:0. Em.: y=ax+C 1+x2.
d in-
y ) ) Sln*‘
XCOS — —— = yCOoS i—x. Em.: xe *=C.
X dx X

2x
" . Iy - e
y'—4y=e*sin2y. Em.: y=Ce 24 Czez'\ e

(sin2x + 2cos2x).

x}”+y—y2 Inx=0. Em.: (Inx+1+Cx)y=1
(2x+2y—1)dx+(x+y—2)dy=(). Em.: 2X+y—31n(X+y+l)=C.
3¢" tan ydy + (1 - e¥)sec? ydy. Em.: tany=C(1-e*)’.

Integratu hurrengo ekuazio diferentzialezko sistemak:

dx
dt
dituzten soluzio partikularrak bilatu.

Em.: y=Cje' +Cre™ —1, x=Cie' = Cre™ - 1.

y+1, o =x+1. t=0denean x=-2, y=0 hastapen-baldintzak betetzen

Soluzio partikularra: y#=e¢™" 1, x¥=-¢ ' - 1.
% =x—2y, Z—) =x-—y. t=0 denean, x=1,y=1 hastapen-baldintzak
t t

betetzen dituzten soluzio partikularrak bilatu.
Em.: y=Cjcost+ Cysint, x=(C +Cy)cost +(Cy —Cy)sint.

Soluzio partikularra: x*=cost —sint, y*=Cost.



182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

de dy
4—X——}+3x:smt,
dt dt
X
— + y =cost
d’y
Si=,
dt

at
d’x d
_2\+_y+x_e,’
dt dt
dr  d’y _
dt dr’
dy
2.y
dx Y
Eoy-3:
dx )
ﬂ+z=0,
dx

dz
—+4y=0
dx Y

dy

—+2y+z=sinx,
dx Y

dz
——4y-2z=cosx
dx Y
dx +
“r z,
dt Y

d
—y=r+z,
dt
dZ—x+
dt Y
d
41
dx z
dz 1
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Em

Em.:

1 s 1 3 1 4
=Cy —(C{+2C)t——(Cy = )t7 ==C3t” + —t
y=C4 —(Cy 3) 2(2 ) 3605,

Em

Em

Em

Em.:

Em.:

Tx= Cle" + Cze'Br,

y=Cre™ +3C,e + cost.

y=Ce' +Cye™" = Cycost — Cysint.

2 y=(Cp + Cyx)e 2,

1
x=C1+C2t+C3t2—gt

3

2=(Cy — € = Cyx)e ™.

i y=Cett + Cye
2= -2(Cie* +Cpe ).

2 y=C; +Cyx + 2sinx,
z==2C; = C,(2x +1)~3sinx —2cos x.

x=Cre "+ CzeZT,

y=Cye '+ CQeZI,

2=—(Cy +Cy)e™" + Cpe?l.

z= C2€C1x,
-Cx

=x+
RGN

2 x=Ce' +Che”" + Cycost + Cysint,

+eé,

205
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dy _x -
de yz’ Em.: ==,
190 Y
ﬁ:i Zyz_zxzzc
vy 2 o
Analisatu x=0, y =0 soluzioaren egonkortasuna ondoko ekuazio diferentzialezko
sistemetarako:
d -
K oox-3 y
191. g’ . Em.: ezegonkorra.
y
—=5x+6y
dt
dv.
S = 4x-10 y
192. ?f} . Em.: egonkorra.
L x=2y
dt
=125 +18y
193. d)’) . Em.; ezegonkorra.
—=-8x—-12y
dt
194. x=0 denean y=1 hastapen-baldintza betetzen dueneta y'= y2 + x ekuazioaren
soluzioa den funtzioaren balio hurbilduak kalkulatu. Aurkitu soluzioaren balioak
x=0,1;0,2; 0,3; 0,4; 0,5 balioetarako. Em.: y,_¢5=2,114
1 ‘ .
195. x=1 denean y=1 hastapen-baldintza betetzen duen y'+—y=e" ekuazioaren
X
soluzioaren y,_;4 balio hurbildua bilatu. Konparatu lortutako emaitza soluzio
zehatzarekin.
196. r=1 denean x=0 eta y =1 hastapen-baldintzak betetzen dituzten

dx o dy . . . ’ .
— =y—-x, —=—x—3y ekuazioen sistemaren soluzioen x,_j 4, y=,_14 balio

hurbilduak bilatu. Konparatu lortutako balioak zehatzekin.
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XIV. GAIA
INTEGRAL ANIZKOITZAK
§ 1. Integral bikoitza

Kontsidera dezagun Oxy planoko D eremu itxil) bat, L kurbak mugatua.
Izan bedi

z=f(x.y)

D eremuan emandako funtzio jarraia.
Bana dezagun D eremua, hautazko kurben bidez, » zatitan:

Asy,Asy, Asy,.. A,

(276. irudia), eremu partzial edo elementu deituko ditugunak. Ikur berririk ez sartzeko,
Asy,...,As, ikurrez elementuak berak ezezik beren azalerak ere adieraziko ditugu.

276. IRUDIA

As; bakoitzean (bere barnealdean edo mugan) P; puntu bat aukera dezagun; orduan, n

puntu,

Py, Py, ..., Py,

izango dugu.

1) D eremu bat irxi deitzen da kurba itxi batez mugaturik badago eta mugako puntuak
eremukoak kontsideratzen badira.
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Izan bitez f(P,), f(P),..., f(P,) funtzioaren balioak aukeratutako puntuetan eta

osa dezagun f(F;)As; itxurako biderkaduren batura:

V, = f(P)As) + f(P)Asy+...+f(P,)As), :Zf(P[)AS[ )

i=1

D eremuari dagokion f(x,y) funtzioaren batura integral deiturikoa.
f20 bada D eremuan, f(P)As; batugai bakoitza, geometrikoki, As;
oinarriko eta f(P;) altuerako zilindro elemental baten bolumena bezala adieraz daiteke.

|
£ 'l
B k-
- 2—.3}'\"‘J'j Y

{ ~h N
gt RRR Iy
X ‘rr T’\\
277. IRUDIA 278. IRUDIA

Horrela, V,, aipatutako zilindro elementalen bolumenen arteko batura da, hau da,
gorputz mailakatu baten bolumena (277. irudia).

Iker dezagun batura integralen hautazko segida bat, emandako D eremuan f(x,y)
funtzioarekin osatua:

Va, Vi, oeees Vi sene (2)
D eremuan As; zatikako banaketa desberdinetarako. Demagun As; elementuen
diametrorik handienak zerorantz jotzen duela, n; — oo denean. Kasu honetan, frogapenik

gabe ondoan aipatzen dugun teorema betetzen da.

1. Teorema. f(x,y) funtzioa D eremu itxian jarraia bada eta batura integralen
(2) segidak badauka limiterik, As;-en diametro handienak zerorantz jotzen badu n —> o

denean. Limite hori berbera da beti (2) itxurako edozein segidatarako, hau da, ez dago D
eremuaren As; elementuetako banaketa-eraren menpe, ez eta As; eremu partzialeko P;

puntuaren hautaketaren menpe ere.
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Limite horri D eremuan zabaldutako f(x,y) funtzioaren integral bikoitz deritzo
eta

” F(PYds  edo ” F(x,y)dx dy
D D

idazten da, hau da,

n

tim 3 fRas = [[ foxydray.
D

diamAs, =0 ol

Hemen, D integrazio-eremu deitzen da.
f(x,y)=0 bada, D eremuan zabaldutako f(x,y) funtzioaren integral bikoitza

hiru gainazalek mugatzen duten gorputz baten Q bolumenaren berdina da, hiru gainazalak
z = f(x,y) gainazala, z=0 planoa eta sortzailea Oz ardatzarekiko paralelo eta
zuzentzailea D eremuaren muga dituen gainazal zilindrikoa dira (278. irudia).

Formula ditzagun orain integral bikoitzari buruzko ondorengo teoremak.

2. Teorema. D eremuan zabaldutako ¢(x,y)+ w(x,y) bi funtzioren arteko

baturaren integral bikoitza, D eremuan zabaldutako funtzio bakoitzaren integral bikoitzen
arteko baturaren berdina da:

”[fp(«VJ) + w(x,y)lds = ” o(x,y)ds + J w(x,y)ds.
D D D

3. Teorema. Faktore konstante oro integral bikoitzaren ikurretik kanpo atera
daiteke: a=ktea. bada,

JJ ap(x,y)ds = aJ.J Q(x,y)ds.
D D

Teorema bi horien frogapena, dagozkien integral mugatuaren teoremak frogatzeko
egin den antzeko eran egiten da (ikus XII. gaiko § 3).

4. Teorema. D eremua barne-puntu komunik gabeko D; eta D, bi eremu

partzialez osatuta badago eta f(x,y) funtzioa D eremuko puntu guztietan jarraia bada

[Jreemaxay= [ reyaxay+ [ e yaxay. &)

D D, D,
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Frogapena. D eremuan batura integrala

D FBIAs =Y F(R)As Y f(PAS, )
D D D,

I

itxuran idatz daiteke (279. irudia), non lehenengo batuketak D; eremuko elementuei
dagozkien gaiak dauzkan, eta bigarrenak D, eremuko elementuei dagozkienak. Izan ere,
integral bikoitza D eremua zatitzeko eraren menpe ez dagoenez, zati dezagun D eta
Dj-ren muga amankomuna As; elementuen muga ere izan dadin. (4) berdintzan limitea,

As; — 0 denean, kalkulatuz, (3) berdintza lortuko dugu. Bistakoa da teorema horrek

batugaien edozein kopurutarako balio duela.

Y ‘..
7
h

279. IRUDIA

1

§ 2. Integral bikoitzaren kalkulua

[zan bedi Oxy planoko D eremu bat, non koordenatu-ardatzen batekiko
(esaterako, Oy ardatzarekiko) paralelo orok, eremuaren barne-puntu? batetik pasatzen
bada, bere muga N eta N, bi puntutan ebakitzen bait du (280. irudia).

280. IRUDIA

2) Barne-puntu bat mugan ez dagoen eremuaren puntu bat da.
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Demagun aztertutako kasuan D eremua y = @;(x), y=¢@,(x) kurbezeta x=a,

x=b zuzenez mugatuta dagoela eta
QX)L @y(x), a<b

direla; horrez gain ¢@; eta @, funtzioak jarraiak dira [a,b] tartean. Horrelako eremuari
Oy ardatzaren norabidean erregular deituko diogu. Antzeko eran definitzen da eremu
erregularra Ox ardatzaren norabidean.

Bi koordenatu-ardatzen norabideetan eremu erregularrari eremu erregular, soilik,
deituko diogu. 280. irudiak eremu erregularraren adibide bat ematen du.

[zan bedi f(x,y) funtzio jarraia D eremuan.

Kontsidera dezagun

b( ®;(x)
=[] [remaa
a\ ¢, (x)

adierazpena, D eremuan zabaldutako f{x,y) funtzioaren bigarren ordenako integral berritu
deituko duguna. Adierazpen horretan lehenengoz parentesien arteko integrala kalkulatzen
da. Integrazioa y-rekiko egiten da, x konstantetzat hartuz. Integrazioaren emaitzatzat
x-ren funtzio jarrai bat¥ lortzen dugu:

@, (x)
o= [ fxy)dy.
0, (x)

Azken funtzioa x-rekiko integratzen dugu a eta b limiteen artean:

h
Ip = I@(x)dx.

a

Azkenik zenbakizko balio bat erdiesten dugu.
1. Adibidea. Kalkulatu
1 2

X
1D=J _[(x2+y2)dy dx.
0\ 0

3 ) Hemen ez da frogatzen ®(x) funtzioa jarraia dela.
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bigarren ordenako integral berritua.

Ebazpena. Kalkula dezagun lehenbizi barneko integrala (parentesien artean):

x? ys x? (X2)3 20
<D(x)=J.(x2+y2)dy: Ry | =22 S e
) 3, 3 3

Lortutako funtzioa Otik lera integratuz,

! 6 s 77
J.x4+£_ dx = L+L :l+i=__2_§_
5 3 5 3-70 5 21 105

aurkitzen dugu.

Determina dezagun D eremua. Emandako kasuan, D
_ _ _ 2
y=0,x=0,y=x",x=1

kurbez mugatutako eremua da (281. irudia).
Batzutan gerta daiteke D eremurako y= @;(x), y=¢,(x) funtzioetako bat ezin

dela adierazi x-ren aldakuntz tarte osoan (x=a baliotik x=5 baliora) adierazpen
analitiko bakar batez. Izan bedi, adibidez, a<c<b

9

Y=P2(x)

JA

|

| |

| ! .
o o @ c b %

cta
01(x) = y(x) [a,c] tartean

@1(x)=x(x) [c,b] tartean,

non w(x) eta y(x) analitikoki definituriko funtzioak bait dira (282. irudia). Kasu
honetan idatz dezagun integral berritua ondoko eran:
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b| @, (x) c| 9, (x) b| @y(x)
JI Jrmdslae=[| [ emslace | [ o
al ¢,(x) af @(x) cLe(x)
c| 92(x) b @ (x)
=J J.f(x,y)dy dx+J. J.f(x,y)dy dx.
al y(x) e x(x)

Berdintza horietako lehenengoa integral mugatuaren propietate ezagunaren arabera dago
idatzita eta bigarrena [a,c] tartean @,(x)= w(x) eta [c,b] tartean @,(x)= y(x) bait
dauzkagu.

¢,(x) funtzioa bi edo adierazpen analitiko gehiagoren bidez emanik badago [a,b]
tartean, bigarren ordenako integral berrituaren adierazpena analogoa izango da.

Determina dezagun bigarren ordenako integral berrituaren zenbait propietate.

1. Propietatea. D eremua, Oy edo Ox ardatzekiko paralelo den zuzen batez
Dy eta D, bieremutan banatzen badugu, D eremuan zabaldutako I, bigarren ordenako
integral berritua D eta D, eremuetan zabaldutako antzeko integralen arteko baturaren
berdina izango da, hau da,

Ip=1Ip +Ip,. M

Frogapena. a) Demagun x=c (¢<c¢<b) zuzenak D eremua D; eta D;, Oy
ardatzaren norabidean bi eremu erregularretan, zatitzen duela®. Orduan,

b @,(x) b c b
=[] [raya = [owd=[owd+ o=
ol g, () y . ’
cf @,(x) b @, (x)
=[| [reeway|ac+[| [roomay|ac=ip +1p,.
al\ ¢;(x) c\ o (x)

b) Demagun y=#h zuzenak D eremua D| eta D), Oy ardatzaren norabidean bi
eremu erregularretan, zatitzen duela, 283. irudian agertzen den moduan. Izan bitez M, eta

4) D,-en muga-zati bat (baita D, eremuarena ere) zuzen bertikal baten zatia izateak ez du
galerazten eremu hori Oy ardatzaren norabidean erregular izatea. Izan ere, eremu bat
erregular izan dadin, barne-puntu batetik pasatzen den zuzen bertikal orok mugarekin bi
baino puntu komun gehiagorik ez edukitzea soilik nahikoa da.
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283. IRUDIA

M,, y=h eta D-ren L mugaren arteko ebaki-puntuak. Izan bitez a; eta b; puntu
horien abzisak.

Dy eremua ondoko kurba jarraiez dago mugatuta:

D y=0(x);

2) AiM|M»B kurbaz, zeinaren ekuazioa
y=01(x)

itxuraz idatziko bait dugu, a<x<a; eta by <x<b kasuetarako (pf:(x) =@y (x)

eta a; <x<b; kasurako goik (x)=h direla kontutan hartuz;

3) x=a, x=b zuzenak.

D, eremua y= @] (x), y=@,(x), a<x<b, izanik, kurbez dago mugatua.

Barruko integralari integrazio-tartearen deskonposizioari dagokion teorema
aplikatuz, hurrengo identitatea idatziko dugu:

b ¢, () b(@i(x) @, (x)
p=[| [remalac=[| | sand+ [reaylac=
a\ @ (x) a\ @, (x) @, (x)
b o (x) h{@s(x)
[ Jremayfac+ [ [rooa fax

a\ @ (x) a\ ¢ (x)

Azkeneko integrala hiru integraletan deskonposa dezagun, teorema bera kanpoko
integralari aplikatuz,
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bl @,(x) a ¢, (x) b| ®, (x) b @,(x)
j jf(x,y)dy dx:j Jf(x,y)dy dx+j Jf(x,y)dy dx+j Jf(x,y)dy dx;
a\ g (x) a\ ) (x) a\ ¢ (x) b\ o) (x)

[a,a;] eta [by,b] tarteetan (pf (x) = @,(x) denez gero lehenengo eta hirugarren integralak
nuluak dira. Horregatik

b o) b 9:(x)
=[| Jrewa|acs | [renaax
a\ ¢, (x) a\ @ (x)

Hor lehenengo integrala bigarren ordenako integral berritua da D eremuan eta bigarrena
D7 eremuan. Hortaz,

IDZID1 +1D2'

Frogapenak balio izango du MM, sekantearen posizioa edozein izanik ere.
MM, zuzenak D hiru edo eremu gehiagotan zatitzen badu, (1) antzeko erlazio bat

lortuko dugu, dagokion batugai-kopuruarekin bigarren atalean.

Korolarioa. Lortutako eremu bakoitza Oy ardatzaren norabidean erregular diren
eremutan berriz zati dezakegu, Oy edo Ox-rekiko paralelo baten bidez, eta horiei (1)
berdintza aplikatu. Beraz, D eremua eremu erregularren edozein kopurutan zati dezakegu
koordenatu-ardatzekiko paraleloen bidez. Izan bitez

Dy.Dy.Ds...., D;

eremu partzial horiek, kasu honetan ere balio izango du D eremuan zabaldutako bigarren
ordenako integral berritua eremu partzialetan zabaldutako integralen arteko baturaren
berdina deneko baieztapenak, hau da (284. irudia),

ID:1D1+ID2+ID3+"'+[Di' (2)
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AY
"'
/
‘~ 4
a a box
284. IRUDIA

2. Propietatea. (Bigarren ordenako integral berrituaren ebaluazioa).
Izan bitez m eta M f(x,y) funtzioaren balio minimo eta maximoa D eremuan. Izenda
dezagun S, D eremuaren azalera. Kasu honetan

b(9:(x)
mS SJ Jf(x,y)dy dx < MS 3)
a\ ¢, (x)
desberdintzak betetzen dira.

Frogapena. Kalkula dezagun barneko integrala, ®(x) izendatuz:

¢2(x) 9, (x)
Ol = Jf(x’y)dys JM dy = M[@y(x) — ¢y (x)].
?,(x) ¢, (x)
b @,(x) b
Ip =J J.f(X,y)dy deJ‘M[q)z(x)_ @, (x)]dx = MS
a\ ¢,(x) a
lortzen dugu, hau da,

Analogoki,
@, (x) ®,(x)
O = [fendyz [m de=migy(x)- gi(x]
?(x) ¢1(x)

b b
Ip= J.<1>(x)dx > J.m[(pz(x) — @(0)]dx = mS

a a
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daukagu, hau da,
ID > mS.

(3") eta (3") desberdintzetatik (3) ateratzen da:

mS <1 < MS.

Hurrengo atalean propietate horren esanahi geometrikoa argituko dugu.

217

(3"

3. Propietatea. (Batezbestekoaren teorema).S azalerako D eremuan
zabaldutako f(x,y) funtzio jarraiaren I bigarren ordenako integral berritua, funtzioaren

D eremuko P puntu bateko balioa eta S-ren arteko biderkaduraren berdina da, hau da,

b 9.(x)

J| Jreendyax=res.

a\ ¢ (x)

Frogapena. (3) formulatik

(4)

1 . . . .. .
ateratzen da. El p zenbakia f(x,y) funtzioaren balio minimo eta maximoaren artean

. L 1 .
dago. fix,y) funtzioaren jarraitasuna dela eta, horrek E[ p balioa D eremuko P puntu

hortik,

Ip = f(P)S.

(%)
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§ 3. Integral bikoitzaren kalkulua (jarraipena)

Teorema. D eremu erregularrean zabaldutako f(x,y) funtzio jarraiaren integral
bikoitza, D-an zabaldutako funtzioaren bigarren ordenako integral berrituaren berdina da,
hots¥,

2(%)
”f(x,Y)dxdy:jz (pjf(x,y)dy dx
D a\ ¢,(x)

Frogapena. Zati dezagun D eremua koordenatu-ardatzekiko paraleloen bitartez »n
eremu erregularretan (angeluzuzenak):

Asy,Asy,... As,.

Aurreko ataleko 1. propietatearen [(2) formula] arabera
n
[D=IAS1 +1ASZ+"‘+1AS” ZZIAS,- (1)
i=1

dugu.
Alda dezagun bigarren ataleko batugai bakoitza bigarren ordenako integral berrituen
batezbestekoaren teorema erabiliz

IAS! = f(Pl)AS, .

Orduan, (1) berdintzak

Ip = [(P)AS| + f(P)Asy+...+F(P)As, = D f(P)AS; 2)

i=1

itxura hartzen du, non P; As;-ko puntu bat bait da. Eskuinean f(x,y) funtzioaren batura
integrala dugu, D eremuan zabaldua. Integral bikoitzaren existentziari buruzko teorematik
ondorioztatzen da batura horren limitea existitu eta, D eremuan, f(x,y) funtzioaren
integral bikoitzaren berdina dela, n— o denean eta As; eremu partzialen diametro
handienak zerorantz jotzen duenean. (2) berdintzaren lehenengo ataleko I bigarren
ordenako integral berrituaren zenbakizko balioa ez dago #n-ren menpe. Hortaz, (2)
berdintzan limitera pasatuz,

S) Berriro, D eremua Oy ardatzaren norabidean erregularra dela eta y = Q1 (x), y=¢,(x)

kurbez eta x =a, x =b zuzenez mugatua dela suposatzen dugu.
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Ip=_tim 3 f()s; = [[ rx s

diamAs; —0
D

[[reemacas=1p 3
D

erdiesten dugu.
Ip bigarren ordenako integral berrituaren adierazpena zehatzago idatziz, azkenik,

2 (%)
f f(x,y>dxdy=} (ojf(x,y)dy dx )
D a| 9,(x)

lortzen dugu.

1. Oharra. f(x,y)20 denean, (4) formulak adierazpen geometriko argigarria
dauka. Kontsidera dezagun z = f(x,y) gainazalak, z=0 planoak eta sortzailea Oz

ardatzarekiko paralelo eta zuzentzailea D eremuaren muga dituen gainazal zilindrikoak
mugatutako gorputza (285. irudia). Kalkula dezagun gorputz horren V bolumena.

z=f(xy)
zl -
e III |l
Al
y il
1 ~2%
A 2
0
—————— /
1/ y=¢l(x) -
0 a x b X

285. IRUDIA

Jadanik esan dugu gorputz horren bolumena D eremuan zabaldutako f(x,y) funtzioaren
integral bikoitzaren berdina dela:

V=[] feyaxay. )
D

Kalkula dezagun orain bolumena, gorputz baten bolumenaren kalkuluari buruzko
XII. gaiko § 4eko emaitzak erabiliz sekzio paraleloen azaleren funtzioan. Marra dezagun
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x =ktea. (a<x<b) plano sekantea. Kalkula dezagun x = ktea. sekzioan lortutako
irudiaren S(x) azalera. Irudi hori, x= f(x,y) (x=ktea.), z=0, y=@;(x), y = @5 (x)

lerroez mugatutako trapezio lerromakurra da. Beraz, azalera hori

$,(x)
sw= [ ey (6)
@, (x)
integralaren bidez kalkulatuko da. Sekzio paraleloen azalerak ezagutuz erraza da
gorputzaren bolumena aurkitzea:

V= }S(x)dx,

a

edo, formula horretan S(x) bere (6) adierazpenaz ordezkatuz,

bl o, (x)
v=]| [rceyay|ax 7)
al ¢(x)

daukagu. (5) eta (7) formulen lehenengo atalak berdinak dira, beraz, beren bigarren atalak
ere berdinak dira:

h| @,(x)
jjf(x.y)dxdy=’j wjf(w)dy dx.
D al ¢, (x)

Ez da zaila orain argitzea bigarren ordenako integral berrituen ebaluazioari buruzko
teoremaren esanahi geometrikoa (aurreko ataleko 2. propietatea): z = f(x,y) gainazalak,
z =0 planoak eta gainazal zilindrikoak, zeinaren zuzentzailea D eremuaren muga den,
mugatutako gorputz baten V bolumena, § oinarriko eta m altuerako zilindroaren
bolumena baino handiagoa eta S oinarriko eta M altuerako zilindroaren bolumena baino
txikiagoa da [m eta M, z= f(x,y)funtzioaren balio minimo eta maximoa dira, D
eremuan (286. irudia)]. Hori, /p bigarren ordenako integral berritua gorputz horren V

bolumenaren berdina izatetik ondorioztatzen da.

1. Adibidea. Kalkulatu J-I(4—x2 —yz)dxdy integral bikoitza, D eremua
D

x=0,x=1y=0, y= 3 zuzenek mugatzen badute.
2
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286. IRUDIA 287. IRUDIA

Ebazpena. Formula erabiliz,

3/2| 1 3/2 3L
V= J. J(4—x2—y2)dx dy = J [4x—y2x—%} dx =

0 Lo 0 0
3/2 3 3/2
1 ¥ 1 35
= 4 - 2__jd,: 4y — - — Zy 22
J( b 3)Y [} 3 3)] 3
0 0

2. Adibidea. Kalkulatu y=-x, x = \/5 y=2, z=0 kurbek mugatzen duten

eremuan zabaldutako f(x,y)=1+ x+y funtzioaren integral bikoitza (287. irudia).

Ebazpena.

2y 2 > Wy
V=J J.(1+x+y)dx dy=J‘{x+xy+x—jl dy=
0

b 21,
=_ﬂ[ﬁ+ y\fy+%j —(—y— ¥ +Z;de=

3 5 2

3y y2 2yE 3y2 2yE y3 44 5
+ ==+ ——|dy=—t—F+— - =—VN2+—-.
[‘E AR L I e IR TR

O Gy N

2. Oharra. Demagun D eremua, Ox ardatzaren norabidean erregularra,
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x=y(y), x=yr(y), y=c,y=d

kurbez mugatuta dagoela, y;(y) < y,(y) izanik (288. irudia).

Bistakoa da kasu honetan
dlv,(»
[Jreemaxay=[| [ reeyax|ay ®)
D c\y ()
daukagula.

Integral bikoitz bat kalkulatzeko bigarren ordenako integral berritua bezala adierazi
behar da. Horretarako, (4) edo (8) formulak erabil daitezke. Kasu konkretu bakoitzean,
integral bikoitza kalkulatzeko formula bat edo bestea aukeratuko dugu D eremua edo
integrakizunaren itxuraren arabera.

3. Adibidea. Trukatu
1{+x
1={| [reeyy fax
0

Ry
integralaren integrazio-ordena.

Ebazpena. Integrazio-eremua y=x zuzenazeta y:\/; parabolaz dago

mugatua (289. irudia).

Y
ad

X=yny)
X=yYn(y)
S

2

()
\
AN
x|

288. IRUDIA 289. IRUDIA 290. IRUDIA

Ox ardatzarekiko paralelo orok eremuaren muga gehienez bi puntutan ebakitzen
du. Hortaz, (8) integralaren arabera kalkula daiteke,

v =y4 wa(y) =y, 0<y<l
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eginez; orduan,

o
1= j‘f(x,y)dx dy
0

2
y

y
4. Adibidea. Kalkulatu Hex ds, D eremua y=x,y=0, x=1 zuzenek
D
mugatzen duten triangelua bada (290. irudia).

Ebazpena. Ordezka dezagun integral bikoitza bigarren ordenako integral berrituaz
b
(4) formula aplikatuz. ((8) formula erabiliz gero, e* funtzioa x-rekiko integratu beharko
genuke; baina integral hori ezin da funtzio elementalen bidez adierazi):

yo o 1fx oy A
J-Jex ds=J. Jex dy dx:J xe* | dx=
D 0L0 0 0

1
1

= J.x(e -1)dx = (e—l)ﬁ
0 2

el 850
2

3. Oharra. D eremua Ox ardatzaren norabidean erregular ez bada, ez eta Oy
ardatzaren norabidean ere (hau da, zuzen bertikal eta horizontalak badaude, zeinak eremuko
barne-puntuetatik pasatzen diren eta eremuaren muga bi baino puntu gehiagotan ebakitzen
duten) ezin dugu eremu horretan zabaldutako integral bikoitza bigarren ordenako integral
berritu batez adierazi. D eremu irregularra Dy, Dj, ..., D, Ox edo Oy ardatzen
norabidean eremu erregularren kopuru finitutan zatitzea lortzen badugu, eremu partzial
horietako bakoitzean integral bikoitza kalkulatzean eta lortutako emaitzak batzean, D
eremuan zabaldutako integral bilatua lortuko dugu.

291. irudian D eremu irregularra D eta D, eremu erregularretan zatitzeko era
azaltzen da.

5. Adibidea. Kalkulatu

” etV ds
D
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integral bikoitza D eremuan zabaldua, zeina zentrua jatorrian eta aldeak koordenatu-
-ardatzekiko paralelo dituzten bi karratuz mugatua bait da, barneko karratuaren aldea 2 eta
kanpokoarena 4 badira (292. irudia).

¥
f.‘/
1§ 1 ;
/I
2% o A% x
o L0 |
0 7 1 1
291, IRUDIA 292, IRUDIA

Ebazpena. D eremua irregularra da. Halaere, x=-1 eta x=1 zuzenek lau
eremu erregularretan, Dy, D>, D3, D4 zatitzen dute. Horregatik,

” e Y ds = JJ. et ds + _U etV ds + JJ e~ ds + '”ex” ds.
D D, D, D, D,

Integral horietako bakoitza bigarren ordenako integral berrituez adieraziz,

—1f 2 1|2 -1 21 2
J‘J ex+y dS' — J. J'ex+y dy dx + J JeA'+}7 dy d.x + J‘ '[eX”F)' dy dx +j J‘e,\""y dy dX —_
D G ) -1l -2 =2

= (62 —e7? )(e_1 - 6"2) + (62 —ele — e_l) + (e_l —e? e — e_l) +
+e? —e ) e? —e)=(e> —e)e—e')=4 sinh 3 sinh 1

aurkitzen dugu.

4. Oharra. Aurrerantzean

b| @,(x)
Ip=|| [reyaya
al ¢, (x)
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bigarren ordenako integral berritua barneko integralaren parentesi gabe idatziko dugu, hau
da,

0, (x)
J rervayas
0, (x)

itxuraz. Hor (parentesiak erabiltzen direnean bezala), lehenengo integrala bere diferentziala
lehenago idatzita daukan aldagaiarckiko egiten da, eta gero beste aldagaiarekiko, zeinaren
diferentziala bigarren lekuan idatzita bait dago. Ohar dezagun, hala ere, erregela hori ez
dagoela orokorrean onarturik. Lan batzuetan aurkako prozedura onartzen da: lehenengoz,
integrazioa bere diferentziala azken lekuan daukan aldagaiarekiko egiten da®).

§ 4. Azalera eta bolumenen integral bikoitzen bidezko kalkulua

1. Bolumenak. § lean ikusi dugun bezala, z=f(x,y) gainazalak, f(x,y) funtzio
ez-negatiboa izanik, z=0 planoak eta sortzaileak Oz ardatzarekiko paralelo eta
zuzentzailea D eremuaren muga dituen gainazal zilindrikoak mugatutako gorputzaren V
bolumena, D eremuan zabaldutako f(x,y) funtzioaren integral bikoitzaren berdina da:

V= Hf(x,y)ds.
D

I. Adibidea. Kalkulatu x=0, y=0, x+ y+ z=1, z=0 gainazalek mugatutako

gorputzaren bolumena (293. irudia).
Ebazpena.

% :”(1 —x— y)dydx,
D

non D (293. irudian marratua) x=0, y=0, x + y=1 zuzenek mugatzen duten Oxy

planoko eremu triangeluarra bait da.

6 ) Batzutan ondoko idazkera ere erabiltzen da:

b @ b (23
o= [} [ reemarlac= fax froema

a\ ¢ a 9,
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.\\\\\\W\\\\\\\‘h .
X y= 1

293. IRUDIA 294. 1IRUDIA

Integral bikoitzaren mugak jarriz, kalkula dezagun bolumena:

l-x 1 2 P=x {

1
V:J J(l—x—y)dydxzj (1—x)y—y— dxz'[l(l—x)zdle.
2 2 6
0 0 0 0

Honela, V :é unitate kubiko.

1. Oharra. Bolumena bilatzen zaion gorputza goitik eta behetik z=®,(x,y)=0
eta z=®(x,y)20 gainazalez, hurrenez hurren, mugatuta badago, D bi gainazalen

Oxy planoaren gaineko projekzioa izanik, gorputz horren V bolumena bi gorputz
zilindrikoen bolumenen arteko diferentziaren berdina da, lehenengoak beheko oinarritzat D
eta goiko oinarritzat z=®,(x,y) gainazala du eta bigarrenak beheko oinarritzat D ere

eta goiko oinarritzat z =®;(x,y) gainazala (294. irudia).

Horregatik, V bolumena bi integral bikoitzen arteko kendura da,

V= ”cbz(x,y)ds - J.J-CI)](x,y)ds
D D

v=[[[@y00 - @y ]as M)
D
Erraza da frogatzea (1) formulak ®;(x,y) eta ®,(x,y) funtzioak ez-negatiboak
direnean ezezik ®,(x,y)2®(x,y) erlazioa betetzen duten hautazko funtzio jarraiak

direnean ere balio duela.



INTEGRAL ANIZKOITZAK 227

2. Oharra. f(xy) funtzioak D eremuan zeinuz aldatzen badu, zati dezagun hori
bi eremutan: 1) Dy eremua, non f(x,y)20 den; 2) D, eremua, non f(x,y)<0 den. Jo
dezagun D; eta D, eremuetan dagozkien integral bikoitzak existitzen direla. Kasu honetan
D, eremuan integrala positiboa eta Oxy planoaren gainean dagoen gorputzaren
bolumenaren berdina da. D,-an zabaldutako integrala negatiboa eta, balio absolutuan,
Oxy plano azpian dagoen gorputzaren bolumenaren berdina izango da. Hortaz, D
eremuan zabaldutako integralak bolumenen arteko kendura adieraziko du.

II. Eremu launaren azaleraren kalkulua. D eremuan definitutako f(x,y)=1
funtzioaren batura integral bat eraikitzen badugu,

s=ﬁ].mi
i=l1

azalera lortzen dugu, partiketa edozein dela ere. Berdintzaren bigarren atalean limitera

S=Hw@
D

erdiesten dugu. D eremua erregularra bada (ikus, adibidez, 280. irudia), S azalera

pasatuz,

b| ¢2(x)
s=j J@»m
al ¢ (x)

bigarren ordenako integral berrituaren bidez adieraziko da. Parentesien arteko integrala
integratu eta gero

)
S=jwﬂM—¢ﬂﬂMx

daukagu (ikus XII. gaiko § 1).
2. Adibidea. Kalkulatu
y=2- X2, y=x
kurbek mugatutako eremuaren azalera.

Ebazpena. Determina ditzagun emandako kurben arteko ebaki-puntuak (295.
irudia). Bi kurben ordenatuak berdinak dira ebaki-puntuetan, hau da,

x=2—x2,
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nondik
X +x-2=0, x=-2, xp=1
ateratzen dugun. Bi ebaki-puntu lortu ditugu:
M (-2,-2), M,(,1).

Y

¥ rr R

295. IRUDIA
Beraz, bilatutako azalera

1(2-x* 1 3 o7t 7
S:j Idy dx=j(2—x2—x)dx={2x—%—£2—] =
2\ x -2 2

§ S. Integral bikoitzak koordenatu polarretan

Izan bedi D eremu bat, 0, p koordenatu polarren sisteman, non D-ren barne-puntu
batetik pasatzen den izpi?) orok muga gehienez bi puntutan ebakitzen duen. Demagun ere
D eremua p=®(6), p=D,(0) kurbeketa 6= eta 6=f izpick mugatua

7) Izpi deitzen diogu koordenatu-jatorritik, hau da, P polotik, abiatzen den zuzenerdi orori.
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dagoela, ®,(0) < ,(6) eta o < B izanik (296. irudia). Horrelako eremua erregularra dela

esango dugu.
Izan bedi

z=F(0,p)

D eremuan emandako 6 eta p koordenatuen funtzio jarraia.

Zati dezagun edonola D eremua Asj, As,, ..., As, eremu partzialetan.

296. IRUDIA

Era dezagun

V, =D F(POAs; 1)

k=1
batura integrala, non P As; -ko puntua den.

Integral bikoitzaren existentziari buruzko teorematik ondorioztatzen da As,

eremuen diametro maximoak zerorantz jotzen duenean (1) batura integralak V limite
baterantz jotzen duela. Definizioaren arabera, V bolumen hori D eremuan zabaldutako
F(6, p) funtzioaren integral bikoitza da:

V= ”F(e,p)ds. )
D

Kalkula dezagun hemen integral bikoitz hori.
Batura integralaren limitea, D As; eremu partzialetan zatitzeko eraren menpe ez

dagoenez, erosotasunez, zati dezakegu 6=6,, 6=6,, 6=0,, ..., 6=0, izpi (non

6g=0,0,=f,6,<6,<60,<.<0, den) eta P=P0s P=Pis s P=Ppm
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zirkunferentzia zentrukideen bidez [non py, ®1(8) funtzioaren minimoaeta p,,, ®,(8)
funtzioaren maximoa bait dira, ® <8< 8 tartean; pg < pp <...<p,, -

Izenda dezagun Asy, p=p;_1, p=p;, 0=0y_y, =06, lerroek mugatutako
eremu partziala.

Kontsidera dezagun As;; eremu partzialen hiru mota:

1) mugak ebakitzen ez dituenak eta D eremuaren barnealdekoak direnak;

2) mugak ebakitzen ez dituenak eta D eremuaren kanpoaldekoak direnak;

3) D eremuaren mugak ebakitzen dituenak.

Mugak ebakitako eremu partzialei dagozkien gaien arteko baturak zero du
limitetzat, A8, — 0 eta Ap; = 0 denean, hori dela eta ez ditugu batugai horiek kontutan
hartuko. D-tik kanpo dauden As;, eremu partzialak ez dira sartzen batuketa integralean

eta ez zaizkigu axola. Hortaz, batuketa integrala

Vo= Y ) F(BAs;
k=11 i

eran idatz daiteke, non P;; As;-ko hautazko puntua bait da.

Batuketa bikoitzaren ikurrak lehenago i indizearen arabera batzen dugula, &
konstante kontsideratuz, esan nahi du, [hau da, ondoz ondoko bi izpien artean dauden
eremu partzialei dagozkien gai guztiak batuz8)]. Kanpoko batuketa-ikurrak, lehenengo
batuketan lortutako batura guztiak batzen ditugula esan nahi du (hau da, & indizearen
arabera batzen dugu).

Aurki dezagun D-ren mugak ebakitzen ez duen As;; eremu partzialaren azaleraren

adierazpena. Azalera bi sektoreren azaleren arteko kendura da:

1 1 Ap;
Asig =2 (pi + Ap;)* A6, — EP?A@{ = (Pi + "‘é)_l')ApiAek

*
Asiy = p; Ap; A6y,
non
*
Pi <P <p; +Ap;.

Honela batuketa integralak

8) Ohar gaitezen, i indizearen arabera batzean, honek ez dituela derrigorrez letik m-rako

balio guztiak hartuko, 6 =0, eta 6= 0, izpien artean dauden eremu partzial guztiak
ez bait daude D eremuan.
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V=YY FO.00 00,00,

k=11 i

itxura? dauka, P(Gz,p? ) As;-ko puntua izanik. Atera dezagun AG; faktorea barneko

batuketa-ikurretik kanpo (hau egin daiteke, batuketa horren gai guztien faktore komuna
bait da):

h
V=3 | Y P00 )p; Ap; | A6,
k=1L i

Demagun Ap; — 0 eta A8, konstante dela. Kasu honetan, parentesien arteko

adierazpenak

@,(6;)
JF(GE’S,p)p dp
@ (6;)

integralerantz joko du.
Oraingoan A8, — 0 suposatuz, azkenik

B ®,(0)
v=[| [F©.ppap a0 3)
ol ®,(0)

lortzen dugul®.
(3) formulak integral bikoitzak koordenatu polarretan kalkulatzeko balio du.
Lehenbizi, 6-ren arabera integratzen badugu, eta gero p-ren arabera,

9) Batuketa integrala horrela har dezakegu baturaren limitea ez bait dago eremu partzialean
aukeratutako puntuaren menpe.

10) (3) formularen dedukzioa ez da zorrotza; lortzerakoan, lehenbizi Ap; zerorantz joerazi

dugu, A8, aldaezina mantenduz, eta geroago soilik joerazi dugu A6, zerorantz. Hori ez

dator osorik integral bikoitzaren definizioarekin bat, zeina batura integral baten
limitetzat hartu dugun, eremu partzialen diametro maximoek zerorantz jotzen zutenean

(hots, A8, eta Ap; zerorantz aldi berean hurbiltzen direnean). Hala eta guztiz ere,
frogapenaren zorroztasun falta bada ere, emaitza zuzena da (hau da, (3) formulak balio du).
Frogapen zorrotza egin liteke integral bikoitzerako koordenatu angeluzuzenetan
erabilitako metodoaren bidez. Esan formula hori § 6an ere aterako dela, beste abiapuntu
batzuetatik abiatuz (integral bikoitzean koordenatu-aldaketaren formula orokorraren kasu
partikplar bezala).
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P ©,(p)
v={| [Fe.pao|pap 3)
P\ @ (p)

formula lortzen dugu (297. irudia).
Demagun kalkulatu behar dela koordenatu angeluzuzenetan emandako eta D
eremuan zabaldutako f(x,y) funtzioaren integral bikoitza:

J'J' F(x,y)dxdy.
D

D 6, p koordenatu polarretan eremu erregularra bada, emandako integralaren
kalkulua koordenatu polarretako bigarren ordenako integral berritu bat determinatzera labur

daiteke.

Izan ere,

x=pcosB, y=psinb,

f(x,y)= flpcos@,psin 0] = F(6,p)

direnez gero,

B ®,(6)
J‘Jf(x,y)dx dy =J Jf(p cos 6,psin 8)p dp |dO 4
D al @,(0)

daukagu.
1. Adibidea. Kalkulatu

x? +y2 +22 =44°
gainazal esferikoak eta

X%+ y2 —2ay=0
zilindroak mugatzen duten gorputzaren V bolumena.

Ebazpena. Integrazio-eremu bezala, kasu honetan x>+ y2 -2ay=0
zilindroaren oinarria, hau da, a erradioko eta (0,1) zentruko zirkulua, har daiteke. Ekuazioa

X2+ (y— a)2 =a” eran idatz daiteke (298. irudia). Kalkula dezagun V bolumenaren
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laurdena, hots, lehenengo oktantean dagoen zatia. Orduan, integrazio-eremutzat
zirkuluerdia hartu behar da, zeinaren muga

x=@;()=0, x=@y(y)=12ay-y>,

297. IRUDIA 298. IRUDIA

Integrakizuna

z=f(x,y)=w/4a2 —x2 —y2

da. Hortaz,
| \2ay-y*
ZV: Iw/4a2—x2—y2 dx | dy
0 0
dugu.

Alda dezagun lortutako integrala 6, p koordenatu polarretara:

x=pcosf, y=psiné.

Determina ditzagun integrazio-mugak. Horretarako, emandako zirkunferentziaren
ekuazioa koordenatu polarretan idatziko dugu:

x2+y2=p2, y=psinf

denez gero,
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p2 —2apsinf =0

edo
p=2asin@
dugu.
//”--i\\
/ ™
he— @ \
o e
0 1y
) ? I
Yx
299. IRUDIA

Horregatik, eremuaren mugak koordenatu polarretan

p=@(0)=0, p=D,y(0)=2asinh, a=0, ﬁz_;f

ekuazioen bidez determinatzen dira (299. irudia), eta integrakizunak

F(6,p)=+4a* — p*

itxura dauka. Hortaz,

2asin

- a]mpdp d6 = d6 =
0

¥y
4

2asin 0
[_ (4a’ - p%”}
3

O V|
O =yt |y

0

z
2
0

3
_|'[(4a2 —4a?sin? 0)%2 — (4a*)3'% 140 = 8% (1-cos> 6)d = ga3(37t —4)

1
3

O o [y

lortzen dugu.

2. Adibidea. Kalkulatu

—+ oo

J‘e“xZ dx

—oo

Poisson-en integrala.
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Ebazpena. Kalkula dezagun, lehenik, 1R=”e*'r:‘«"zdxdy integrala, D

D
integrazio-eremua
X2 + y2 - R2
zirkulua delarik (300. irudia).
6, p koordenatu polarretara pasatuz,
2r( R 1 2 )
2 2
I = j je‘P pp |d6 =~ J' P |do=n(1-eF
0\0 0

0

daukagu.
R erradioa infiniturantz joerazten badugu (hau da, integrazio-eremua mugagabeki
zabaltzen badugu) integral anizkoitz inpropioa lortzen dugu:

27 2n{ R ,
e P pdp |d6= lim e P pdp |d6 = lim n(1—e X )=1.
pdp pdp
0 \0 R oo R

Froga dezagun H e“xz“yzdxdy integralak 7 limiterantz jotzen duela, D’
D
eremua edonola zabaltzen denean planoko puntu oro D’ eremuan sartu eta geratzen delarik
(D’ eremuaren zabalpen hau D'— < idatziko dugu).
Izan bitez Ry eta R D’eremuaren mugatik koordenatu-jatorrirako distantziarik
txikiena eta handiena (301. irudia).

2
X —

_ 2
Edozein puntutan e Y >0 denez,

g < [ axay< iy,
t

m(l-e k)< _Ue"yz"‘z drdy< n(l-e )
5

desberdintzek balio dute.
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300. IRUDIA 301. IRUDIA

D'— o denez, bistakoa da R, — e eta R, = o direla eta desberdintzetako

muturrek 7 limite berbererantz jotzen dutela. Hortaz, limite horretarantz ere jotzen du
tarteko atalak, hau da,

lim ﬂe“'z‘yzdx dy=1. (5)

D'—eo

Jo dezagun, kasu partikulartzat, D’ eremua 2a aldeko eta zentrua koordenatu-
-jatorrian duen karratua dela; orduan:

a a a a . al a
'U'e-,\“—y“dxdy= J. e"‘"_y_dxdy - J- J.C,—X'e“,"”dxdyz J. J.e_x_e_y_dx dy.
D' -a -a —a—a —aL—d

2
y

Atera dezagun orain ¢~ faktorea barneko integral ikurretik kanpo (hori egin dezakegu,

e™? ez bait dago x integrazio-aldagaiaren menpe). Orduan,

a

a
“.e_xz_yzdxdy= Je'“"l Je_"»dx dy
s

—da —d

a
Egin dezagun J.e_x.dx = B, . Hori zenbaki konstantea da (a-ren menpekoa
—a

soilik); horregatik,

a

a
J.J e Vdxdy= J.euyn B,dy=B, J‘e_"’-dy.

D' -a —-a
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a a
Baina azkeneko integrala B,-ren berdina da ( J.e'x dx = J’e""h dy bait da); beraz,

—a —-a

J'_[ e dxdy = BB, = B2.
"

Pasa gaitezen limitera ekuazio horretan, ¢ infiniturantz joeraziz (kasu honetan D’
mugagabeki zabaltzen da):

. 2 . 2
-2 2 . . 2 2
lim Jje_* Y dxdy=lim B2 = lim je Tdx| = J-e dx
D'—oo D a—oo a—»co
—-da —00

Baina, frogatuaren arabera [ikus (5)],

D'—>oo

lim He‘)‘z Y dvdy=m.
it

Hortaz:
+00 2

Je_xz dx| =7

—00

+o0

J‘e"""zdx =+/7.

—00

Integral hori Probabilitate-Teorian eta Estatistikan maiz aurkitzen da. Ohar gaitezen

ezinezkoa dela integral hori zuzenean (integral mugagabearen bidez) kalkulatzea, e~
funtzioaren jatorrizko funtzioa ez bait da funtzio elementalen bidez adierazgarri.

§ 6. Aldagai-aldaketa integral bikoitzean (kasu orokorra)

Izan bedi L kurbak mugatutako Oxy planoko D eremua. Jo dezagun ere x eta
v koordenatuak u eta v aldagai berrien funtzioak direla:

x=o@v), y=yv), M
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non ¢@(u,v) eta w(u,v) funtzioak beherago definituko den D’ eremu batean uniformeak,

jarraiak eta deribatu jarraidunak bait dira. Kasu honetan, (1) formulen arabera, u eta v
balioen bikote bakoitzari x eta y balioen bikote bakar bat dagokio. Demagun ere, ¢
eta y funtzioekin x eta y-ri D eremuko balio determinatu batzuk ematen badizkiegu
(1) formulen arabera u eta v-ren balio ondo definituak lortzen ditugula.

Analisa dezagun Ouv koordenatu angeluzuzenen sistema (302. irudia). Goian
azaldutakotik ondorioztatzen da Oxy planoko P(x,y) puntu orori (303. irudia) (1)
formulek definituriko u, v koordenatuetako Ouv planoko P'(u,v) puntu bat
unibokoki dagokiola. u eta v balioak P puntuaren koordenatu lerromakur deitzen dira.

Oxy planoan puntu batek L kurba itxia, D eremua mugatzen duena,
deskribatzen badu, Ouv planoan dagokion puntuak D’ eremua mugatzen duen L’ kurba
itxia deskribatuko du; horrez gain, D’-eko puntu bakoitzari D-ko puntu bat dagokio.

IV

L' ‘y
ARZIG
v+dv 4 WY

T Hlau P
\ 4
]

0 u uvfu U 0 X
302. IRUDIA 303. IRUDIA

Hortaz, (1) formulek korrespondentzia biunibokoa ezartzen dute D eta D’
eremuetako puntuen artean, edo, esaten den bezala D unibokoki D’ eremuan adierazten
dute.

Analisa dezagun D’-eko wu=ktea. zuzena. Oro har, (1) formulen bidez Oxy
planoan kurba bat dagokiola aurkituko dugu. Era berean, Ouv planoko v=ktea. zuzen
orori Oxy planoko kurba bat dagokio.

u=ktea. eta v=ktea. zuzenen bidez bana dezagun D’ eremu partzial angeluzu-
zenetan (ez ditugu aintzakotzat hartuko D’-aren muga ebakitzen duten laukizuzenak).
Dagozkien kurbek D eremua lauki lerromakurretan banatuko dute (303. irudia).

Kontsidera ditzagun Ouv planoko As’ laukizuzen bat, u=ktea., u+Au=ktea.,
v=ktea., v+Av=ktea. zuzenek mugatua, eta dagokion Oxy planoko As lauki
lerromakurra. Eremu partzial horien azalerak As’ eta A