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GAZTELANIAKO BERTSIOAREN HITZAURREA

Ekuazio Diferentzialetako apunte hauek, oraingo Ikasketa-Planaren
arau, Fuskal Herriko Unibertsitateko Industri Ingeniaritza
Teknikorako Unibertsitate-Eskoletan irakasten den Matematikaren
Gehipena asignaturaren zati bat osotzen dute.

Lan honen helburu nagusiena ondokoa da: gure Eskoletako ikasleei
oinarrizko informazioa ematea, praktikoa, eta Ingeniaritzako lehen
zikloko ikasketen espezifikotasunean euskarritua, gainontzeko
bibliografia wugaria kontsultatzea eragotzi gabe, noski. Asmoa,
honakoa izan da: kontzeptuak eta beraien interpretazioak Ingenia-—
ritzako alor ezberdinetan ekuazio diferentzialek dituzten
aplikazioekin konektatzea.

Zentzu honetan, aplikazioekin konektatzeko beharrezkoak diren
oinarrizko kontzeptuak eta  beraien interpretazio ezberdinak
azpimarratu dira. Ondorioz, gogortasun teorikoa ekidin da, interes
pedagogiko eta kontzeptual handieneko teorema eta formulak frogatu
direlarik soilik.

Ekuazio diferentzial arruntak eta ekuazio diferentzialetako
sistemak integratzeko dauden metodo klasikoez aparte, Fourier-en
serieei buruzko gaia dago. Hau baino lehen praktikan interesgarria
den Laplace-ren Transformatuaren bidezko eragile-kalkulua garatu
da. Eta gero, berredura-serieen bidez eta zenbakizko kalkuluaren
bidezko integrazio-metodoak aztertu ondoren, programaren bukaeran
lehen ordenako deribatu partzialetako ekuazioez ari da.

Gaien edukinaren ulermena errazteko asmoz, adibide argigarriak eta

ariketa ebatzi eta proposatuak erantsi dira, hauetariko zenbait
asignaturaren ebaluazioko probetan eskatu izan direnak.

Bilbon, 1991ko Irailean






EUSKARAKO BERTSIOAREN HITZAURREA

Duela wurte bat, FEuskal Herriko Unibertsitateko Bilboko Industri
Ingeniaritza Teknikorako Unibertsitate-Eskolan, gaur egun dauden
Ikasketa-Planen barne, Matematikaren Gehipena asignatura euskaraz
ikasteko posibilitatea dagoela. Urte horretan zehar liburu honen
itzulpenean lanean aritu izan naiz, guztiz beharrezkoa iruditzen
baitzait euskal adarreko ikasleek bibliografia ere euskaraz izatea.

Bestalde, liburu hau martxan jarriko diren Ikasketa-Plan berrietan
ere guztiz erabilgarria da. Duen izaera espezifiko eta praktikoak,
Ingeniaritzako arlo ezberdinetako ikasleentzat lagungarria egiten
du, bertan Matematika eta Ingeniaritzaren arteko konexioa nabari
daitekeelarik.

Bukatzeko eskerrak eman nahi nizkieke liburuaren egileari, Ernesto
Martinez Sagarzazuri, euskararekiko duen borondate onagatik, eta
Martxel Ensunza eta Jose Ramon Etxebarriari, irakatsitakoagatik.

Bilbon, 1994ko Abenduan
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1. EKUAZIO DIFERENTZIAL ARRUNTAK. OROKORTASUNAK

1.1 Definizioak

Deribatuak edo diferentzialak dituen edozein ekuaziori ekuazio
diferentzial deritzo. Deribatu edo diferentzial hauei, aldagai
bakar baten menpe badaude, ekuazio diferentzial arruntak, eta
zenbait aldagairen menpekoak badira, deribatu partzialetako
ekuazio diferentzialak deritze.

Ekuazio diferentzial baten ordena, ekuazioko ordena nagusiko
deribatuaren ordena da.

Ekuazio diferentzialaren  maila, ekuazioko  ordena  nagusiko
deribatuaren berretzailea da.

Bestalde, funtzio eta bere deribatuekiko linealtasuna gordetzen
duen ekuazio diferentzialari, ekuazio diferentzial lineala
deritzo. n. mailako ekuazio diferentzial linealek aplikazio
praktiko garrantzitsuak dituzte. Ondoko adierazpen orokorra dute:

.+ an_l(x) y' o+ an(x) y = f(x).

Adibidea.— Sailkatu ondoko ekuazioak:

a)  (x + 1%

+3x + 1)y +2y =x + 2 ;
b) X’ + (a + becos2t)x’ = 0 ; ¢ y -y -1=0

d x" + x’ + cosx = et ; e) y=2x(y + y’z).

E: a) bigarren ordenako ekuazio lineala; b) hirugarren ordenako
ekuazio lineala; c) eta d) bigarren ordenako ekuazio ez-linealak;
e) lehen ordena eta bigarren mailako ekuazio ez-lineala.
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1.2 Ekuazio diferentzialen jatorria

Deribatuaren interpretazio ezberdinen
diferentzialen jatorria ondoko oinarrizko
dago:

1.2.1 Problema geometrikoak.

Planoko kurben propietateei buruzko problemetan,
eta normala, puntu baten kurbadura, eta abar,
erlazionaturiko magnitudeak dira. Kurba hauei

arabera, ekuazio
problemei asoziaturik

horiek aztertzean, ekuazio diferentzial arruntak

Gogora ditzagun magnitude horietariko batzu.

zuzen tangente
guztiak deribatuez
buruzko magnitude

sortuko dira.

Y1
Zuzen normala Zuzen tangentea
P(x,y)
Kur ba ;9
T N
w
6 N
(0] M Q N X
S S
t n
tgd =y’ ; tgw = -1/y’
Zuzen tangentea P(x,y) puntuan: Y -y = v (X - x).

Zuzen normala P(x,y) puntuan: Y -y =-I/y(X - x).
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Azpitangentearen luzera: =MQ = St = |y/y' .
Azpinormalaren luzera: = QN = S]n = |yy’'|.
Tangentearen luzera: =PM > T = |y/y’ 1 +y3HY2
Normalaren luzera: =PN s N = |y|(1 +y’2)1/2.
Kurbadura-erradioa: R = (1 + y’2)3/2/|y’ .

Adibidea.~- Kalkulatu, kasu bakoitzean, ondoko propietateak betetzen

dituzten kurbei dagozkien ekuazio diferentzialak:

a) "Bira kurba bat eta kurbarekiko zuzen tangentea P(x,y) puntuan.
Kurbak ordenatu-ardatzean duen ebakidura-puntutik P(x,y) puntura
dagoen distantzia, ebakidura-puntu horretatik koordenatu-jatorrira
dagoen distantziaren berdina da".

b) "Edozein P(x,y) puntuko kurbadura-erradioa, puntu horretako
zuzen tangenteak eta abzisa-ardatzaren norabide positiboak osotzen
duten angeluaren sekantearen balioa da ".

E: a) Lehenengo irudiaren arabera, kurbek beteko duten propietatea
ondokoa da: PM = MO.

Kurba
y y Z.tangentea

Kurba
Z.tangentea

o] N X [¢]

a) irudia

b) irudia
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MO luzera kalkulatzeko, zuzen tangentearen ekuazioan X=0 egin, eta
ondorioz hurrengoa beteko da:

Y-y=y((X-x); X=0 = Y=MO=y- xy.
Bestalde, a) irudiko (PQM) triangelu zuzenetik,

PM [M—O-Z + —P—Q—Z]I/Z - [M—QZ + (WZ _ WZ)]I/Z N

2,172

[x* + (y -y +xy)7] 1z

PM

,2
y

)

= x(1 +

ondorioztatzen da. Beraz, PM = MO izan behar denez, ondokoa dugu:

— —— 2

PM = MO — x(1 +y

1/2

) - Xy — xz(l + y’z) =(y - xy’)Z

2xyy’ + x° - y?‘ = 0.

b) kasua:

tagh = y° — seco = (1 + tg’0)/% = (1 + y’z)l/2

Enuntziatuaren arabera, hurrengo ekuazioa ondoriozta daiteke:

:2)3/2/ly,,| = (1 + y,2)1/2

R=secO0 — (0+y

)2 )

IL+y =y

1.2.2 Problema fisikoak.

Sistema fisiko bat, denboraren araberakoa den aldagai edo

koordenatu bakar batez guztiz definiturik badago, sistema fisikoa

askatasun-gradu bakarrekoa dela diogu. x(t) (i = 1,2,...,n), n
1

koordenatu ezagunak badira, sistema n askatasun-gradutakoa da.
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Deribatuaren interpretazio fisikoaren arabera, x’(t) deribatuak x
aldagaiak t aldagaiarekiko duen aldakuntza-indizea, hots, bere
aldiuneko abiadura adierazten du. Sarritan, sistema fisiko asko
arautzen duten legeek, edo saiakuntzetatik sortzen diren
printzipioek, aldagaien arteko erlazioak ezarriko dituzte, non
x’(t) aldakuntza-indizeak parte hartuko duen. Askatasun-gradu
bakarreko sistemen kasurako, emaitza sistemako "eredu matematiko"
deritzon ekuazio diferentzial arrunta izango da.

Adibidea.- Newton-en hozketa-legeak dioenez, T0 tenperatura

konstantepeko ingurune batetan murgildu den gorputz baten
tenperaturaren aldakuntza-indizea, gorputzaren eta ingurunearen
arteko aldiuneko tenperaturen arteko diferentziarekiko zuzenki
proportzionala da.

Printzipio hau adierazten duen ekuazio diferentziala ondokoa da:

T’(t) = K(TO = T})
non
T(t)..... gorputzaren t aldiuneko tenperatura,

T’(t)....tenperaturaren aldakuntza-indizea (hozte zein berotzearen
abiadura),

K........ datu experimental batez kalkulagarria eta gorputz
bakoitzaren espezifikoa den proportzionaltasun-konstantea

baitira.

Adibidea.~ Erreakzio kimiko batetan M eta N substantziek Q
substantzia lortzeko erreakzionatzen dute, M substantziaren m
gramok N delakoaren n gramoz erreakzionatzean, Q-ren q = m + n
gramo sortzen direlarik. Q-ren aldiuneko erakuntza-abiadura
erreakzionatzaileen transformatu gabeko kantitateen
biderkaketarekiko proportzionala da. Idatzi fenomeno honi dagokion
ekuazio diferentziala.
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E: Hurrenez hurren, M, N eta Q substantzien X, y eta z kantitateak
t aldiunean ondokoak dira:

Z=X+y=

+ .
m + n m + n

Adibideko enuntziatuaren arabera, sistema hori deskribatuko duen
ekuazioa hurrengoa da:

ooy . mz _ nz
Z(t)_K[Xo m+n][yo m+n]’

non Xo eta yo, M eta N substantzien hasierako kantitateak, eta K

proportzionaltasun-konstantea baitira. Ondorioz, hauxe dugu:

, m.n.K m + n m + n

z'(t) = X -z y -2z |.
2 m 0 n 0
(m + n)

Adibidea.~ Ur-isurketaren ekuazio diferentziala.

Biz irudiko R erradio eta H altuerako ontzi konikoa. Baldintza
konstantepean (denbora-unitateko q, bolumen-unitate isuriz), goiko

aldetik ura sartu, eta beheko aldeko hodi luze eta mehe batetatik

ura aterako da.
la, R

1 | aw
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Ontziko ur-bolumenaren V’(t) aldakuntza-indizeak jarraitzen duen

lege fisikoa, gehienetan denboraren araberako q(t) kaudalaren
bidez baino, ur-mailaren funtzioko q(z) kaudalaz errazago
adieraziko da. Horrela, adibidez, ondoko erlazioak ezarriko dira:

-K.z (hodi luze eta mehe batetan zeharreko isurketa)

2
N
i

-K.¥Zz (horma mehe batetako zulo batetan zeharreko isurketa)

2
Ny
f

Isurketaren fenomenoa deskribatzen duen ekuazio diferentziala:

V(t) = q, - ql(z).

Bestalde, V delakoa ontziko ur-maila izanik, ondokoa idaz daiteke:
Vi(t) = V'(2) z'(t) = q, - q(z).

A
Gainera, V(z) = J S(z)dz — V(z) = S(z), eta ordezkatuz,
0

S(z)z’(t) = q_ - qglz) = 2Z2'(t) = [qo - q(z)1/s(z)

ur-isurketa adierazten duen aldagai banangarrietako ekuazio
diferentziala lortuko da. Ekuazio hau aplikatzeko beharrezkoak
dira q(z) legea eta wur-mailaren altueran kokaturiko sekzio
horizontalaren S(z) azalera.

Adibidea.- Ohm-en legeak ondokoa dio: "Zirkuitu bati aplikaturiko
e(t) tentsioa, zirkuituko elementuetan emaniko tentsio-erorketen
baturaren berdina da".

LRC zirkuitu bakun batetarako tentsio-erorketak hurrengoak dira:

L autoinduktantzian: Li’(t),

R erresistentzian: Ri(t),
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t
C kondentsadorean: (I/C)J i(t)dt,
0

non i(t) zirkuitutik doan denborarekiko korronte-intentsitatea
baita.

Ohm-en legea aplikatuta, ondoko ekuazio diferentziala lor daiteke:

t
Li'(t) + Ri(t) + (1/c)j i(t)dt = elt),

zein

J (Ddt = Qt) — it) = Q1) — () = Q(t)

ordezkaketa eginda bigarren ordenako beste ekuazio diferentzial
hau bilakatuko baita:

LQ’(t) + RQ’ (1) + (1/C)Q(t) = e(t).

Adibidea.- Newton-en legeak dicenez, t denbora, r(t) posizioa eta
r’(t) abiaduraren araberako F indar baten menpean dagoen m masadun
puntu materialaren higiduraren ekuazioa, ondoko hau da:

ma =F = mr’(t) = Flt, r(t), r’t)l.

1.2.3 Hautazko konstanteen ezabapena.

Hautazko konstanteak dituen aldagaien arteko edozein erlaziori,
jatorrizkoa  deritzo. Jatorrizkoaren  adierazpenean ahal den
konstante-kopuru txikiena erabiltzen denean, konstante esentzialak
ditugula esango dugu.

Adibidez, y = Ae" + Be © + Cxe = jatorrizkoan, hiru A, B, C
konstanteak esentzialak dira.
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Baina, y = AeX+B+ C + Ln(Dx) jatorrizkoan, lau konstanteetatik
esentzialak soilik bi dira. Hau da:

X

y = Ae®e® + C + LnD + Lnx = Me® + N + Lnx.

Orokorrean, demagun hautazko n konstantez osoturiko jatorrizkoa:

F(x, vy, Cl, Cz’ C3’ .......... ,C ,C)=0. (1]

Teoriatik, n konstanteak n+l ekuaziotako sistema batetan ebaz
daitezke, sistema hori jatorrizkoaz eta jatorrizkoaren lehenengo n
ondoz-ondoko deribatuez osotuta egongo delarik, hots,

dF/0x + (0F/8y)y’ = 0 = Fl(x, vy, v, Cl, Cz,...,Cn) =0, [2]

8%F/ax% + (28°F/axay)y’ + (8°F/8y°)y’% + (8F/8y)y” =0 =

n. deribaturako, ondokoa lortuko da:
Fn(x, v, ¥,...,y  ,C,...,C) = 0. [n+l]

Eta

sistema C1’ Cz’ ..., C konstanteekiko ebatzi ondoren, eta
n

konstante horiek [1] ekuazioan ordezkatuta gero, orokorrean
jatorrizkoari asoziaturiko n. ordenako ekuazio diferentzial bat
lortuko da, hauxe alegia:

flx,y, vy, 5", ... , Y ,y '} =0.

Fkuazio hau jatorrizkoari asoziatuta dago, eta geometrikoki [1]
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adierazpeneko kurbez osoturiko familia n-infinituak betetzen
dituen propietateak dauzka. Jarraitutako prozeduran jatorrizkoaren
hautazko konstante esentzialen kopurua eta lortutako ekuazio
diferentzialaren ordena berdinak direla nabari daiteke.

Adibidea.- Jatorrizko hauei asoziaturiko ekuazio diferentzialak
kalkulatu, deribazio eta konstanteen ezabapena aplikatuz:

2 x

a) y=Aex+Be2x+xe, b) y =C - Ln [cos(x + D).

E: a) Bi aldiz deribatu, eta A eta B parametroak ezabatuko dira:

y'= Ae” + 2Be2x + (X2 + 2x)e”, y’ = Ae™ + 4Be™ + (X2 + 4x + 2)e"

y -y = Be”® + 2xe” — Be™ = v -y - 2xe’,

Je — A =2y -y o+ (2 - x%)e”.

y’ -2y = -Ae" + (2 - X

Jatorrizkoan ordezkatuta, ondoko ekuaziora helduko da:

y? - 3y + 2y = 2(1 - x)e".

E: b) Era berean ebatziko da:

yy =tglx + D) — y’= 1/cos®(x + D) =1 + tgz(x + D) =

bR

y? =1+y"
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Adibidea.- Kalkula bedi, fokua koordenatu-jatorrian eta ardatza
OX-en dituen parabola-sortaren ekuazio diferentziala.

E: Lehenengo, parabola-sortaren ekuazioa (jatorrizkoa) finkatu
behar da. Beheko irudian, enuntziatutako hipotesiak betetzen
dituzten paraboletariko bat dugu:

P(x,y)

zuzentzailea <——ZB———H\\\\\\\\ parabola

Parabola, foku eta zuzentzailetik distantzia berberera dauden
puntuez osoturiko leku geometrikoa da. Ondokoa ondoriozta daiteke:

PQ=PF — x+2B=(x+y)"" 5 x+2B°=x"+y" >

y2 = 4B(B + x).

Jatorrizkoa behin deribatu eta B parametroa ezabatuz, hurrengo
ekuazio diferentziala lortuko da:

2yy’ = 4B — ¥y =2yy’(yy'/2 + x)

yy’% + 2xy’ -y = O,
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1.3 Ekuazio diferentzial baten soluzioak

Demagun n. ordenako ondoko ekuazio diferentziala:

(n-1) (n)]

fIx, v, v, 7", ..... , ¥ , ¥ = 0.

Definizioa: y = y(x) funtzioa ekuazioaren soluzioa dela diogu,
bera eta Dberaren n deribatuak ekuazioan ordezkatu ondoren
identitate bat badugu.

Ikus ditzagun soluzio-mota ezberdinetarako beste definizio batzu.

1.3.1 Jatorrizkoa, soluzio orokorra edo integral-sorta.

n hautazko konstante esentzial dituen edozein soluzio da.

I
=
x
QO
Q

Era explizituan: y

Era inplizituan: F(x, y, C1’ Cz’ ..... , C)=0.

1.3.2 Soluzio partikularra edo kurba integrala.

Soluzio orokorrean hautazko konstanteen balioak finkatutakoan lor
daitekeen soluzioa da.

1.3.3 Soluzio singularra edo kurba integrala.

Hauek ondokoak dira: hautazko konstanteen balioak finkatu arren,
soluzio orokorretik ondorioztaezinak direnak.

Adibidea.- Sailka bitez, hurrengo ekuazio diferentzialetarako
emanik datozen soluzioak:

a) x°(Lnx - Ny’ - xy +y =0, y, = Ax + BLnx, v, = 3x - 2Lnx.

b) v - xy’ +y =0, y1=Cx—C2, y, = 3(x - 3), y3=x2/4-
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) 2x°dx + y(3x% + yAdy = 0, (¥ + x)% - Ay* + 2x%) = 0.

d) v’ =1+ y?% y+Lnlcos(x + B)] = A, y =1+ Ln(secx).

E: a) Froga dezagun ylsoluzio bat dela. Bi aldiz deribatu eta

ekuazioan ordezkatu behar da:

H 3

y1=Ax+BLnx —> y1=A+B/x —_— y1 =—B/x2 =
x%(Lnx - 1)(-B/x2) - x(A +B/x) + Ax + BLnx = 0O

lortzen da. Bi konstante esentzial dituenez, soluzio orokorra da.

Bestalde, y, = 3x - 2Lnx delakoa ere, soluzio partikularra da, Y,

soluzioan A = 3 eta B = -2 eginez lortzen delako.

b) Y, soluzio partikularra da eta, horrez gain, orokorra, hautazko

konstante bat duelako.

2 , 2 2 _
y]=Cx—C —_ y1=C > C -xC+Cx -C =0.
C = 3 denerako, y2 = 3(x - 3) soluzio partikularra da.

2 . . . . .
y3 = X /4 soluzio singularra da. Soluzioa da, noski, eta soluzio

orokorreko C konstanteari balioak eman arren ondorioztaezina
denez, singularra dugu.

c) A konstantea bakanduta duen jatorrizkoa diferentziatuz,

2.2 d

G2+ O yE v 2 = S
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4x(y2 + xz)(y2 + 2x2) - 4x(y2 + x%)? q

(y% + 2x%)°?

X +

4y(y2 + X2)(y2 + 2X2) _ 2ly(yZ + X2)2

(y2 + 2x9)?

+ dy = 0

lortuko da. Hortik, eragin eta bakanduta gero, ondoko ekuazio
diferentziala ondoriozta daiteke:

[4X(y2 + 2x°) - 4X(y2 + x2)1dx + 4y(y2 + 2x°%) - 2y(y2 + x))dy = 0
2x’dx + y(y2 + 3x2)dy = 0.

Beraz, enuntziatuan emandakoa soluzio orokorra da.

d) Bi parametroren menpeko jatorrizkoa soluzio orokor bat da.
Nahikoa da deribatu eta ekuazioa betetzen duela frogatzea.

y + Lnlcos(x + B)l] = A -y’ =tglx + B) -5 y’ = 1/cos’(x + B),

)

y’' =1+ y’2 —s  1/cos(x +B) =1+ tgz(x + B).

y,= 1 + Ln(secx) delakoa, soluzio partikular bat da, zein ekuazio

orokorrean A = 1 eta B = O eginez lor baitaiteke.

y + Ln[cos(x + B)] = A _AZL B0, y + Ln(cosx) =1 —

y =1 - Ln(cosx) = 1 + Ln(cosx) "= 1 + Ln(secx).
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2. LEHEN ORDENA ETA MAILAKO EKUAZIO DIFERENTZIALAK

Lehen maila eta lehen ordenako ekuazio diferentzialek ondoko
adierazpenak onar ditzakete:

Era orokorra: f(x,y,y’) =0 (lehen maila y’-arekiko),
Era diferentziala: X(x,y)dx + Y(x,y)dy = O,

H

Era normala: y = gx,y).

2.1 Existentziaren eta bakartasunaren teoremaren enuntziatua

Biz y’= g(x,y) ekuazio diferentziala era normalean.

"g(x,y) eta 8g/8y funtzioak Po(xo’yo) puntuaren ingurune batetan

jarraiak badira, y = y(x) funtzio analitiko bakar bat existituko
da, zeinek ekuazio diferentziala bete eta x = X, denean Y, balioa

hartuko duen".

Integrazio-tekniken bidez, hautazko C konstantearen menpeko
F(x,y,C) = 0 soluzio orokorra lortuko da. F(x, y, CO) = 0 soluzio

partikular bat lortzeko, y(xo) =¥, hastapen-baldintza behar da,
soluzio orokorrari erantsita C0 balioa ezagutzea ahalbidetuko

duelarik.

Problema geometrikoetan, baldintza horrek kurba integrala planoko

Po(xo,yo) puntu jakin batetatik pasatzen dela esan nahi du

normalean. Problema fisikoetan baldintza horrek y(t) magnitudea
t = to aldiunean finkatuko du.
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2.1.1 Kontsiderazio geometrikoak. Kurba isoklinoak.

Era normalean adierazitako lehen ordenako y'= g(x,y) ekuazio
diferentzialak, P(x,y) puntuaren eta puntu horretatik pasatzen den
kurba integralarekiko zuzen tangentearen maldaren arteko erlazioa
ezartzen du. g(x,y) funtzioa unibokoa bada, P(xo,yo) puntu

bakoitzetik pasatuko den soluzioaren adierazpen analitikoa ezagutu
gabe, badakigu kurba integralaren malda g(xo,yo) dela.

Ondorioz, g(x,y) = K ekuazioak kurba-sorta bat definitzen du,
zeinen puntu bakoitzetik pasatzen den kurba integralaren malda K
konstantea den. Kurba hauei kurba isoklinoak, hots, malda berekoak
deritze. Isoklina bakoitzaren gainean K maldako segmentu txiki eta
paraleloz  osoturiko multzo bat irudikatzen bada, elementu
linealetako  norabide-eremua  deritzona  lortuko da.  Honek
integral-sortaren hurbilketa diren kurbak lortzea ahalbidetuko du,

era horretan integral-sortaren ikuspen intuikorra izan
dezakegularik.
Adibidea.- Aztertu y = 2Xxy ekuazioaren norabide-eremua eta

irudikatu kurba integralen zirriborroa.

E: Kurba isoklinoak: 2xy = K (hiperbola aldeberdinetako familia).

Hurrengo isoklinak kontutan hartuz,

o

K = 1 denerako : xy = 1/2 > 0 = 457,

K = 1/2 denerako : xy = 1/4 = 6 = arctg(1/2),
K = O denerako : x=0,y=0 = e = 0°,

'K = -1/2 denerako : xy = -1/4 . > 0 = arctg(-1/2),
K = -1 denerako : Xy = -1/2 > e = 135°,

ondoko irudia lortuko dugu:
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Y1

J4 1
LN

% kurba integrala

food o de e}

isoklina
k=-1 k=
k=-1/2 k=1/2
7
L
k=1 o k=-1/2
k=1/2 K=-1

I
™1

%\’l‘lll

Irudian isoklinak eta norabide-eremua definitzen dituztezn
elementuak adierazi dira. Norabide-eremu horretan y = Aexp(x’)
ekuazioko kurba integralak irudikatu dira.

2.2 Aldagai banangarrietako ekuazioak

Koadratura bakar batez integragarriak, eta funtzio elementalen
bidez adierazitako soluzioak dituzten ekuazio diferentzialak gutxi
dira.  Horregatik, @ metodo hurbilduak eta konputazio-teknika
modernoetan oinarritutako garapenak, oso interesgarriak dira
orokorrean, ekuazio diferentzialen azterketarako.

Hala ere, teknikan interesgarriak diren zenbait ekuazio
diferentzial ebaztea ahalbidetzen duten eta kontzeptualki
garrantzizkoak diren integrazio-metodo klasiko batzu landuko
ditugu. Dena den, ekuazio bati integrazio sinplearen metodoa
aplikatu baino lehen, ekuazioa aldagai banangarrietako kasura
laburtu, eta gero jatorrizkoa kalkulatu behar da.
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Kasu errazena ondokoa da:

f(x)dx + g(y)dy = O.

J eragilearen aplikazioak soluzio orokorrera garamatza:

f f(x)dx + J g(y)dy = C.

Gainera,
f(x)Gly)dx + gly)F(x)dy = 0

motako ekuazioak F(x)G(y) funtzioaz =zatituz, aurreko Kkasura
laburtzen dira:

Dena den, kasu honetan aurreko soluzioan eduki gabeko zenbait
soluzio posible aztertzea beharrezkoa da, adibidez, F(x)G(y)
biderkaketaren anulaziotik ondorioztatutakoak.

Adibidea.- Hurrengo ekuazioaren integral orokorra kalkulatu:

2xydx - dy = O.

exp

E: 2xdx - dy/y =0 — xz—Ln|yI = A
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lyl = exp(x2 - A) = Bexp(xz), B = exp(-A) > 0 3
2 2
y = * Bexp(x”) = Cexp(x”), C # 0.

2xydx - dy = O ekuazio diferentziala zati y egin ondoren, C = O
denerako, y = O delakoa beste soluzio bat da. Beraz, kasu hau
erantsiz gero, soluzio orokorra hurrengoa izango da:

y = Dexp(xz), D e R.

Oharra: Soluzio hau lehen aipatutako norabide-eremuei buruzko
adibideko integral-sorta da.

Adibidea.~ Ebatzi hastapen-baldintzatako problema hau:

y’ - 2ycotgx = O, y(n/2) = 2.
E: dy/y - 2cotgxdx = 0O ~—‘r——a Lnlyl - 2Ln|sinx| = ¢ —=XP
y/sinzx = B. Soluzio orokorra: y = Bsin’x.

B-ren kalkulua: ymr2y =2 > 2= Bsin®(n/2) = B.

Soluzio partikularra: y = Zsinzx.

Adibidea.— Kalkula bedi 21. orriko erreakzio kimikoei buruzko
ekuazio diferentziala, ondoko datuak jakinik:

- M eta N substantzi kantitateak 2:1 pisu-proportzioan daude,

- hasieran X, = 40, Y, = 20 dira, eta

- erreakzioa hasi eta 10 minututara eratutako Q-ren kantitatea, 20
gramotakoa da.
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Zer denbora pasatu behar da, Q produktuaren kantitate osoaren bi
heren eratu baino lehen?

E: x =40, y =20, m = 2n datuak,

, m.n.K m + n m + n

z’ (1) = X -7z y -z

2 m 0 n 0
(m + n)

ekuazioan ordezkatu ondoren, hurrengoa ondoriozta dezakegu:

2’ (1) = 2n.n.K 2n+n40_Z 2n+n20_Z =—25(60—2)2
2 2n n 9
(2n + n)
— dz/(60 - z)2 = 2Kdt/9 -—‘£——) 1/(60 - z) = 2Kt/9 + C. (1]
C-ren kalkulua: z(0) = 0 > C = 1/60.
K-ren kalkulua: z(10) = 20 = 1/40 = 20K/9 + 1/60 = K = ég—- .

Orduan, [1] ekuazioan ordezkatuz,

60t

2 =570

soluzioa lor dezakegu.

Q produktuaren kantitate osoaren bi herenak (40 + 20)2/3 = 40
dira. [2] adierazpenean z = 40 ordezkatuz, (t) kalkula daiteke.

40(t + 20) - 60t = 0 = t = 40 minutu.
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Adibidea.- 22. orriko ur-isurketaren kasuan, R erradio eta H
altuerako ontzi konikoak elikadurarik ez duela kontsideratuko dugu
orain, (q0 = 0), eta likidoaren hasierako altuera z(0) = z, dela.

Zer denbora izango da beharrezkoa ontzia husteko, isurketa hasi
eta 5 minututara likido-maila hasierako mailatik bi heren jeitsi
bada?

E: Kasu honetarako ondoko erlazioak beteko dira:

q(z) = -K.z (hodi mehe eta luze batetan zeharreko isurketa).

S(z) = ar? = n(Rz/H)Z = Tle(Z/H)z (ikus irudia).

la, ks

—

1L qv)

Isurketaren ekuazio diferentzialean ordezkatu ondoren,
2’(t) = q(z)/S(z) = -HKz/nR%*z* = -H*K/nR%z

lortuko da. Aldagaiak banandu eta integratuz, hurrengoa ondoriozta
daiteke:

2zdz =(-2HK/mRYdt I 2% = (-2H?K/mRO)t + C.
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C-ren kalkulua:

Hortik, z = \/zi - (2H*K/mR*)t dugu.

K kalkulatzeko:

2(5) = 22 /3 — 2z /3 = / z§ - 10H%K/mR® — 10H*K/mR? = 522/9.

K ordezkatuz gero, ondoko soluzio partikularra kalkula daiteke:
zt) =V 2% - 22 t/9 =2V (9 - t)/9.
0 0 0

Hustura-denbora kalkulatzeko z(t) = O egin behar da:

0 = z, v (9 - t)/9 = t = 9 minutu.

2.2.1 Aldagai banangarrietara labur daitezkeen ekuazioak.

Hurrengo kasuak nabaritu behar dira:

a) y =flax + by +¢) [, b) y = flyx). (2]

ILehenengoan ax + by + ¢ = z eginez gero, behin diferentziatuz,
a + by'= 2z berdintza lortu, eta [l]-ean ordezkatu ondoren,
hurrengoa ondoriozta daiteke:

(z2 - a)/b =f(z) — 22 =a+ bf(z) — dz/la + bf(z)] - dx =0
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J eragilea aplikatuz,
dz _
J‘a+bf(z)_xhc

lor dezakegu, non z = ax + by + c¢ den.

Bigarren kasuan y/x = z aldagai-aldaketa egingo da.

’

y/Xx =z — y=%xz — y =2z + xz'. Beraz, [2] kasurako

z +x2° =f(z) — dz/lf(z) - z] -dx/x =0 =

ondoriozta dezakegu, non 2z = y/x baita.

Adibidea.~ Ebatzi y’ = (8x + 2y + 1) ekuazio diferentziala.

E: 8 +2y+1=2z2 — 8+2y =2 — (z -8)/2=2" —

2 =22°+8 > dz/(z° + 4) - 2dx = 0 —£—> larctg z/2]/72 - 2x = C

y aldagaira itzuliz, ondokoa lortuko da:

z/2 = tgldx. + 2C) > 8x + 2y + 1 = 2tg(4x + B).
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2.3 Ekuazio diferentzial homogenoak

Definizioa: X(x,y) eta Y(X,y) direlakoak m. homogenotasun-mailako
funtzio homogenoak badira, hots,

X(xt,yt) = th(x,y), Y(xt,yt) = th(x,y)

berdintzak betetzen badira, orduan ondoko lehen ordenako ekuazio
diferentzialari ekuazio homogeno deritzo:

X(x,y)dx + Y(x,y)dy = 0.
Ekuazioa era normalean emanik badator, hots,

y = - X(x,y)V/Y(x,y) = f(x,y),

orduan, f(x,y), homogenotasun-maila bereko bi funtzioren =zatiketa
izateagatik, zero homogenotasun-mailako funtzioa izango da.
Hortik, honakoa ondoriozta daiteke:

v o= f(x,y) = flxt,yt) =%, v = f(1,y/x) = gly/x).

Aurreko ataleko (b) kasuan bezala, y'= g(y/x} ekuazioa aldagai
banangarrietara labur daiteke, beraren soluzio orokorra ondokoa
izanik:

J——dZ—Z—Lnsz, z = y/X.

Adibidea.- Ebatzi hastapen-baldintzatako ekuazio diferentzial hau:

(x4 + y4)dx - 2X3ydy = 0, y(1) = 0.
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E y = x* o+ ya 1+ (y/x)4
- 3 - 2
2x%y (y/x)
y =Xz, y =z + X2 eginez, aldagai banangarrietako
R T A ¢ St U
2z B 2z

ekuazioa ondorioztatuko da, beraren soluzioa hurrengoa delarik:

J—Z—Zz-d—z-z--Lnx=c N —Ei———Lnx=C.
(z" - 1) (z" - 1)

Aldagai-aldaketa deseginez gero,
x2/(x% - yz) - Lnx =C

soluzio orokorra lor daiteke.

Integral partikularra:

y1) =0 — l-Ln=C — C=1 s x/x*-7y) - Lnx = 1.

y2 gaia bakanduz gero,

2

/(%% - yz) = Ln(ex) — y2 = x°[1 - I/Ln(ex)] =

Y2 = xz[Ln(ex) - 1]/Ln(ex)

ondoriozta dezakegu.
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2.3.1 Ekuazio homogenogarriak.

a1x + bly + c1
y = f T v T C adierazpenekoak dira.
2 27

x=X+h — dx=4dX
y=Y+k — dy =dY

aldagai-aldaketaren bidez, hurrengo ekuazioa ondoriozta daiteke:

aX+b¥Y+ah+bk+c
Y o= 1 1 1 1 1

aX+b¥Y+ah+bk+c
2 2 2 2 2

Ekuazio honen homogenotasunak,
ah+bk+c =0, ah+bk+c =0
1 1 1 2 2 2

ondorioztatzera garamatza. Sistema hau bateragarria bada, h eta k
konstanteen balioak kalkulatuz, ondoko ekuazio homogenoa lor
daiteke:

Geometrikoki, egindako ordezkapenak (h,k) bektorearen araberako
translazio bat adierazten du, (h,k) puntua

alx+bly+c1=0, a2x+b2y+cz=0

zuzenen ebakidura-puntua izanik. Bi zuzenen ekuazioez osoturiko
sistema bateraezina bada, orduan
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a b1 a1 = A.az
=0 — a/a =b/h =X —
a b 1 2 12 b =AD
2 2 1 2
eta, kasu honetan, ax + be =z — a + bzy’ = Z’ ordezkapenak

aldagai banangarrietako kasura laburtuko du ekuazioa zuzenki:

Ala x + by) +c Az + ¢
2 2 1 1

y =f° G x ¥ byl 7 $z=a2+b2f o = g(z).
2 2 2 2

Geometrikoki, sistema bateraezina bada, zuzenak paraleloak izango
dira; honegatik, aurreko translazioa ezinezkoa da.

Ordezkapenaren adierazpen geometrikoa

Adibidea.- Integratu y = :————+—? ekuazio diferentziala.

i
P
|
W

E: x-y+5=0, x+y~-1=0 = x=h=-2, vy

I
=<
+

L

‘<U

I
<
4
~<

I

Ordezkapena: x =X - 2, ¥y
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Aldaketa: Y=Xz, Y=2+XZ >

L1 -z .1 -2z - 2° (1 + z)dz _ dX
z + Xz’ = — Xz’ = — == 3
1 + 2z 1 + 2z 2
1 -2z - 2 X

J‘—(L+Z—)dzz—’[%—=o —s Ln|zZ +2z-1] +2LnlX| =C =

(2% + 2z - DX* = A.

Hasierako aldagaietara itzuliz, z = X= y -3
X x + 2

deseginez, ondoko soluzio orokorrera iritsiko gara:

, X = x + 2 aldaketa

2
[[y_3]+2y_3-i](x+2)2=A >
X + X + 2

(y-3)2+2(x+2)(y—3)—(x+2)2=A.

2.4 Ekuazio diferentzial zehatzak

Definizioa: X(x,y)dx + Y(X,y)dy = O ekuazioa zehatza da D eremu
laun batetan, baldin eta eremu horretan U(x,y) funtzio bat
existitzen bada, zeinek ondoko berdintza beteko duen:

d[U(x,y)] = X(x,y)dx + Y(x,y)dy.

Kasu horretan, ekuazio diferentziala dlU(x,y)] = O idatz daiteke,
eta beraren soluzio orokorra hurrengoa da:

d[U(x,y)] = 0 _f) U(x,y) = C.
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Teorema: D eremuan, X(x,y), Y(x,y), 8Y/8x eta 8X/dy funtzioak
jarraiak badira, orduan ekuazio diferentziala zehatza izango da,
baldin eta soilik baldin, 8Y/8x = 98X/8y (deribatu gurutzatuen
berdintza) betetzen bada:

3 U(x,y): dU = Xdx + Ydy <« 38Y/8x = 8X/dy.

Dakusagun beharrezko baldintza (3):

Hipotesiak dioenez, dU = Xdx + Ydy.

Definizioz, du

(8U/3x)dx + (8U/3y)dy.

Adierazpen biak berdindu ondoren, ondokoa beteko da:
X(x,y) = 8U/8x [1], Y(x,y) = 3U/3y. (2]

[1] ekuazioa y-rekiko eta [2]-a x-ekiko deribatuz, eta Schwartz-en
teorema aplikatuz, ondokoa izango dugu:

8X/8y = 8°U/0xdy, 8Y/3x = 8°U/3ydx,

8°U/dx3y = 8°U/3y3x > 8Y/dx = 9X/dy.

Dakusagun orain baldintza nahikoa (&):
Hipotesia: 3Y/8x = 8X/8y. (3]

Teoremaren hipotesiak betetzen dituen U(x,y) funtzio bat aurkitu
behar da, zeinek dU = Xdx + Ydy bete behar duen.

U funtzioak [1] eta [2] baldintzak beteko ditu. [1]-etik,

U(x,y) = J X(x,y)dx + y(y) [4]

o]

dugu, non (y) delakoa U funtzioak [2] baldintza bete dezan
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funtzio laguntzailea baita, hau da,

au/oy = Y(x,y) = J (8X/8y)dx + ¢’ (y). (5]

0

[3] hipotesia erantsiz gero, hurrengoa lor daiteke:

X

Y(x,y) = J (8Y/8x)dx + w(y) = |Y(xy)|* + ¢'(y) 5
xo XO
Y(x,y) = Y(x,y) - Y(xo,y) +YP'y) — Yy = Y(xo,y) =
Yy
Yly) = I Y(xo,y)dy. (6]
y0

[6] baldintza [4]-an ordezkatuz, U funtzioa ondorioztatuko da,

X 0
X(x,y)dx + I Yix ,y)dy, (7]

X
0 y0

U(x,y) = I

non Po(xo,yo) puntua X(x,y) eta Y(x,y) funtzioen jarraitasun-

eremukoa baita. Puntu hau finkatu egingo dugu integralen kalkulua
errazteko.

U(x,y) ezaguturik, ekuazioaren soluzio orokorra ondokoa da:

X Yy
J X(x,y)dx + I Y(x,y)dy = C. (8]
bd y

0 0
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Adibidea.- Kalkulatu hurrengo ekuazioaren soluzio partikularra,

[(2x - ylexp(y/x)ldx + {3y2 + xexp(y/x)ldy = 0,

y(2) = O hastapen-baldintza beteko duelarik.

E: Ekuazio diferentzial zehatza da. Ikus dezagun.
8Y/8x = exply/x) - (y/x)exp(y/x) = (1 - y/x)exp(y/x},
8X/8y = [(2x - y)/xlexp(y/x) - exp(y/x) = (1 - y/xX)exp(y/x).

Soluzio  orokorra: Formularen aplikazioan integrazio-aldagaiak
permutatu eta X, = 1, Y, = 0 balioak hartzen baditugu, kalkuluak

errazagoak izango dira, ondoko emaitza lortuko delarik:

y X
J [3y2 + xexply/x)ldy + [ (2x - yo)exp(yo/x)dx =C —
X

y0 0

y3 + Xzexp(y/x)|‘z + |X2|T =Cs= y3 + xzexp(y/x) -x+xf-1=CcC

y3 + xzexp(y/x) = A.
Soluzio partikularra: y(2) = 0 — 4exp(0/2) = A — A =4 >

y3 + xzexp(y/x) = 4.
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2.4.1 Ekuazio zehazgarriak. Integrazio-faktorea.

Biz hurrengo ekuazio diferentzial ez-zehatza,
X(x,y)dx + Y(x,y)dy = O,
non 8Y/8x eta 8X/8y deribatuak jarraiak baitira D eremuan.

Definizioa: Biz D eremuan deribatu partzial jarraiak dituen
z = z(x,y) funtzioa.

z(x,y)X(x,y)dx + z(x,y)Y(x,y)Jdy = O zehatza bada, z = zlx,y)

funtzioa Xdx + Ydy = O ekuazioaren integrazio-faktorea da.

Integrazio-faktoreen kalkulua:
z(x,y)X(x,y)dx + z(x,y)Y(x,y)dy = O ekuazio zehatza denez, hots,

a
a (zX) =

dz aXx dz ay
(ZY)%XE‘FZW—YE—X-'*ZE;,

D
%!

lehen ordenako deribatu partzialetako

az dz JX aY
Y&—XE—Z[———]

ekuazioa lortuko da, =zeinen integrazioak =z = z(x,y) faktorea
aurkitzea ahalbidetuko duen.

Integrazio-faktore bakunak.- Aurreko ekuazioaren integrazioa,
deribatu partzialetako ekuazioei buruzko gaian aztertuko da.
Orain, kasu sinpleenak, hots, aldagai bakar baten menpeko
integrazio-faktoreei dagozkienak ikusiko dira.
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z = z(x) erako integrazio-faktoreak.

Kasu honetan, 8z/8x = dz/dx, 8z/8y = O berdintzak ditugu. Beraz,
kasu honetarako deribatu partzialetako ekuazioa

, 9X/8y - aY/dx

z'(x) = 7

izango da, [8X/0y - 8Y/8x]/Y = ¢(x) delarik. Integratu ondoren,
hurrengo emaitzara hel daiteke:

2(x) = Aexp J 9X/38y ; dY/8x

dx = Aexp J‘ $(x)dx.

z = z(y) erako integrazio-faktoreak.

Oraingoan, d8z/0x = 0 eta Jdz/dy = dz/dy dira. Beraz,

aY/3x - 8X/0dy
=z <

dugu, [38Y/8x - 8X/3yl/X = yly) delarik. Orduan, z = z(y) faktorea
existituko da, zeinek ondoko adierazpena baitu:

z(y) = Aexp

- /
J‘ dY/9x 2 X738y dy = Aexp J Y(y)dy.
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Fkuazio homogenotarako integrazio-faktoreak.

X({x,y)dx + Y(x,y)dy = O ekuazio homogenorako integrazio-faktorea
hurrengoa da:

1

x. X(x,y) + v.Y(x,y) ° (1]

z(x,y) =

Frogapena: z(x,y)X(x,y)dx + z(x,y)Y(x,y)Jdy = O ekuazioa zehatza
da, hots, z(x,y) integrazio-faktorea dugu.

Y(x,y) ED zehatza
—_—

o (X )y -é (_ Y
dy | x.X + y.Y | 8x | x.X + y.Y |’

Deribatuak garatuz, ondokoa ondoriozta daiteke:

dX X aY aY ax aY
o] o o )R o o

(xX + yY)? (xX + yY)?

Zenbakitzaileak berdindu eta sinplifikatu ondoren, hurrengoa dugu:

aX dX aY aY
Y[Xﬁ*’Yﬁ]—X[X&*'yﬂ] [2]

Hipotesiak dioenez, X(x,y) eta Y(x,y) maila bereko funtzio
homogenoak dira (m. mailakoak, adibidez), eta ondorioz Euler-en
teorema beteko dute:

80X X ay ay
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[3] eta [4] adierazpenak [2] ekuazioan ordezkatuz gero, YmX = XmY
identitatea ondorioztatuko da, honela [1] adierazpena ekuazioaren
integrazio-faktorea dela frogatuko delarik.

Adibidea.- Ebatz Dbitez hurrengo ekuazioak, integrazio-faktore
bakunak erabiliz:

a) ysin(xy)dx + [xsin(xy) - cos(xy)/yldy = O.

b) (x* + yhdx - xy’dy = o.

E: a) Ekuazio honek z = z(y) integrazio-faktorea onartuko du.

aY/8x-8X/38y - sinxy + xycosxy + sinxy - sinXy - XyCOSXy _ 1

X ysinxy y
— z(y) = AexplJdy/y]l = Ay — zy)=y (A =1).
Ekuazioa integrazio-faktoreaz biderkatu, eta X, =y, = 0 balioak

hartuz, hurrengo soluzioa lortuko da:

yzsin(xy)dx + [xysin(xy) - cos(xy)ldy = O -
X 2 y
J. y sin(xy)dx - J dy=C — ]—ycos(xy)lz - |y|3(; =C —
0 0

-ycos(xy) +y -y =C — ycos(xy) = A.

b) Kasu honetan, x-en menpeko integrazio-faktore bat daukagu:

8X/8y - 8Y/9x
Y

= (a7 + YPI(-xy") = -5/x —
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z(x) = Aexpl[-5dx/x] = Aexpl-5Lnx] = Ax_5 —  z(x) = x_s.

Beste kasuan bezala, eta X, = 1, y, = 0 eginez, ondokoa dugu:

(x+ x°yhdx - xy%dy = o —‘La

b d y
J (x + x°yhdx - J yidy = C — |Lnx - x y'/4 * - vie = C
1 0]

Inx - ()8 +y*a - e =c 5 v = ax’Lox + ax"

Oharra: Ekuazio homogenotarako integrazio-faktorea erabiliz gero,
integrazio-faktore bera ondoriozta daiteke:

2(x,y) = V/(x.X + v.Y) = /(x" + xy° - xy) = I/x".

2.5 Ekuazio diferentzial linealak

Lehen ordenako ekuazio diferentzial linealak ondokoak dira:
ao(x)y’ + al(x)y = f(x).

Edo, aofuntzioaz zatituz gero, adierazpen hau onartuko dute:
y’ + P(x)y = Q(x).

Integrazioa errazteko, x-en menpeko integrazio-faktoreak erabil
daitezke. Horretarako, ekuazioa era diferentzialean idatziko da:
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[P(x)y - Q(x)]dx + dy = 0O,
[8X/8y - 8Y/8x)/Y = P(x) = z(x) = explJP(x)dx].
Ekuazioa integrazio-faktoreaz biderkatu ondoren,
y’explfP(x)dx] + yexplJP(x)dx]P(x} = Q(x)expl[P(x)dx]

berdintzaren ezker-aldea,  yexp[JP(x)dx] biderkaketaren deribatua
dela nabari daiteke. Horrela, ondoko erlazioa ondorioztatuko da:

d/dx [yexp[IP(x)dxl] = Q(x)explSP(x)dx].

dx faktoreaz biderkatu eta [ eragilea aplikatuz, hurrengoa dugu:

yexplJP(x)dx] = J Q(x)explJP(x)dx]dx + C.

y aldagaia bakanduz gero, ondoko soluzioa kalkula daiteke:

y = exp[—J"P(x)dx][ J Q(x)explfP(x)dx]ldx + C ]

Ekuazio diferentziala x-en menpekoa bada, hots,

x’ + P(y)x = Q(y),

beraren soluzio orokorra hurrengo hau da:

X = exp[-IP(y)dy][ J Q(yJexplfP(y)dyldy + C ]
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Kasu partikularrak:

a) y + P(x)y = Q(x)

ekuazio linealaren soluzio partikular bat ezaguna bada, soluzio
orokorrera heltzeko koadratura bakarra behar dugu. Hau da, yl(x)

soluzio bat bada, orduan hurrengoa beteko da:

y’1 + P(x)y1 = Q(x).

Ekuazio bien arteko kenketa egin eta integratu ondoren, ondokoa
lor daiteke:

H b - d - — -
y ooyt (y - yl)P(x) =0 — I (y yll = -(y yI)P(x),

Ln(y - Yl) = ~-fP(x)dx + C — y - y, = Aexpl-SP(x)dx].

b) yl(x) eta yz(x) bi soluzio ezagunak badira, soluzio orokorra

koadraturarik gabe kalkula daiteke. Beraz, aurreko emaitza
aplikatuta,

y2 - yl = Bexp[—'J\P(X)dX],

eta gaiz gai zatituz, hurrengo emaitza ondoriozta dezakegu:

(y - yl)/(y2 - yl) = C.

2.5.1 Ekuazio linealgarriak.
a) Bernouilli-ren ekuazioa.- Ondoko erakoa da:

y + P(x)y = Qx)y".



EKUAZIO DIFERENTZIALAK / 55

Ekuazio hau lineal bilaka dadin, hurrengo ordezkapena egingo da:

y(l_n) =z — (I-n)y "y’ = 2’ - y "y’ = z’/(1-n).
Ekuazioa (y_n) faktoreaz biderkatu eta ordezkatu ondoren,
1-n

v o+ Py = Qx)  — 2+ (I-n)P(x)z = (1-n)Q(x)

ekuazio lineala dugu, beraren soluzio orokorra ondokoa delarik:

z = y(l_") = exp[f(n—l)de][ J(l—n)Q expl/(1-n)Pdx]dx + A ]

b) Ricatti-ren ekuazioa.- Ondoko erakoa da:
Y + P(x)y + Q(x)y” = f(x).

Y, soluzio partikular ezagun batez, ekuazioa lineal bilakatuko da.

Ondoko aldaketaren bidez, Bernouilli-ren ekuazio bihur daiteke:

y’1 + 2+ F’(x)[y1 +z] + Q(X)ny + Zylz + 271 = f(x) —
yi + P(x)y1 + Q(x)yf + 2 + P(x)z + Qx)Z° + ZQ(x)ylz = f(x).

f(x) denez, sinplifikatuz:

i

Baina, y; + P(X)y1 + Q(X)yf

2 + [P(x) + 2Qx)y Jz = -Q(x)Z%.
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z = w aldaketa eginez, Bernouilli-ren ekuazio hau lineal
bihurtuko da. Ondorioz, Ricatti-ren ekuazioa hurrengo ordezkapen
honen bidez lineal bilakatuko da zuzenean:

Bestalde, bira Y, eta Y, bi soluzio ezagun. Ondoko ordezkapena

eginez gero, Ricatti-ren ekuazioa lineala izango da:

y -y _5’22‘3’1

Ty, T 7T TzeT

(y’zz + yzz’ - y’l)(z -1 - z’(yzz - yl)

y:

(z - 1)?

Ariketa proposatua: Froga ezazu lortutako ekuazioaren soluzio
orokorra hurrengo hau dela:

y -3
y -y

1

= Aexp‘[Q(y2 - yl)dx.
2

Halaber, Yo ¥, eta Yq hiru soluzio ezagun badaude, Ricatti-ren

ekuazioaren soluzio orokorra, koadraturarik gabe aurreko emaitza
aplikatuz lor daitekeela:

Adibidea.- Ebatzi y’ = y/(szny - x) ekuazio diferentziala.

E: x aldagai independentetzat hartuz, Ricatti-ren ekuazioa dugu.
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x = (xZLny -x)Vy — X +(UVyx = (Lny/y)xz,

-1 . .
X = = z ordezkaketa eginez, soluzio orokorra hurrengoa da:

z = x"™ - exp[f(n—l)de][ J[(l—n)Q expf(1-n)Pdy] dy + A ]

non P(y) = 1/y, Q(y) = Lny/y eta n = 2 baitira. Eragiketak eginez,

»
1]

exp[f(l/y)dy][ I[(—Lny/y) expf(-1/y)dy] dy + A ] -

b
Il

y[ J(—Lny/y)y_ldy + A] = yl(Lny + 1)/y + Al = Lny + Ay + 1 >

x(Lny + Ay + 1) =1

soluziora iritsi gara.

Adibidea.- Integratu y = y2 - 2/x2 ekuazioa, y1 = 1/x soluzioa
ezagutuz.
E: Ricatti-ren ekuazio hau lineal bilaka daiteke, hurrengo

ordezkapena eginez:

Azken honen soluzio orokorra ondokoa da:
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z = eXP[f(—Zx—l)dx][ I[—expf(Zx-l)dx]dx + C ] =

= x Y[f(-x})dx + C] = -x/3 + Cx 2.

z = x/(xy-1) aldaketa deseginez, ekuazioaren soluzioa lor daiteke.

x/(xy - 1) = -x/3 + c/x° > y =1l/x + 3x%/(A - X°).

2.6 Aplikazio geometrikoak. Ibilbide isogonalak

Definizioa: F(x,y,C) = O kurba-sortarekin w’~ko angelu konstantea
osotzen duten kurbei, kurba-sortaren w’-ko angeluko ibilbide
isogonalak deritze. 0> = 90°-koa den kasuan, ibilbide ortogonalak
dauzkagu.

Kurben zuzen tangenteek ebakidura-puntuan osotzen duten w’-ko
angeluari, ebakidura-angelua deritzo. Bira C F(x,y,C) = 0O sortako
kurba bat eta T ibilbide isogonala. Dakusagun bi zuzenen malden
arteko erlazioa zein den P(x,y) puntuan.

ya
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y' - tgw
tgp - tgw , t
tge=tg(¢-w)=———-—lf¢t¢%w ¥ =,
g0 '8 1+ y; tgw
gl = y; eta tgg = y; izanik.
Ondorioz, F(x,y,C)] = O kurba-sortarekiko ibilbide isogonalen

ekuazio diferentziala lortzeko, sortaren ekuazio diferentzialean,
y’-ren adierazpenean y’ deribatua ordezkatzea nahikoa izango da.
o}

Eskematikoki:

F(x, y,C) =0

C ezabatuz
it it

f(x, y, y') = 0 sortaren EDa
8F/8x +(8F/8y)y’ =0 ©
C

y; - tgw 7
> fl x,y, —— | =glx, y, y;) = 0 ED isogonala ——

1+ y; tgw

G(x, vy, C) =0 sorta isogonala.

Ibilbide ortogonalen kasurako, malden arteko erlazioa ondokoa da:

yC = —l/yt.

Adibidea.—- Frogatu
2x’dx + y(3x2 + yz)dy =0

ekuazio diferentziala,
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x(x” + yz) - Cy2 =0

kurba-sortaren  ibilibide  ortogonalen adierazpena  dela, eta
ondoren, kalkulatu beraren integral orokorra.

E: Hasteko, emandako kurba-sortaren ekuazio diferentziala
kalkulatu behar da. Horretarako, C konstantea bakandu eta
lortutako berdintza deribatuko dugu.

2 2 2 2 ,y 2 , 2 2
coxtxD ey o BxTxy o+ 2xyyt)y” - 2yy'x(xT + y7)
Z 4
y y
y’ deribatuarekiko ebatzita: y' = (3x2y + y3)/2x3.

y’ gaia -1/y’ aldagaiaz ordezkatuz, sorta ortogonalaren ekuazio
diferentziala kalkulatuko da:

-y = (3x2y + y3)/2x3 5 2x°dx + y(3x2 + yz)dy = 0.
Ekuazio homogeno hau integratu baino lehen,
y=xu — dy = udx + xdu
aldagai-aldaketa aplikatuko dugu, ondoko ekuazioa lortuko delarik:
2x°dx + xu(3x° + xu%)(udx + xdu) = O.
Aldagaiak banandu, integratu eta hurrengoa izango dugu:

3
(u” + 3u)du + Lox = C.

(u4 + 3u2 + 2)dx + (u3 + 3u)xdu = 0 =
4 2
u + 3u + 2
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Frakzio sinpleen deskonposaketa kontutan hartuz,

3
u + 3u 2u u

4 2 2 2
u + 3u + 2 u o+ 1 u o+ 2

J 2udu _J 2udu +Lnx = Ln(u® + 1) — 1 Ln(u® + 2) + Lnx = C
u 1 u

z . + 2 2

ondoriozta dezakegu.
Eragiketak egin eta hasierako aldagaietara itzuliz,
2.2
X

2
(u ; 1) - A u=y/x (yz . x2)2 - A(y2 + 2x2) = O

u o+ 2

kurba-sorta ortogonalaren ekuazioa kalkula dezakegu.

3. LEHEN ORDENA ETA GOI-MAILAKO EKUAZIOAK

3.1 Kontsiderazio orokorrak

Biz lehen ordena eta goi-mailako ondoko ekuazio diferentziala:
F(x, y, y) = 0, edo F(x, y, p) =0, (1]

non y’ = p baita.

Existentziaren eta bakartasunaren teorema enuntziatu aurretik,
beharrezkoa da mota honetako ekuazioen soluzioei buruzko
aurrekontsiderazio batzu egitea.

Horrela, izate-eremuko P(xo,yo) puntu bakoitzetik ekuazioaren

kurba integral bat baino gehiago pasatuko da. Orduan, m. mailako

[1] ekuazioa y’ deribatuarekiko ebatziz gero, era normalean
adierazitako lehen maila eta ordenako
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y =p="f &y, (i =12,...,m) (2

ekuazioak lortuko dira, hauen soluzioak halaber [1]-en soluzioak
direlarik. Ondorioz, f (x,y) funtzio bakoitzak existentzia eta
1

bakartasunaren teoremako hipotesiak betetzen baditu, orduan [2]
adierazpendun ekuazio bakoitzerako y(xo) =5, hastapen-baldintza

beteko duen soluzio bakar bat existituko da. Beraz, goi-mailako
ekuazio baten soluzioaren bakartasunari buruz ari garenean,
ondokoa diogu: P(Xo,yo) puntu bakoitzetik eta Kkontsideratutako

[yf(xo)] norabidetik (1] ekuazioaren kurba integral bat besterik
1
ez dela pasatuko. Hau da, puntu finko bakoitzetik

’ ’ ¢ > .. b

yl(x ) # yz(xo) ya(xo) # # ym(xo)

0

malda desberdineko kurba integralak pasatzen badira, bakartasuna
izango dugu.

3.2 Existentzia eta bakartasunaren teoremaren enuntziatua

(xo,yo,y’l) puntuaren ingurune batetan hurrengo baldintzak

betetzen badira,
a) F(x,y,y’) funtzioa argumentu guztietan jarraia da,
b) O8F/8y’=s 8F/8p deribatua existitzen da eta ez-nulua da,

c) B8F/3y existitzen da, eta |8F/8y| = N da,

orduan, [1] ekuaziorako y = y(x) soluzio bakarra existituko da,
zeinak y(xo) = Yy y’(xo) = yi beteko duen, y; deribatua
F(xo,yo,y’) = 0 ekuazioaren erro errealetariko bat izanik.

Oharra: Baldintza hauek nahikoak dira, baina ez beharrezkoak.
3.2.1 Soluzio singularrak.

Teoremaren baldintzak betetzen ez dituzten P(x,y) puntuek multzo
singularra deritzona osotuko dute. Praktikan ohikoa da a) eta c)
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baldintzak betetzea, baina ez b). Horregatik, ekuazio edo kurba
p-diskriminatzailea aztertzea interesgarria izango da, beraren

azterketak ekuazio diferentzialaren zenbait soluzio ondorioztatuko
baititu.

F(x,y,p) =0
p ezabatuz

9F/3p = 0 ¢(x,y) = O (Kurba p-diskriminatzailea).

Kurba p-diskriminatzailearen multzo singularreko y = y(x) adar bat
[1] ekuazioaren soluzio bada, orduan horri soluzio integral edo
kurba integral singular deritzo.

3.2.2 G(x,y,C) = 0 kurba-sortaren inguratzailea.

L kurba G(x,y,C) = O sortaren inguratzailea da, baldin eta L
kurbako puntu bakoitza sortaren kurba batekiko tangentea bada.
Ondorioz, segmentu bat sortaren infinitu kurbekiko tangentea da.

Dakusagun integral-sortaren L  inguratzailearen eta  ekuazio
diferentzial asoziatuaren soluzioen arteko erlazioa.

Biz G(x,y,C) = 0 delakoa, g(x,y,y’) = O ekuazio diferentzialaren
integral orokorra. Aurreko definizioaren arabera, G(x,y,C) = O
integral-sortak inguratzaile bat onartuz gero, orduan inguratzaile
hori ekuazio diferentzialaren kurba integral bat izango da.

Halaber, L kurbarako ondoko baldintzak beteko dira:

1) L kurbako puntu bakoitza integral-sortako kurba batekiko
tangentea da. Beraz, [L kurbako puntu bakoitzean ekuazio
diferentziala beteko da, eta ondorioz, L kurba integrala da.

2) L kurbako puntu bakoitzetik malda bereko bi kurba integral
pasatuko dira gutxienez: bera eta tangentea den kurba integrala.
Honegatik, ez dago soluzio bakarrik, eta beraz, L delakoa integral
singularra da.

Irudian integral-sorta jakin baten L inguratzailea adierazi da.
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L inguratzailea

kurba integralak

v

Kurba-sorta baten inguratzailea

Inguratzailearen ezaugarritasun honek ekuazio diferentzialaren

soluzio singularrak aztertzeko zeharkako metodo bat emango du,
zeina integral-sorta ezagunaren inguratzailearen existentzia
aztertzean datzan.

G(x,y,C) = O sortak inguratzailea onartzen badu, inguratzailea
kurba C-diskriminatzailean edukita egon behar dela froga daiteke.

G(x,y,C) =0

C ezabatuz

5G/3C = O > w(x,y)= 0 (Kurba C-diskriminatzailea).

Inguratzaileaz gain, kurba C-diskriminatzailean sortaren beste
zenbait puntu-multzo nabarmen aurki daitezke. Adibidez, puntu
anizkoitzak, atzerapen-puntuak, etab. Kurba C-diskriminatzailearen
adar bat inguratzailea izan dadin, baldintza nahikoa da beraren
puntuetan ondoko baldintzak betetzea:

1) 8G/8x eta 8G/dy deribatuak existitzea, non |aG/6x| = N1’ eta
|8Gray| = N, diren.

2) 8G/3x % 0, 8G/dy # O.
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3.3 Zenbait integrazio-kasu

Goi-mailako ekuazio baten integrazio arrunta oinarrizko hiru
kasutan bana daiteke, y’, y edo x argumentuekiko ebaztearen
arabera.

3.3.1 y’ aldagaiarekiko ekuazio ebazgarriak.

Sarreran azaldutako moduan, m. mailako F(x,y,y’) = 0O ekuazioa
deribatuarekiko ebazgarria bada, orduan orokorrean lehen ordena
eta mailako m ekuazio diferentzial lortuko dira:

y =p="f(xyl), (i =12,...,m),

zeintzuen soluziocak, halaber, goi-mailako ekuazioaren soluzicak
diren.

Kasu aipagarria: Biz y '= p deneko m. mailako ondoko ekuazioa:

m m-2

P+ Ql(x,y)pm_l *QxypT T+ ..+ Q  (xylp +Q (xy) =0,

Ekuazio hau p aldagaiko polinomiotzat hartuz gero, lehen
adierazitako m erroak kalkulatuko dira, eta ondorioz, ekuazioa

p-flp-f).p-fl..p-f)=0
1 2 i m
eran faktorizatuko da, honen soluzioak hurrengoak direlarik:

p - fi(x,y) =0 __J"_) G (x,y,C) = 0, i=12,...,m.
1

Era inplizituan adierazitako eta C hautazko konstante bakarra
duten m soluzio hauen biderkaketa, hots,

G (x,y,C)G (x,y,C)...G (x,y,C) =0
1 2 m

adierazpena, ekuazioaren integral orokorra da.
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Adibidea.- Aurkitu ondoko ekuazioaren jatorrizkoa:

xyy’2 - (y2 - xz)y’ - xy = 0.

E: y’= p egin eta bigarren mailako
2 2 2
xyp - (y - x)p - xy =

ekuazioa ebatziz, hurrengo emaitzak ditugu:

y - x%) ¢ \/y - 2x2y2 +xt 4x2y2 = (yz— x7) % (y2+ x%)
P= 2Xy 2Xy
— P, = ¥/% p, = ~X/Y.

Lehenengo mailako ekuazio hauen soluzioak,

vy =y/Xx 5 dy/y ~dx/x =0 s y-Cx =0,

’

y = -x/y — ydy + xdx

0 » yv+x -C=0

dira, era horretan ekuazioaren integral orokorra ondokoa delarik:

2

(y - CX)(y2 +x -C) =0.

Soluzio singular posibleak aztertzeko, kurba p-diskriminatzailea
aztertu behar da.

XYPZ - (y2 - xz)p -xy=0

2 2
) ) p ezabatuz X +y =0.
2xyp - (y7 - x") =0
Multzo singularra x = 0, y = O puntuaz osoturikoa da. Beraz, ez

dago soluzio singularrik.
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3.3.2 y aldagaiarekiko ekuazio ebazgarriak.

Hauek y = f(x,y’) erakoak dira.
Integraziorako ondoko adierazpen parametrikoa erabiliko da:

y = f(x,p), y

t
©

Hurrengo erlazioa aplikatuz,
dy = y’dx — dy = (6f/8x)dx + (8f/8p)dp — y’= 8f/8x + (8f/38p) dp

eta honetan y'= p eginez, x eta p aldagaiekiko lehen ordena eta
lehen mailako hurrengo ekuaziora iritsiko gara:

p = 8f/8x + (8f/8p) -3—5{ .

Froga daitekeenez, ekuazio honen integral orokorrak (F(x,p,C)=0
delakoak) eta y = f(x,p) adierazpenak, emandako ekuazioaren
jatorrizkoa osotuko dute. Adierazpen hau era parametrikoan dator,

baina p parametroa ezabatuz gero, koordenatu -cartesiarretako
soluziora garamatza.

Soluzioa koor. parametrikoetan Soluzioa koor. cartesiarretan

y = f(x,p)

p ezabatuz

glx,y,C) =0
F(x,p,C) = O

Adibidea.- Aurki bitez ondoko propietatea betetzen duten planoko
kurbak: " Biz P, A, B erpinetako triangelua, non P kurbako edozein
P(x,y) puntu, eta A eta B zuzen tangenteak eta zuzen normalak 0X
ardatzarekin dituzten ebakidura-puntuak diren, hurrenez hurren.
Triangelu honen azalera, puntuaren Kkoordenatuen biderkaketaren
berdina da".
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Zuzen normala Zuzen tangentea

W

OA eta OB segmentuen luzerak, P(x,y) puntuan kurbarekiko zuzen
tangentea eta normala abzisa-ardatzaz ebakiz kalkulatuko dira.

Y=0 =

Y-y=yX-x) — X =0A=x-y/y,

Y -y=-I/y(X - x) Y=, X = 0B = x + yy'.
Irudiaren arabera, ondokoa dugu:

AB = OB - OA = [x +yy - x+y/y]| = |yy +y/¥)|.

P, A, B erpinetako triangeluaren Q azaleraren kalkulua:

Q = > AB PQ =% [vy” + y/9)y}.

Enuntziatuko propietatearen arabera, kurbei asoziaturiko ekuazio
diferentziala ondokoa da:

Q = xy ‘*%(YY’+y/y’)y=xy — gyt -2xy’ +y=o0,

Ekuazio hau y aldagaiarekiko ebazgarria denez, y’= p ordezkatu,
y-rekiko eragiketak egin, deribatu eta sinplifikatu ondoren,
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2(p + x dp/dx)(p’® + 1) - 4xp°dp/dx

]
[}
!
<
]

—— p:
p_ o+ 1 (p2+1)2

p(p> + 1% = 2p(p? + 1) + 2x(1 - pAdp/dx —>
2 2 2
p(p” + D - p) + 2x(1 - p)dp/dx = O >
p(p2 +1) + 2x dp/dx = 0O [1], 1-p =0 (2]

berdintzak ondoriozta ditzakegu.

Orduan, lehen mailako [1] ekuazio diferentzial laguntzailera
helduko gara, zeinaren jatorrizkoa hurrengoa den:

2dp/p(p® + 1) + dx/x = 0 —» I[Z/p - 2p/(p° + Dldp + [dx/x =0 —

oLnp - Ln(p? + 1) + Lnx = C — pZx/(p> + 1) = A.

Beraz, soluzioa koordenatu parametrikoetan ondokoa da:

yp2 - 2xp +y = 0,

pzx/(p2 + 1) = A.

p parametroa ezabatuz gero, soluzioaren adierazpen -cartesiarra
lortuko da. Bigarren ekuazioa p aldagaiarekiko ebatzi eta
lehenengo ekuazioan ordezkatu ondoren, OX ardatzeko eta (A,0)
erpineko parabola-familia ondoriozta daiteke:

2 2 2 A 172
pPx=-Ap +1)=p(x-A)-A=0 — p=t >

1/2 2 2
Ay + A _ Xy _ 4Ax
X-A_ZX[X—A] +y—0——)[ ]—
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y° = 4A(x - A).

[2] ekuazioaz eraginez, beste soluzio batzu kalkula ditzakegu:

yp’ - 2xp +y = 0, y-x=0,
p ezabatuz N
p2—1=0, p=%1 7 y+x=0.

Soluzio hauek singularrak dira, soluzio orokorretik ezin direlako
ondorioztatu. Gainera, integral-sortaren  zuzen inguratzaileak
dira. Horrela, kurba A-diskriminatzailea ondokoa dugu:

= 4A(x - A
y (x ) A ezabatuz N 2 2

A=x/2

o
1

4x - 8A

Halaber, kurba p-diskriminatzailea erabiliz, emaitza horretara hel
gaitezke:

ypz—pr+y=0

p ezabatuz

p=x/y

,—x2+y2=0 > y=*x
2yp - 2x =0

3.3.3 x aldagaiarekiko ekuazio ebazgarriak.

Ekuazio hauek x = f(y,y’) erakoak dira, edo, era parametrikoan
x = f(y,p) adierazpena dute, non y’ = p den.

Hemendik, p eta y aldagaiekiko ekuazio laguntzailea ondoriozta
daiteke:

= of/8y + of/8p dp

dy = y’dx — dy = pl(8f/a8y)dy + (8f/8p)dp] — dy

T

Hasierako ekuaziotik abiaturik eta y-rekiko deribatuz, emaitza
berera iritsiko ginateke.
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Ekuazio honen integrala F(y,p,C) = 0O bada, aurreko kasuan bezala,
ondoko soluzicak kalkula daitezke:

Soluzioa koor. parametrikoetan Soluzioa koor. cartesiarretan
X = f(y’p) ezabatuz
P > g(x,y,C) = 0.
F(y,p,C) =0
Adibidea.- Ebatzi aurreko adibideko ekuazio diferentziala x
aldagaiarekiko.

E: Orain x aldagaia bakandu eta y-rekiko deribatu behar da.

: (p° + 1 + 2yp dp/dy)p - y(p° + 1)dp/dy

2
P

2
2X=y(p + 1)
p

>

TN

— 2p =p> +p + ylp° - Ddp/dy — 0 = (p° - Dip + y dp/dy]l =

p +y dp/dy = O [11, p2 -1=0. 21

[1] ekuazioaren jatorrizkoa hurrengoa da:
dp/p + dy/y =0 — Lnp+lny=A — py=B.
Ekuazio honek eta enuntziatukoak soluzio orokorra definituko dute:

ypz -2xp+y=0

p ezabatuz

2
- y° = B(2x - B).
p=B/y
py = B

B = 2A eginez, aurreko kasuko soluzioaren baliokidea da.
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3.4 Zenbait ekuazio nabarmen

Kontutan hartzekoak dira y aldagaiarekiko ebazgarriak diren
hurrengo ekuazioak:

y = xf(y’) + gly’), edo, y = xf(p) + g(p) Lagrange-ren ekuazioa,

xy  + gly’), edo, y = xp + g(p) Clairut-en ekuazioa.

<
I

Bigarren hau f(p) = p denerako lehenengoaren kasu partikularra da.

Lagrange-ren ekuazioaren soluzioa:

y' = p eta beraren x-ekiko deribatua ordezkatuz gero,

y = xf(p) + glp) —> ¥ =p=fp)+ k) + gL o
dx ' (p) g(p)
dp p-f(p) " p- f(p) p - flp) #0,

ekuazio diferentziala lortuko da, non x aldagai dependente eta y
aldagai independenteak baitira.

x = alp) + C B(p) delakoa ekuazio honen jatorrizkoa bada, soluzioa
hurrengoa izango da, koordenatu parametrikoetan:

{ x
y
Bestalde, x-en funtzioko ekuazio linealera iristeko, (dp/dx) gaiaz

zatitu behar da. Honegatik, (dp/dx) = O denerako soluzio posibleak
aztertu behar lirateke. Beraz,

a(p) + C RB(p),

[a(p) + C B(p)If(p) + glp).

b - f(p) = [x£(p) + g (p)] %g
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ekuazio laguntzailean p = Ai (kte) guztiak (dp/dx) = O ekuazioaren

soluzioak badira, halaber ekuazio laguntzailearen soluzioak, eta

aldi berean, p - f(p) = O ekuazioaren erroak izango dira. Hau da,

ekuazio honek p = p erro errealak baditu, orduan soluzio
1

orokorrari soluzio hauek erantsi behar zaizkio:
P =D,

i p ezabatuz

xf(p.) + glp),

B3
I

y = xf(p) + glp)

zuzen hauek integral-sortaren inguratzaileak direlarik.

Clairut-en ekuazioaren soluzioak:

Aurreko kasuan bezala, ekuazio laguntzailea ondorioztatuz,

Y=XP+g(P)—>Y’=P=p+[x+g’(p)]§£ >
, dp _
[x+g(p)]&—0,
beraren soluzioak,
dp )
a;=0——>p=C [1], x +g(p =0 (2]

alegia, kalkulatuko dira.
Lehenengoak soluzio orokorrera garamatza,

p=C

p ezabatuz

s y =Cx + g(C)

y = xp + glp)

adierazpenera alegia, parametro bakarreko zuzen-familia bat
delarik. Ohar moduan, Clairut-en ekuazioaren soluzio orokorra,
ekuazioan deribatua konstante batez ordezkatuz zuzenean kalkula
dajtekeela esan behar da.
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Bestalde, [2] soluziotik integral singularra ondoriozta daiteke:

xp + g(p),

<
]

0 =x+ g (p),

zeina kurba p-diskriminatzailea izateaz gain, integral orokorraren
kurba inguratzailea den. Era honetan, zuzen-familiaren kurba
C-diskriminatzailea, hots,

F(x,y,C) =0 y
_—
8F/8C =0 0

Cx + g(C),

x + g’ (C),

C = p ordezkaketa egin ondoren, kurba p-diskriminatzailea da.

Adibidea.— Ebatz bedi hurrengo ekuazio diferentziala:
,2 2
y'o - 2xy’ + 2y = 0.

Aurki bitez A(3,5/2) puntutik pasatzen diren kurba integralak, eta
irudika bedi kurba integralaren zirriborroa.

E: Ekuazio hau Clairut-en ekuazio bat dugu. y-rekiko ebatziz,
ondokoa lor daiteke:

y = xy -~ y’2/2, edo, y = Xp - p2/2.
Dagokion integral-sorta, parametro bakarreko
y =Cx - C°/2

zuzen-familia da. Ekuazio diferentzialean y’ deribatua C delakoaz
ordezkatuz kalkula daiteke familia hori.
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A puntutik pasatuko diren soluzioak kalkulatzeko, y(3) = 5/2
baldintza ordezkatu eta C-ren balioa aterako da:

Y2, P .6c+5=0 — C=1,C=5,

y = Cx - c?r2
Horrela, integral partikularrak ondoko zuzenak dira:

y1=x—1/2, y2=5x—25/2.

Soluzio singularrak (inguratzaileak) aztertzeko, edozein kurba
diskriminatzaile planteatuko da, emaitza ondoko kurba izango
delarik:

y=Cx - Cr2 ¢ ermat ,
ezavbatuz N y = x /2
0=x -C
Soluzio singular hau (singularra da, soluzio orokorretik

ondorioztaezina delako), OY ardatzeko eta (0,0) erpineko parabola
da, parametro bakarreko integral-sortaren zuzenekiko tangentea
delarik. Beraz, grafikoan ikus dezakegunez, integral orokorraren
kurba inguratzailea da.

inguratzailea

kurba integralak
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4. n. ORDENAKO EKUAZIO DIFERENTZIAL LINEALAK

4.1 Sarrera eta definizioak

n. ordenako ekuazio diferentzial linealek integrazio sinpleena
duen ekuazio-multzoa osotzen dute, eta matematika teknikoan
garrantzi  handikoak dira, ingeniaritzako sistema  ezberdinei
asoziaturiko zenbait eredu matematikotan parte hartuko baitute.

Ondoko erakoak dira:

a y(n) + ay(n—” +...+ta y'l+a 13” +ay=fx), [l
n- n

o 1 n-2

funtzioa eta beraren deribatuekiko linealtasuna adierazten delarik.

(1] ekuazioari ez-homogeno edo osotua deritzo. Aldiz, f(x) = O
bada, homogeno edo ez-osotua izango da.

Halaber, koefizienteetariko bat gutxienez x-en menpekoa denean,

koefiziente aldakorretakoa dela esan ohi da, eta koefiziente
guztiak konstanteak badira, koefiziente konstanteetakoak deritze.

4.2 P(D) polinomio eragile diferentziala. Propietateak

D deribatu eragilea elkarren segidan n aldiz aplikatuz, hots,

2

D(y) = y’, DID(y)] = DXy) = y”,....., DID"“(y)] = D"(y) = y*™

[1] ekuazioak hurrengo adierazpena onartuko du:

[aD” +aD" " +....+a D°+a D+ally=rfx). I[2]
o) 1 n-2 n-1 n

Kortxete arteko baturari polinomio eragile diferentziala
deritzogu, eta Pn[D] idatziko dugu. Definizio honen arabera, [1]

ekuazioaren adierazpena Pn[D](y) = f(x) , edo era laburragoan,
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PIDly = f(x) bihurtu ohi da.

P[D] eragilearen propietate garrantzitsuenetariko bat linealtasuna
da. D-ren linealtasunaren arabera, ondokoa betetzen da:

a) P[D](y1 + yz) = P[D]y1 + P[D]y2 , b} PI[DI(Cy) = CP[Dly.

Orokorrean, hurrengoa ondoriozta daiteke:

P[D][ Y Ciyi] =y CiP[D]yi= CIP[D]y1 + CZP[D]y2 + ... 0+ CnP[D]yn.
1 1

Erraz froga daitekeenez, x(t) funtzioa n aldiz deribagarria eta
x'{t) # O badira, x = x(t) aldaketa egiten denean, ekuazio
diferentzialaren linealtasuna eta homogenotasuna mantendu egingo
dira.

4.3 Ekuazio diferentzial homogenoaren soluzio orokorra

Biz ondoko n. ordenako ekuazio diferentzial homogenoa:

a y(n) + ay(n'l) + ... +a yy: + a y) + a y —_ O, [3]
0 1 n-2 n-1 n

zein sinbolikoki P[Dly = O idatziko baita.

Teorema. "yl, Yy e ¥ ekuazio diferentzial homogeno baten
n

soluzioak badira, beraien artean hautazko konstanteen bidez egin
daitezkeen konbinazio lineal guztiak ere soluzioak dira". Hau da:

n
P[D]y) = O, i= 1,2,...,1’] — P[D][ Z Ciy‘l] = Q.
1

Frogapena: Linealtasunaren propietate eta hipotesiaren arabera,
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n n
P[D][ ) Ciyi] =Y CiP[D]yi = 0 dugu, P[D]y1 = 0 baita.
1 1

Ondorioz,

n

y=ZCiyi=C1yl+C2y2+...+Cy

n" n
1

konbinazio linealak [3] adierazpena beteko du, eta beraz, soluzioa
da.

4.3.1 Soluzioen dependentzia eta independentzia lineala.

Definizioa: (yl, yz,...,y) soluzio-multzoa linealki independentea
n

da, baldin eta

Cly1 + Czy2 + ...+ Cnyn =0 {4]
berdintza, C1 = C2 = ... = C = 0 denean soilik betetzen bada, non
n
Cl, Cz’ ..., C konstanteak diren.
n

Bestalde, [4] adierazpena betetzen duen C  konstanteetariko bat
i

ez-nulua bada, orduan dependentzia lineala izango dugu. Kasu
honetan, y  bakoitza beste soluziocen konbinazio lineal modura
1

idatz daiteke.

Ondoren, gogora dezagun funtzioen dependentzia lineala aztertzea
ahalbidetuko duen teorema:

"

Teorema: (yl, v,

dependentea bada, W[yl, y

s ey yn} funtzio-multzoa [E eremuan linealki

SO y 1 wronskiarra eremu horretan
n

nulua da".

3Ci¢ 0 : Cly1 + Czy2 +...+Cy =0 > W[yl, Yy wees yn] = 0.

nn
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Wronskiarra ondoko determinante funtzionala da:

yl yz ................ yn
y’ y' ................ y’
1 2
Wiy, v, ....., y1 = n [5]
1 2 n : : :
(n-1) _(n-1) (n-1)

yl 2 yn

Teoremaren ondorioz, independentziaren kasuan, konbinazio

linealeko hautazko konstanteak esentzialak dira.

4.3.2 Soluzioetako oinarrizko sistema.

Definizioa: Biz n. ordenako ekuazio diferentzial homogeno bat.
yl, yz, ey Y funtzioak ekuazio horren soluzio linealki
n

independenteak badira, (yl, y2, ..., y )} multzoari soluziocetako
n

oinarrizko sistema deritzo.

Teorema: {yl, Vo oo yn} multzoa n. ordenako ekuazio

diferentzial homogeno baten soluzioetako oinarrizko sistema bada,
orduan soluzio orokorra soluzio horien eta hautazko konstanteen
konbinazio lineala da. Beste era batetan esanda,

Yi = 1, 2, ..., n-tarako P[D]yi= 0 bada, W[yl, Yy oo yl = 0
n
izango da, eta Pn[D]y = 0 ekuazioaren soluzio orokorra ondokoa
izango da:
v, = Cly1 + C2y2 + ...+ Cnyn.
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v delakoa soluzioen konbinazio lineala denez, frogatuta dago

ekuazio  homogenoaren soluzioa  dela. Gainera, erraz ikus
daitekeenez, konstanteen partikularizazioaz beste edozein soluzio
lor daiteke. Beraz, v soluzio orokorra da.

Azkenik, gogora dezagun jatorrizkoen deribazio eta hautazko
konstanteen bidezko ekuazio diferentzialen iturriari buruz
aritzean, n konstante esentzialetako jatorrizko bati n. ordenako
ekuazio bat dagokiola. Kasu honetan, yh delakoa n aldiz deribatuz,

(n+l) ekuazio eta n ezezagunetako ondoko sistema eratuko da:

= C + C o + C
yh Iyl 2y2 nyn
’ = ’ + ? 4 + ’
yh Clyl C2y2 Cnyn
(n—1)= C {n-1) + C y(n_l) F + C y(n—l)
h 171 272 n n
(n) _ (n) (n) (n)
ho Clyx * Czyz * * Cnyn
Hipotesiz, (yl, y2,.., y } delakoa soluzioetako oinarrizko sistema
n
da. Orduan, W[yl, yz, ..., y ] wronskiarra, lehenengo n ekuazioen
n

koefizienteetako determinantea alegia, ez-nulua da. Ondorioz,
lehenengo n ekuazioez osoturiko sistema, bateragarri determinatua
da. Horrela, sistema Cl, CZ,.H, Cn konstanteekiko ebazten badugu,

(n+1). ekuazioan  ordezkatutakoan yh—ri asoziaturiko ekuazio

diferentziala lor daiteke.
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4.4 Ekuazio diferentzial osotuaren soluzio orokorra

Teorema: "Biz ondoko ekuazio diferentzial ez-homogeno edo osotua:

a y(n) + ay(n-l) + .. +a y” + an 1y’ +ay-= f(x). [1]
- n

Honen soluzio orokorra, ekuazio homogenoaren soluzio orokorra eta
ekuazio osotuaren soluzio partikular baten arteko batura da".
Ekuazio osotu eta homogeno asoziatuaren adierazpen sinbolikoak,

ondokoak dira:

Ekuazio osotua Ekuazio homogeno asoziatua

f(x)=0

Pn[D]y = f(x) Pn[D]y =0

Aipaturiko soluzioak hurrengoak badira,

y =Cy +Cy + ..+ Cy : P [Dly = 0, homogenoaren soluzioa,
h 11 272 n"n n h

Y : Pn[D]Y = f(x), osotuaren sol. partikularra,

orduan, y = y, * Y delakoa ekuazio osotuaren soluzioa dela frogatu

behar da. Ikus dezagun.
P [Dly = P [DI(y +Y) =P [Dly + P [DIY = 0 + f(x) = f(x).
n n h n h n

Bestalde, y aldagaiak yh—r‘en n konstante esentzialak bere barnean

dituenez, y delakoa soluzio orokorra da.

) sol orokorra
—

Pn[D]y = f(x y =y ¢ Y = C1y1+ C2y2+ oo+ Cny]n +Y
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4.4.1 Soluzio partikularrak.

Funtzioak eta bere lehenengo (n-1) deribatuek X, puntuan hartzen

dituzten balioak (Cauchy-ren hastapen-baldintzak) ezagunak badira,
orduan soluzio orokorreko hautazko konstanteak kalkula daitezke.
Era honetan, ondoko hastapen-baldintzak ditugu:

- ) — ’ - (n-1) =
y(Xo) = Ve Y (Xo) =Y Y (Xo) Yoo ¥ (Xo) Yia-10
Soluzio orokorra (n-1) aldiz deribatu eta hasierako baldintzak

erantsiz, hurrengo sistema lortuko da:

n
v, - Y(x,) =Y Cy(x)
1
n
Yo Y’ (x ) =§ lyi( 0)
(n-1) & -1
n- n-
Yn-110~ (Xo) - 21: Ciyi ( o)
yl, yz, yn linealki independenteak direnez, C koefizienteez
1

osoturiko W[yl, vy, ..., y !l determinantea ez-nulua da. Beraz,
n

2
sistema bateragarri determinatua dugu.

Sistema ebatzitakoan, C'o balioak soluzio orokorrean idatziko
1

dira, soluzio partikularra kalkulatuta geratuko delarik.

Adibidea.— Kalkulatu ondoko ekuazioaren soluzioa,

X3y”’ - 3x2y” + 6Xy’ - 6y = 2x4,
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horretarako  y(1) = 4/3, y'(1) = 1/3, 1y’ ’(1) = 2 baldintzak
beterik, x /3 delakoa ekuazioaren soluzio bat izanik, eta y =X

H

2 3 . .
y, =%, eta y, =X homogeno asoziatuaren soluzioak ezagutuz.

E: v ¥, eta Y, linealki independenteak dira, ondokoa baitugu:

2 3
X X X
w [Yl, Y, y3] = 1 2X 3x2 = 2x3 # 0, x # O bada.
0 2 6x

Beraz, soluzio homogenoa ondokoa da:

yh = Ax + Bx® + Cx".

3 . . . .
Y = x /3 soluzio partikularra ezagutuz, ekuazio osotuaren integral
orokorra ondoriozta daiteke:

y=yh+Y=Ax3+Bx2+CX+x4/3.

Soluzio partikularra kalkulatzeko, integral orokorra bi aldiz
deribatu eta hastapen-baldintzak erantsiko dira:

y = Ax" + Bx” + Cx + x'v3 Y= 4/3 = A + B + C + 1/3,
v = 3Ax% + 2Bx + C + 4x°/3 LB 13- 34 4+ 2B 4 C + 4/3,
¥’ = 6AX + 2B + 4x° y (=2 2 = 6A + 2B + 4.
Sistema honen soluzica: A =1, B = -4, C =4,

Balio hauek integral orokorrera eramanez, ondokoa lor daiteke:

y = x3 - 4x% + 4x + X /3.
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4.5 Ekuazio diferentzial homogenoen integrazioa

Hasteko, koefiziente konstanteetako ekuazioak kontsideratuko dira,
zeintzuen  integrazioa  n. mailako  polinomio baten  erroak
kalkulatzea  besterik ez baita. Orain arte adierazitakoaren
arabera, soluzioetako oinarrizko sistema bat, hots, n soluzio
linealki independente aurkitzean datza problemaren ebazpena.

Biz koefiziente konstanteetako n. ordenako ekuazioa:

(n) (n-1) i) ’ _
ay  +ay +..+a y'+a ytays 0. (1]
D eragilea behin eta  berriro  aplikatuz  gero, funtzio
» ) 1 ] rx
exponentzialak ondorioztatzen dira. Horregatik, y = ¢ = exp(rx)

erako soluzioez egin daiteke aproba. Funtzio hau n aldiz deribatu
eta [1] ekuazioan ordezkatuz gero, honakoa ondorioztatuko da:

rx rx

y=e — DIyl =re” — D2[y} = r — ... D"yl = "™

[1] rx n n-1
—_ e[aor tar +...+a r +a r+al=0.
n

x-en edozein balio finitutarako e'* # O izanik, biderkaketa hori
nulua bada, polinomioa derrigorrez nulua izango da. Azken honi,
ekuazio diferentzialaren polinomio Kkarakteristikoa edo ekuazio
karakteristikoa deritzo. Ekuazio karakteristikoa, Pn[D] eragile

diferentzialean D eragilea r @gaiaz ordezkatuta lor daiteke.
Hortaz,

n n-1 2
P[r‘]=a0r‘+alr‘ +....+a r +a r+a =0
n

ekuazio karakteristikoaren ebazpen algebraikotik n erro
ondorioztatu, eta hauetatik abiatuz, ekuazio diferentzialaren
soluzioak aurki daitezke:

=exp(rx)
r,r, ...,.r y=exp
1 2 n
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= exp(r x), exp(r x), ..., = exp(r x).
v, xp( . ) y, xp( . ) y =e ol nx)
Hurrengo kuestioa, lortutako n soluzioak oinarrizko sistema
osotzen duten aztertzea da, hots, soluzioak linealki
independenteak diren ikustea. Azterketa hurrengo wronskiarraren
bidez egingo da:
exp(r‘lx) exp(r‘ x) ..................... exp(r X)
n
r exp(r x) r_exp(r_x) r exp(r x)
1 1 2 2 n n
rlexp(r x) r’exp(r_x) rlexp(r x)
W[y ry ,---,Y ] = 1 p 1 2 p 2 n p n
1’772 n
rin_“exp(r x) r;n—”exp(r X ) r;n‘l)exp(r x)
Determinanteen propietateen arabera, zutabe bakoitzeko gaietan
dauden exp(r‘lx), exp(rzx) ,..., exp{r x) biderkagai amankomunak
n

Vandermonde-ren determinante bat biderkatzera pasatuko dira,

1 1 1
r r‘ ....................... l"
1 2 n
2 2 2
W = expllr +r_+ ...+ r )x] r r r
1 2 n 1 2 n
(n-1) (n-1) (n-1)
F .............................. r‘
1 2 n

alegia, zeinaren soluzioa
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W =-expllr +r + .. +r )x]{(r -r)r-r).r-r))r-r)..
1 2 n 2 13 1 n 13 2

wr-r).r -r Jr-r r - r )]
n 2 n-1 n-2 n n-2 n n-1

den. Soluzioaren biderkagaietariko batetan, bigarren lerroko
elementu bakoitzak bere aurreko guztiez dituen kenketen arteko
biderkaketa posible guztiak azaltzen dira. Era honetan, soluzioen
dependentziaren  azterketa, ekuazio  karakteristikoaren erroen
anizkoiztasuna aztertzean datza. Beraz, erro guztiak desberdinak
badira, kasu horretan, W # O denez, asoziaturiko soluzioak
linealki independenteak dira. Gutxienez erro anizkoitz bat
existitzen bada, [ W = O ], eta beraz soluzioak dependenteak dira.
Ondoko kasuak izan ditzakegu:

A) Erro bakunak.

Ekuazio karakteristikoaren erro guztiak desberdinak badira,
wronskiarra ez-nulua da, eta ondorioz, asoziaturiko soluzioek
oinarrizko sistema bat osotuko dute. Bereiz ditzagun azpikasuak:

al) Erro erreal bakunak.

Soluzio orokorra, asoziaturiko n soluzioen konbinazio lineala da,
zeinaren adierazpena ondokoa dugun:

y = Cexpl(r x) + C explr x) + ..... + C exp(r x).
1 1 2 2 n n

az) Erro irudikari bakunak.

Bira r, = a + bi erro irudikari konjokatuak. Hauei ondoko

soluzioak dagozkie:



EKUAZIO DIFERENTZIALAK / 87

ax ibx
€ €

y. = expl(a + bi)x]

exp(ax)exp(ibx)

ax -ibx
e e .

expl(a - bi)x]

<
]

]
m

exp(ax)exp(-ibx)

Praktikan, exponentzial konplexuak funtzio trigonometrikoen bidez
idaztea, interes handikoa da. Horretarako, FEuler-en ondoko
formulak erabiliko dira:

i0 . . 10 . .
e = cosB + 1sin@, e = cosfO - 1sinf —_—

y = e *[cosbx + isinbx], v, = e [cosbx - isinbx].

i unitate irudikariaren izaera konstantea kontutan hartuz, soluzio

hauen konbinazio lineala hurrengo eran idatziko da integral
orokorrean:

ax o .
y=Cy +Cy =e [(C1 + Cz)cosbx + 1(C1 - Cz)smbx],

non C +C = Aeta i{C - C) = B eginez,
1 2 1 2

y = e"*(Acosbx + Bsinbx)

ondorioztatuko den.

B) Erro anizkoitzak.

Kasu honetan, erroen anizkoiztasunak wronskiarra nulua izatea
ondorioztatuko du, hots, soluzioen dependentzia lineala. Aurreko
atalean bezala, erro erreal eta irudikariak bereizi behar dira.
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bl) Erro erreal anizkoitzak.

Bira, alde batetik, r = k delakoa Plr] = O ekuazioaren m
anizkoiztasuneko erro erreal bat eta, bestetik, y= € *  berari

dagokion soluzio bakarra. Arazoa ekuazio diferentzialaren beste
(m-1) soluzioak aurkitzea da, m soluzioetako sistema hori
oinarrizko sistema izan dadin. Froga daitekeenez, yl soluzioaz

aparte, ondoko funtzioak ere soluzioak dira:
soluzio kx kx 2 kx (m—l)ekx

r=k(m)erroa —————— e ,Xe ,xe ,..,X
asoziatuak

Gainera, hauek linealki independenteak ditugu.

Azkenik, erro erreal anizkoitz bati dagozkion soluzioen konbinazio
linealean, exponentzialak x-ekiko koefiziente indeterminatuetako
(m-1). mailako polinomio bat biderkatuko du:

y=1C +Cx+ ... + C x™ e,

bz) Erro irudikari anizkoitzak.

Bira (a * bi) direlakoak m. aniztasuneko erro irudikariak. Aurreko
kasuan bezala, soluzio independenteak e**cosbx eta e*sinbx ditugu
soilik, beste (2m-2) kalkulatu behar direlarik. Halaber, e**cosbx
eta e 'sinbx direlakoak x-en (m-1).-erainoko berredurez biderkatuz
geroko funtzioak, soluzioak izango dira:

ax ax ax_ (m-1)

. e cosbx, xe cosbx,..,e X cosbx
. soluzioak

atbi (m) erroa: ——mM—

axx(m—l)

ax ax
e sinbx, xe sinbx,..,e sinbx

2m soluzio hauen konbinazio lineala
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y = e*™[P  (x) cosbx + Q (x) sinbx]
m-1 m-1

adierazpenaz emanik dator, non P 1(x) eta Q 1(x) koefiziente
m m-

indeterminatuetako (m-1). mailako polinomioak diren.

Adibidea.- Aurkitu ondoko funtzioen jatorrizkoak:

a) xIV - 2%’ - 11X’ + 12X’ + 36x = O.

b) y' + 8y’ + 16y = O.

o) y -5y + 7y 43y - 10y = 0.

E: a) Ekuazio karakteristikoa ondokoa da:
Plr] =0 — r -2r°-1r®+ 12r + 36 = O.

Erro osoak existitzen badira, zero mailako gaiaren =zatitzaileak
izan behar dute. Horregatik 36 =zenbakiaren r zatitzaileez egin
1

daiteke aproba, eta Ruffini-ren erregela aplikatuz, polinomioa
behin eta berriro (r-r) erako gaiez =zatituko da. Kasu konkretu
1

honetan, ekuazioak bi erro erreal bikoitz ditu: r = -2 eta r = 3.

1 -2 -11 12 36

-2 -2 8 6 -36
1 -4 -3 18 0

-2 -2 12 -18
1 -6 9 0

3 3 -9
1 -3 0

3 3
1 0




90 s EKUAZIO DIFERENTZIALAK

Erro hauen funtzioan, polinomioa biderkaketa faktorialaren eran
idatz daiteke:

Plr] = r4 - 2r‘3 - 111‘2 + 12r + 36 = (r + 2)2(r - 3)2.
Beraz, ekuazio diferentzialaren soluzioa ondokoa da:

x(t) = (A + Bt)e '+ (C + Dt)e "t

b)
r>+ 8 + l6r = r(r‘4 + 8t + 16) = r‘(r2 + 4)2

I
o

ekuazio karakteristikoaren erroak ondokoak dira: r = O (erreal
bakuna) eta r = * 2i (irudikari bikoitzak).

Dagokien soluzio orokorra hurrengoa da:

y(x) = A + (B + Cx)cos2x + (D + EX)sin2x.

c) Orain,
Plr} = rb - 5r5 + 7t 31“3 - 10r‘2 = r‘z(r‘4 - Sr3 + 7r‘2 + 3r - 10)

polinomio karakteristikoak r = O erro erreal bikoitza dauka.
Laugarren mailako polinomioaren beste erroak kalkulatzeko, 10
zenbakiaren zatitzaile osoak hartuko dira.
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Lau erro errealen menpeko polinomioaren deskonposaketa ondokoa da:

Plr] = r2r + 1)(r - 2)(r® — 4r + 5).

Azkeneko faktorearen erroak irudikari konjokatuak dira:

+ v _
r2—4r+5=0——)r=4_ é6 20:211.

Behin erro guztiak lortuta, ekuazioaren soluzio orokorra hauxe da:

2x

yx) =C +Cx+Ce  +Ce™ + e?*(C cosx + C sinx).
1 2 3 4 5 6

4.6 Ekuazio diferentzial ez-homogeno edo osotuen integrazioa

Biz koefiziente konstanteetako n. ordenako

a y(n) + aly(n—l) + ... +a y” + an—ly’ + any = f(X) [1]

ekuazio lineal ez-homogeno edo osotua.

Homogeno asoziatua ebatzita gero, osotuaren soluzio partikular bat
aurkitu behar da. Horretarako, ondoren deskribatuko diren metodoak
erabiliko dira.

4.6.1 Koefiziente indeterminatuen metodoa.

Metodo murriztailea da. Beraren aplikazioa ekuazio osotuko f(x)
funtzioaren araberakoa da. Orokorrean, deribatu eragilea
aplikatzean, f(x)-en adierazpenak ez du aldatu behar. Era horretan
koefiziente indeterminatuez biderkatutako mota bereko soluzioez
aproba egitea ahalbidetuko du. Soluzioa ekuazio diferentzialean
ordezkatu, eta identifikazioz koefizienteak kalkulatuko dira.
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Gehien ematen diren aplikazio-kasuak funtzio polinomiko,
exponentzial arrunt eta trigonometrikoen biderkaketen konbinazioak
izaten dira.

Hurrengo taulan hauetariko kasu batzu ageri dira, alboan
bakoitzari dagokion aprobarako soluzioa dagoelarik:

f(x) Frogarako Y soluzioa
P (x) e*Q (x)

m m
e*(Acosbx + Bsinbx) e**(Ccosbx + Dsinbx)
P (x)cosbx R (x)cosbx + S (x)sinbx
m m m
P (x)sinbx R (x)cosbx + S (x)sinbx
m m m
eaX[Pm(x)cosbx + Q (x)sinbx] eax[RN(x)cosbx + S, (x)sinbx]

Azken kasu hau orokorrena da, eta aurrekoak barnean dauzka.
Koefiziente indeterminatuetako RN(x) eta SN(x) polinomioak, N

mailakoak dira, N = max {m,n} izanik.

f(x) funtzioa

ekuazio homogeno asoziatuaren soluzio bat bada, koefizienteen

identifikazioa ez da  posible izango, Y delakoa  ekuazio

homogenoaren Y, soluzio baten berdina izanez gero, P [DIlY
n

aplikazioa  nulua izango  baita, era honetan identifikazioa
eragotziko delarik.

Kasu hauetan, frogarako soluzioa X-en berredura txikienaz
biderkatuko da, eta horrela ez da kointzidentziarik egongo.
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Soluzioen gainezarmenaren printzipioa.
f(x) kontsideratutako kasuetako funtzioen batura bada, hots,

f(x) = fl(x) + fz(x) + ...+ fm(x),

orduan hurrengo soluzio partikularraz egingo da aproba:

Y1’ Yz’ ey Y direlakoak kasu bakoitzerako soluzioak izanik.
m

Beraz,

Pn[D]Y = Pn[D]Y1+ Pn[D]Y2+...+ Pn[D]Ym = fl(x) + fz(X) +...+ fm(x)

berdintzak koefizienteen identifikazioa ahalbidetuko du.

Adibidea.— Aurkitu ondoko ekuazioaren jatorrizkoa:

y’ -2y + 2y = e“sinx.

E: Homogeno asoziatuaren soluzioa hurrengo hau da:

rP-2r+2=0 — r=1%i — yh=ex(C1cosx+CzsinX).

f(x) = e'sinx ekuazio homogenoaren soluzio bat da. Horregatik,
Y = e“(Acosx + Bsinx) ekuazioaz aproba egin ordez,

Y = xe*(Acosx + Bsinx)

adierazpenaz egingo dugu.
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Bi aldiz deribatuz eta ekuazioan ordezkatuz, ondokoa lor daiteke:
Y’ = (1 + x)e*(Acosx + Bsinx) + xe*(-Asinx + Bcosx) =

= e*[(A + B)xcosx + (B - A)xsinx + Acosx + Bsinx].

Y’ = e“[(A + B)xcosx + (B - A)xsinx + Acosx + Bsinx +
+ (A + B)(cosx -xsinx) +(B - A)(sinx + xcosx) - Asinx + Bcosx]

= e"[2Bxcosx - 2Axsinx + (2A + 2B)cosx + (2B - 2A)sinx].

Y - 2Y' + 2Y = e’sinx _—

e*[(2B - 2A -2B + 2A)xcosx + (-2A -2B + 2A + 2B)xsinx +
+ (2A + 2B - 2A)cosx + (2B - 2A -2B)sinx] = e'sinx —

e*[2Bcosx - 2Asinx] = e“sinx —> 2Bcosx - 2Asinx = sinx.
Funtzio trigonometrikoen koefizienteak identifikatu ondoren, hots,

2B=0,-2A=1 — B=0, A=-172,

soluzio partikularra eta orokorra ondorioztatuko ditugu:

X X
xe cosx x . xe  cosx
Y__T > y—yh+Y-—e(Clcosx+C2s1nX)————2—
Adibidea.- Ebatzi ondoko hastapen-baliotako problema:
X"+ x’ =sint + 2, x(0) = x’(0) = 0, x’(0) = 2.

E: Ekuazio homogeno asoziatuaren soluzioa:

r+r=0—-o>r=0,r=%i > xh=C1+Czcost+C3sint.
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Aproba egiteko X soluzio partikularra,

X = Asint + Bcost + C funtzioaren ordez,
X = t(Asint + Bcost + C)

hartu beharko da, f(t) delakoa X -ren batugai bat baita.

Aurreko adibidean bezala eraginez, hurrengoa lor daiteke:

X’ = (A - Bt)sint + (B + At)cost + C,
X’’ = (-2B - At)sint + (2A - Bt)cost,
X’’’ = (-3A + Bt)sint + (-3B - At)cost,

X" + X’ = sint + 2 — -2Asint -2Bcost + C = sint + 2 =
A=-1l/2, B=0, C=2 > X = -tsint/2 + 2t.
Sol. orokorra: x(t) = X+ X = Cl + Czcost + (C3 - t/2)sint + 2t

Soluzio partikularra aurkitzeko, orokorra bi aldiz deribatu,
hasierako baldintzak erantsi eta ondorioztatutako sistema
hautazko konstanteekiko ebatzi behar da.

x(t) = C1 + Czcost + (C3 - t/2)sint + 2t,

ke
—
=
=
Il

—Czsint + C3cost - 1/2sint - tcost/2 + 2,

"
—_
o
<
i

—Czcost ~ Casint - cost + tsint/2,

x(0) =0 — 0 = CI + C2
x'(0) =0 — -2 = C3 i
x'’(0) = 2 — 3= - C2

C =3, C=-3 C =-2 — x=2t+ 3 - 3cost + (2 - t/2)sint
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4.6.2 Parametroen aldakuntzaren metodoa

Hautazko konstanteen aldakuntzaren metodoa izenaz ere ezaguna den
metodo honek, aurrekoarekiko bi abantaila ditu:

1) Koefiziente aldakor zein konstanteetako edozein ekuazio
diferentzial lineali aplika dakioke, aldez aurretik ekuazio
homogeno asoziatuaren soluzio orokorra ezagutu behar delarik.

2) FEkuazio diferentzial osotuaren f(x) funtzio-motari dagokionez,
ez du murrizketarik.

Laburbilduz, metodoaren oinarri teorikoak ondokoak dira:
Bira

o . .ota ¥yl +a y+ays f(x) [1]

ekuazio diferentzial lineal ez-homogenoa, eta

y = Cly1 + Czy2 +..+Cy (2]

h n n
ekuazio homogeno asoziatuaren soluzio orokor ezaguna.

[2] adierazpenean oinarrituz, [1]-en soluzio orokor gisa, ondokoa
planteatuko dugu,

y = Ll(x)y1 + Lz(x)y2 + ...+ Ln(x)yn = {1: Li(x)yi , [3]

non Ll(x), LZ(X), eeey Ln(k) direlakoak kalkulurako funtzio

laguntzaile ezezagunak diren.

Metodoa, y-ren (n-1) lehen deribatuei (n-1) baldintza murriztaile
ezartzean datza. n. baldintza, [3] adierazpena [1] ekuazioaren
soluzioa dela ondorioztatutakoan aterako da:



EKUAZIO DIFERENTZIALAK 7/ 97

n
y =LLy +ILy =ILy ., LLy =0 bada, [1]
1 gt 1 !
n n n n
y'’o= g Ly, + g Ly’ = ? Ly 213 Ly, = 0 bada, (2]
(n-1) EL’ (n-2) | ¢y yn-D) —EL (n-1)
- 11 i“i i’ H
1 1 1
- (n-2)
¥ L;y." = 0 bada.[n-1]
1

n. deribatua, hurrengo adierazpenaz emanik dator:

Funtzioa eta beraren deribatuak [1] ekuaziora eramanez, L_y_(k)
1
erako gaiak sinplifikatu egingo dira, v, delakoa ekuazio homogeno

asoziatuaren soluzioa baita. Horrela, lortuko den n. baldintza
ondokoa izango da:

= f(x)/a [n]
0

Era honetan, L’(x) funtzioek n ekuaziotako hurrengo sistema
1

osotuko dute:
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n

) L’i Y, =0, [1]

1

n

) L'i y; =0, [2]

1

YLy’ =0, (3]
- 1

- (n-2)

n-

Ly <o, [n-1]

1

rL yzn'l) = fx)/a . [n]

1

Sistema bateragarri determinatua da, beraren koefizienteetako
determinantea (yl, Yoo o ¥ funtzio linealki independenteez
n
osoturiko W[yl, yz, ..., ¥ 1 wronskiarra) ez-nulua delako.

n

Cramer-en erregelaz, zein beste prozedura bat erabiliz, sistemaren
soluzioak ondoriozta daitezke:

J eragilea aplikatuz, Li(x) funtzio laguntzaileak aurki daitezke:
L (x) = J ¢ (x)dx + Ai, i=1,2, ..., n
1 1

Hauek [3] ekuazioan ordezkatuz, soluzio orokorrera garamatzate:

n

y=Y L_(x)yi =Y [I ¢i(x)dx + Ai] v,
1

i
1
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Adierazpen honetatik ekuazio osotuaren soluzio partikular bat,
ondoriozta daiteke:

n n n
y=13 Aiyi + ¥ yi_[ ¢>i(x)dx =y, * Y » Y=Y yiJ' ¢i(x)dx.
1 1 1

Adibidea.- Ebatz bedi ondoko ekuazio diferentziala:

'y

y’ + 2y +y=e Lnx.

E: Ekuazio homogeno asoziatuaren soluzioa:

Plr] = Or’+2r+1=0 —r = -1(bikoitza) = y, = (C1+ sz e ¥

Ekuazio osotuaren soluzio orokorra:
y =I[L (x)+ xLz(x)le"“ (1]

L’l(x) eta L’z(x) funtzioek ondoko sistema beteko dute:

-X

e L(x) + xe 'L’(x) = 0,
1 2
e L(x) + (I-x)e "L (x) = e Lnx.
Honen soluzioak, hurrengoak dira:
L;(x) = -xLnx, L;(x) = Lnx.

Zatikako integrazioaz, L1(X) eta Lz(x) funtzioak aurkituko dira:
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L (x) = ~x’Lnx/2 + X°/4 + A, L,(x) = xLnx - x + B.

Hauek [3] ekuazioan ordezkatuta, soluzio orokorra lortuko da:

y = (A + Bx)e * + x%e *(2Lnx - 3)/4.

4.7 Koefiziente aldakorretako ekuazioak

Funtzio elementalen bidezko soluzioak dituzten koefiziente
aldakorretako ekuazio diferentzial linealak, gutxi dira.

Orokorrean, ekuazioa koefiziente konstanteetako kasura laburtzeko,
edo ekuazioaren ordena beheratzeko, ordezkapenak egingo dira, era
hauetan integrazioa erraztuko delarik. Koefiziente konstanteetara
laburtzearen adibide aipagarri bat, ondoren deskribatuko den
Euler-en ekuazioa deritzona da.

4.7.1 Euler-en ekuazioak.

Ondoko erakoak dira:

n_(n)

a (ax+b)'y + a (ax+b)n_1y(n_1)+ ..
0 1

.+ a (ax+b)y’ + ay = f(x),
n-1 n

non koefiziente aldakorrak (ax+b) gaiaren berredurak, eta beraien
berretzaileak biderkatzen dituzten deribatuen ordenen berdinak
diren.

ax+b=ete—>t=Ln(ax+b), ax + b>0

ordezkaketaren bidezko aldagai independentearen aldaketak,
Euler-en ekuazioa koefiziente Kkonstanteetako ekuazio bilakatuko
du, hurrengo deribaketa eta ordezkaketaren bidez:

_ dy/dt _

-t
dx/dt = e dy/dt

dy/dx

Orain t-rekiko deribatuz gero, hurrengoa lor daiteke:
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d?ysdx’(et/a) = ae H(d%y/dt? - dysdt) —

-2t

(:12y/dx2 = a’e (dzy/dt2 - dysdt).

Era berean, hirugarren deribaturako, ondokoa dugu:
d®yrdx® = a%e U@y dt® - 3d%ysdt® + 2dysdt).

n-rainoko ondoz-ondoko deribatuak aplikatuz gero, hurrengo erako
adierazpena lortuko da n. deribaturako:

d"y/dx" = ane_m(cndny/d‘cn + ...+ czd?'y/dt2 + cldy/dt),

non cl, Cz’ ..., ¢ koefiziente konstanteak diren.
n

Ordezkapena egin eta gero, (ax + o)™ = e™eta e_mtfaktoreetako

biderkaketak sinplifikatu egingo dira, bukaerako emaitza ondoko
motako ekuazioa delarik,

{n) (n-1) I ’ — t_ =
hoy + hly + ...+ hn_zy + hn_ly + hny = f{(e - b)ra] = g(t)

non ho, hl, ...,' h konstanteak diren.
n

Gogora dezagun, ekuazio homogeno asoziatua ebazteko, aproba
egiteko y(t) = e erako soluzioak hartzen direla. Horregatik,
Euler-en ekuaziorako, zuzenean y(x) = (ax + b) motako soluzioez
balia gaitezke. Beraz, alderantzizko ordezkapenaren arabera,

rt t=Ln(ax+b) rLn(ax+b) _ r
y=e ———— y=e¢ = (ax + b)

dugu. Modu honetan eragiketak eginez gero, zuzenean koefiziente
konstanteetako  homogenoaren ekuazio karakteristikora iritsiko
gara. Erro anizkoitzei dagozkien soluzioak, t aldagaia Ln(ax + b)
adierazpenaz ordezkatuta lortuko dira. Adibidez, r = k delakoa m.
anizkoiztasuneko erro erreala bada, orduan FEuler-en ekuaziorako
asoziaturiko soluzioak hurrengoak dira:
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kt kt m-1 kt t=Ln(ax+b)
y=e , y=te , ...,y =1t e _
1 2 m
k k m-1 k
y = (ax+b)’, y,= [Ln(ax+b)l(ax+b), ..., v = [Ln(ax+b)] (ax+b)".
m
Ekuazio osotuaren soluzio orokorra aurkitzeko, normalean

parametroen aldakuntzaren metodoa erabiliko da. Hala ere, kasu
interesgarrietan koefiziente indeterminatuen metodoa erabiltzea
aukera daiteke. [Euler-en ekuazioan aproba egiteko soluzio
partikular moduan, koefiziente konstanteetako ekuazioan lortutako
dugun soluzioaren irudia har dezakegu.

Koef iziente konstanteetako ek. Euler-en ekuazioa

t=Ln(ax+b)

Y(t) Y[Ln(ax + b)]

Adibidea.- Aurki bedi ondoko ekuazio diferentzialaren jatorrizkoa:

(x+2)2y” - (X +2)y +y =3x+ 4. (1]

E: Ekuazioa koefiziente konstanteetako ekuazio bilakatzeko, ondoko
aldagai-aldaketa egingo da:

x+2=et<——>t=Ln(x+2), X +2>0.
Lehen eta bigarren deribatuak, hurrengo hauek dira:

dy/dx = e ‘dy/dt, d’y/dx® = e 2(d%y/dt>- dy/dt).

Ekuazioan ordezkatu eta sinplifikatu ondoren, koefiziente
konstanteetako hurrengo ekuazioa dugu:

’

y -2y’+y=3et—2. [2]
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[2] ekuazioaren soluzio orokorra:

- 2r+r=0 — r=1 (bikoitza) = y, = (Cl + Czt)et.

[2] ekuazioaren aprobarako soluzio partikularra:

Y = At%e' + B — Y = A(t® + 2t)e' — Y”

A(t2 + 4t + 2)et >

Y’ -2Y +Y=2Ae" +B=3"'-2 — A

3/2, B=-2 —

2t
Y=3te22-2 5 y=y +Y > y=(Cl+C2t)et+3t2e - 2.

[1] ekuazioaren soluzio orokorra:

[2] ekuazioaren soluzioan t
lortuko da:

Ln(x + 2) egin, eta soluzio orokorra

y = [C1 + CZLn(x + 2)(x + 2) + %(x + 2)Ln2(x +2) -2

[1] ekuazioaren ebazpen zuzena:

Ekuazio homogenorako, ondokoaz egingo da aproba:

y=(x+2" >y =

=rix + 2" = vy’ =rlr - Dx + 2)? >
(X+2)2y”-(x+2)y’+y=(x+2)r[r2-2r+1]=0 —
r = 1 (vikoitza) >

y, = (x + 2)[C1 + CZLn(x + 2)].

Soluzio orokortzat hurrengoa hartuko da:
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Aelntxe2), vy - Ak + 2Ln’(x +2) + B —

Y = At%' + B
_ Al2Ln(x + 2) + 2]

Y 2 X
Y = AlLn"(x + 2) + 2Ln(x + 2)] —> Y <73

(x+2)2Y” - (x+2)Y +Y=3x+4 >
2A(x + 2)[Ln(x + 2) + 1] - Alx + 2)[Ln’(x + 2) + 2Ln(x + 2)] +

+ AKX + 2)ni(x +2) +B=2A(x +2) +B=3x+4 =

2A 372

l
>

4A+B=4 — B=-2

Y="—F"1n(x+2) -2

4.8 Ordena beheragarriko zenbait kasu

Adierazi denez, =zenbait ekuazio-motaren integrazioa, posible

denean, ordezkapen egoki batez edo ordenaren aurretiko beherapen
batez erraztu egingo da.

Hurrengo kasu aipagarriak ditugu:
4.8.1. Aldagai dependenterik gabeko ekuazioak.

Biz era inplizituan idatzitako ondoko ekuazio diferentziala:

(n-1) (n)]

fix, ¥y, ¥y, ..., ¥ , Y = 0. (1]

y aldagai dependentea falta denez,
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, , s , (n-1) (n-2) (n) (n-1)
y=z>oy'=2 > ..>Yy =z -y =2z

aldaketaren bidez, ordena unitate bat beheratuko da:

fix, z, z’, ..., z(n_Z), 2"V 2o (2]

[2] ekuazioaren [3] jatorrizkoa lortutakoan,

z = glx, Cl, Cz' ..., C ), [3]

koadratura berri baten bidez [1] ekuazioaren jatorrizkoa aurki
daiteke:

y=fzdx—>y=Ig(X,C,C,...,C Jdx + C .
1 2 n-1 n

Aldagai independenteaz gain, y’, y’, ..., y(m_l) deribatuak ere

falta badira, hots, ekuazioko lehenengo deribatua ym bada,

flx, y(m)’ y(m+1), o y(n—l)’ y(n)] = 0, (4]

orduan, ondoko aldaketaz ordena m unitate beheratuko da:

(m) m+1)

( (m+2) s (n) {(n-m)
y =Z =Yy

=z >y =z’ - ... >y =z

. (n—m)]

flx, z, z’, 2’7, ..., z = 0. (5]

[S] ekuazioaren jatorrizkoa ondokoa dugu:

z = glx, c.C,...C ), (6]

m koadratura kontsekutiboren bidez, [4] ekuazioaren soluzio
orokorra ondorioztatuko da.

(m-1)
y

n-m n-m+1

= Jg(x,Cl,Cz,...,C Jdx + C .. i)o L.y = Iy’dx + Cn.
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Adibidea.-Ebatzi hastapen-baliotako hurrengo problema:

(X _ l)y’s’ _ y»» - 0, Y(Z) = 2y,(2) = zy’a(z) = 2.

E: y eta y’ aldagajak falta direnez, ondokoa dugu:
y'=z — y’ =2z > (x-1)z -z=0.
Lehenengo ordenako ekuazio hau aldagai banangarrietakoa da:

dz/z - dx/(x - 1) =0 i) z/x-1)=A —5 z=Ax-1).

Koadratura berri batek y’ delakoa kalkulatzea ahalbidetuko du:

y' = szx = ‘[A(X - 1)dx = AX°/2 - AX + B.

Azkenik, y’ gaia integratuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

y = Jy’dx = J'(sz/z - AX + B)dx = AX°/6 - AX/2 + Bx + C.

Soluzio partikularra kalkulatzeko, eta problemako baldintzen
arabera, ondoko emaitza lortuko da:

y(2) =2 -—4A/3 -2A +2B+C =2
yv((2) =1-—-2A-2A +B =1 — A=1,B=1 C=2/3
yv'(2) =1 > A =1

- y = (x3 - 3x2 + 6X + 4)/6.
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4.8.2 Aldagai independenterik gabeko ekuazioak.

Biz x aldagai independenterik gabeko ekuazio diferentzial hau:

f[y, yy’ yy )’ e, y(n—l)’ y(n)] — 0. [1]

Kasu honetan, y’= z(y) ordezkapenak, [1] ekuazioa (n-1). ordenako
ekuazio bihurtuko du. Beraz, x-ekiko deribatuz, hurrengoa dugu:

vo gy 2 oy =92 _dz, Dy
y = y y - dy dy
y’ LR J— dzz y’z + d_z d_z y’ = _d;z——z- 22 + [d—z} 22 etab
dy2 dy dy dy2 dy

Emaitza hauek [1] ekuazioan ordezkatuz,
gly, z, z’, ..., z(n_Z), z(n_l)] =0 [2]
erako ekuazioa lor dezakegu. Ondoren, [2] ekuazioaren jatorrizkoa,

z2=Gly, C,C,..,C ) (3]

alegia, lortu eta koadratura berri bat egin ondoren, [l1]
ekuazioaren soluzioa ondorioztatuko da.

y=zwwedWﬂw=de$J dy —x+C.
n

Adibidea.- Determina ezazu M(0,1) puntutik pasatuko den kurba,
ondoko datuak Jakinik: tangentea lehenengo koadranteko
erdikariarekiko paraleloa da, eta kurbako puntu bakoitzean
kurbadura-erradioa normalaren luzeraren kuboaren berdina da.
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E: Gogora ditzagun hurrengo magnitude hauen balioak:

2)372

Kurbadura-erradioa: p=(l+y /vy,

,2,172

)

Normalaren luzera: N=yl+y

Enuntziatutako propietatearen arabera, kurbek bigarren ordenako
ondoko ekuazio diferentziala beteko dute:

y,2)3/2 2)3/2 vy 3

P=(N) — (1 + /y”=y3(1+y’ > y'y =L

Azken hau, ordezkapenaren bidez, lehen mailako bihurtuko da:

J eragilea aplikatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

zdz - dy/y3 =0 _,_F__) 22 + l/y2 =A = z-= i(Ay2 - l)l/z/y.
Eta berriro integratuz, soluzio orokorrera iritsiko gara:
) . 2 172 J
y' = z(y) — dy/zly) ~dx =0 — *ydy/(Ay - 1) -dx =0 —

2 172

+(Ay° - DY%/A - x =B — (Ay* - 1) = A%x + B>
Integral partikularra ondoko baldintzetatik ondorioztatuko dugu:
M(0,1) puntutik pasatzeagatik, y(0) = 1.

M puntuan tangentearen malda unitatea denez, y’(0) = z(1) = 1.
y0) =15>A-1=A%B5y (0 =151 1/1"=A5A=2 B=12

Balioak integral orokorrean ordezkatuz, emaitza hau lortuko da:

2y2—1=4(x+1/2)2 — y2=2x2+2x+1.
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4.8.3 Ekuazio homogeno asoziatuaren soluzio partikular bat
ezaguna duteneko ekuazio linealak.

Biz hurrengo ekuazio diferentzial lineala,

Pn[D]y = f(x), non Pn[D]u = 0 den.

Hots, u = u{xX) homogeno asoziatuaren soluzio partikularrd da.

y=uz —y =uz+uz — y’ =ulz+2uz +uz’’...

ordezkapenak =z aldagai dependenterik gabeko ekuazio batetara
garamatza, z’ = Ww eginez, ekuazio honen ordena unitate bat
beheratuko delarik.

Metodoa, bigarren ordenako ekuazio diferentzialetarako garatuko
dugu, ekuazio hauek garrantzi berezikoak baitira.

Biz u = u(x) ondoko ekuazioaren soluzio partikular ezagun bat:
y’’ + P(X)y’ + Q(x)y = 0.
y = uz aldaketa eginez, hurrengoa ondorioztatuko da:

u’z + 20z’ +uz’’ +Pluz+uz’) + Quz=0 —

{(u”’+ Pu’+ Qu)z + uz’’+ (2u” + Pu)z’ = 0 — uz” + (2u’ + Pu)z’= 0

33

Orain, 2z’ = w, z w’ aldaketen bidez, hurrengoa lor daiteke:

uw’ + (20’ + Puylw = 0 — dw/w + (2u’/u + P)dx = O —L>
Lnw + 2Lnu + JPdx = A > wu2 = Bexp[-[Pdx] — w = Bexp[—J"PdX]/uz.

Beste koadratura batez, ondoko soluzio orokorra kalkulatu da:

z = dex = BJexp[—J‘de]dx/u2+ c ¥=uz, y = Bujexp[—Ide]dx/u2+ Cu.
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Hortik, ekuazio homogenoaren beste soluzio bat ondoriozta daiteke:

-JP(x)dx

v = uJ‘exp[—J‘PdX]dx/u2 =u e_____z___ dx.
u

Oharra: Ez dago arazo handirik u eta v-ren arteko independentzia
lineala frogatzeko. Hain zuzen,

u ujexp[ -JPdx] dx/u2
Wlu, uJ'exp[—J"de]dx/uzl =

u’ u’Jexp[—dex]dx/u2+ uexpl[ -SPdx J/4°

u

-JP(x)dx -JP(x)dx

, 1 e -JP(x)d e -JP(x)d

Eou———z——dx+e‘rxx—uu’ ——2——-dx=e‘r(X)x¢0.
u

Ekuazio  homogenoaren  soluzio orokorra  ezaguturik, ekuazio
osotuaren soluzioa aurkitzeko, parametroen aldakuntzaren metodoa
aplikatuko da.

Adibidea.- Aurki ezazu ondoko ekuazioaren integral orokorra,

X

(x + 1)y” - 3x + 4)y’ + 3y = (3x + 2)e’ ,

3x . . . P
u = e ekuazio homogeno asoziatuaren soluzioa dela jakinik.

E: FEkuazio homogenoaren soluzio orokorra
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e—fp(x)dx
y =Cu+Cu | — dx
h 1 2 2
u
da, non u = e>* eta P(x) = - 3x + 4 diren.
X + 1

Bi koadratura eginez gero, emaitza lor daiteke:

—JP(x)dx=J${—+4dx=J[3+ = 1 ]dx=3x+Ln(x+ 1) —

X + 1 + 1

exp[-JPdx] = exp[3x + Ln{x + 1)] = (x + 1)exp(3x) -
e—fP(x)dx 3 -3
v=u —zdx=exj(x+1)e ¥dx = -(3x + 4)/9 >
u
3x
y, = C1e + C2(3x + 4).

Parametroen aldakuntzaren metodoa: FEkuazio osotuaren soluzio

orokortzat
y = estl(x) + (3% + 4)L_(x)

hartuko da, non L;(x) eta L;(x) deribatuek

3 3 ' (3x + 2)63x
e "L’ (x) + (3x + 4)L’(x) = 0, 3¢ L’ (x) + 3L’ (x) = —o 207
1 2 1 2 X + 1

sistema beteko duten. Sistemaren soluzioak hauexek dira:

L,=9x2+18x+8’ L,=_(3x+2)e3".

1 9(x + 1)2 2 9(x + 1)2
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J eragilea aplikatuz, Ll(X) eta Lz(x) kalkulatuko dira:

2
Lo= | 2B S n e L ax = x4 gy + A
! 9x + 1) 9(x + 1)
3x 3x 3x 3x
L=_(3x+2)e dx=(3x+2)e & ,pg=_"° + B
2 2 9(x + 1) 3 9(x + 1)
9(x + 1)

Azken integralari zatikako integrazioa aplikatuko zaio:

3 -d
(3x+2)ex=u—>9(x+1)eaxdx=du;———)—(———=dv->——1=v
9(x + 1)
9(x + 1)
Horrela, soluzio orokorra ondoko hau da:
y = estl(x) + (3% + 4)L_(x) = Ae™® + B(3x + 4) + (3x - De>/3 =
y = (C + x)e°* + B(3x + 4).

5. EKUAZIO DIFERENTZIALETAKO SISTEMAK

5.1 Ideia orokorrak. Sistema linealak

Ekuazio diferentzialak, aldagai bakarraren menpeko funtzioen eta
dagozkien deribatu edo diferentzialez osoturiko ekuazio-multzoak
dira. Era orokorrean, lehenengo ordenako n ekuaziotako sistema
ondoko eran idatz daiteke:

Lehen ordenako sistema bat era normalean idatzita dagoela diogu,
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deribatuak explizituki adierazita daudenean, hots,

x' =f(t, X, X, ..., X ), i=12, ..., n
i i 1 2

eran.
Ekuazio arrunten kasuan bezala, ingeniaritzako problema-kopuru

handi batetarako eredu matematikotzat har daitezkeenez, sistema
linealek interes berezia dute. Era normalean ondoko idazkera dute,

non a__ koefiziente aldakorrak ala konstanteak diren.
ij
x = x(t), i =1, 2, ..., n funtzio-multzoa sistemaren soluzioa
I
da, baldin eta beraiek eta  beraien deribatuak sisteman
ordezkatutakoan, ekuazioak identitate bihurtzen badira. Lehen

ordenako n ekuazio diferentzialetako sistemaren kasuan, soluzioak
n hautazko konstante esentzial baditu, hots,

x=x(,C,C,..,C) 1i=12 ..,n,
i 1 2
orduan, soluzio horri soluzio orokorra deritzo.

5.2 Ekuazio diferentzialetako sistemen jatorria

Aurreko ekuazioen kasuan esandakoaren hedapen gisa, sistemen
jatorria ondoren deskribatuko diren problema ezberdinez
erlazionatu ohi da.

5.2.1 Problema fisikoak.

Askatasun-gradu anitzetako sistema fisikoen kasuan, hau da,
beraien analisirako koordenatu edo menpeko aldagai ezberdinak
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ezagutzea behar duten sistemen kasuan, normalean x (t) aldagai
1

horiek denbora adierazten duen t aldagai bakarraren menpekoak
dira.

Fisikoki, deribatua koordenatu baten aldakuntza-indizea da. Lege
fisiko edo saiakuntzetako emaitzetan koordenatuen deribatuek parte
hartzen badute, orduan fenomeno fisikoari dagokion planteamendu
matematikoak ekuazio diferentzialetako sistema bat sortaraziko du.
Adibide bat: m masako puntu material baten F(t, r, dr/dt)
indarraren menpeko higiduraren ekuazioa, non t denbora, r(t)
puntuaren posizioa eta dr/dt abjadura diren. Newton-en legearen
arabera, P[x(t), y(t), =z(t)] puntuaren posizioa, erreferentzi
ardatzen gain projektatu ondoren, bigarren mailako ekuazioetako
hurrengo sistemaren baldintzapean dago:

X, x, vy, z, X', ¥y, 2")

B
S
I

my’ = Y, x,y, z, X', ¥y, z2")

3
N
[

Z(ta Xa Yt zr X,) y,’ Z,)

Aurrerago, Newton eta Ohm-en legeen bidez, sistema linealek
problema mekaniko eta elektrikoen analisirako dituzten beste
aplikazio batzu ikusiko ditugu.

5.2.2 Jatorrizko funtzioen jatorria.

Biz n ekuaziotako hurrengo multzoa,

non X1’ X2, ..., X aldagaiak t-ren menpeko funtzioak diren.
n

t-rekiko deribatuz, hurrengo sistema ondorioztatuko da:

n
oG /ot + Y, (aGi/axj)(dxj/dt) =0, i=12, ..., n
1
j=1

Sistema bien artean C1’ Cz’ ..., C hautazko konstanteak ezabatuta
n
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gero, emaitza lehen ordenako n ekuaziotako sistema izango da.
Ideiak finkatzeko, demagun ondoko ekuazio-sistema,

F(x, y, z, C, Cz)

O)
(1]

G(x, vy, z, CI, Cz) 0,

zeinak hiru aldagaietatik bi era inplizituan definituko dituen,
(adibidez y eta 2z, x-en funtzioan). Horretaz aparte, beraren
interpretazio geometrikoa, espazioko kurba-familia bat alegia, C1

eta C2 konstanteekiko ebatz daiteke:
C
1

C
2

f(x, y, 2),
(2]

g(x, vy, z).

Orduan, [1] edo [2] adierazpenak kurba-kongruentzia bat definituko
du, era honetan kontsideratutako eremuko puntu bakoitzetik
kongruentziako kurba bakar bat pasatuko delarik.

C1 eta C2 parametroen ezabapena zuzenean gertatuko da, [2]

kongruentzia x aldagai independentearekiko deribatu ondoren:

0—a_f_+.a.£’+£2’
“9x Tay Y Taz
0=98,%,, 9%,

8x 0Oy y dz
Deribatuak bakanduz, era normalera irits daiteke:

af/0z 0df/ox

D(f,g)

y = = = ¢ (X’Y’Z)t
D(f,g)
af/8y 0of/dz D(y.z)

8g/dy dg/dz
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af7ox of/dy

8g/8x 8g/dy D(f,g)

y o _ D(x,y) _

2 = = Dlr.g ¢2(x,y,2).
ot /8y 8f/dz Dy 2]

dg/dy dg/dz

Eta hortik era kanonikoa deritzon ondoko adierazpenera,

dx dy dz dx dy dz

D(f,g) D(f,g) Dif,g) & Xx,v,2) YX,v.2) Zx,y,2)°
D(y,z) D(z,x) D(x,y)

zeinaren integrazioa lehen ordenako deribatu partzial linealetako
ekuazioen ebazpenerako baliagarria izango den.

5.3 Ekuazio diferentzialetako sistemen integrazioa

Ebazpen-teknika ezberdinen artean, aipagarrienak ondokoak dira:

a) Laburtze-metodoa.

Metodo orokorra dugu. Ekuazio algebraikoak ebazteko erabiltzen
denaren antzeko metodoa eta koordenatu batekiko goi-mailakoa den
ekuazio diferentzial bakar batetara laburtzean datza. Horretarako,
geroago garatuko den ondoz-ondoko deribazio eta ordezkapen metodoa
segituko da.

Sistemako ekuazioak D eragilea erabiliz idazten badira, n ekuazio
eta n ezezagunetako sistema baten ebazpen algebraikoarekin
antzekotasun handia nabarituko da, sarritan D eragilearen
propietateak  koefiziente bat bailitzen erabiltzea permitituko
baitute.
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b) Metodo matriziala.

Sistema linealetarako, sistema osoa ekuazio diferentzial matrizial
bakartzat hartzean datza. Gero, kalkulu matrizialeko tekniken
bidezko ebazpenak, koordenatu guztiak aurkitzea ahalbidetuko du.

c) Eragile-metodoa.

Hurrengo gaian garatuko den prozedura hau, Laplace-ren
transformatua deritzon eragilea aplikatuz, ekuazio
diferentzialetako sistema, sistema algebraiko bihurtzean datza.
Azkeneko sistema honen ebazpenak eta alderantzizko eragilearen
geroko aplikazioak soluzioa aurkitzera eramango gaituzte,
hastapen-baldintzatako problemetan, soluzio partikularra zuzenean
kalkulatzeko abantaila duelarik.

5.3.1 Laburtze-metodoa.

Biz ondoko ekuazio diferentzialetako sistema, era normalean:

x> =f(t, x, x, ..., X),
1 1 1 2 n
x> =f(t, x, X, ..., X),
2 2 1" T2 n
[1]
x> =f( x,x, ...., X ).
n n 1 2 n

Hasteko, sistema edozein koordenaturekiko ebatz daiteke. Adibidez,
X, lortzeko, [l]-eko lehenengo ekuazioa deribatu egingo da:

n
X' = 6f1/6t + 21: (afl/axi)xi. [2]

Ondoren [1] sistemako x’ balioak ordezkatuko dira.
1



118 / EKUAZIO DIFERENTZIALAK

Emaitza, xl—ekiko bigarren mailako ekuazio bat izango da, =zeinak
gainerako beste koordenatu guztiak edukita dauzkan:
x’’=F (t, x, X, ..., X ). {3]
1 2 R n

[3] ekuazioa n. ordenaraino deribatu eta kasu bakoitzean x’
1

deribatuak [1] adierazpenaz ordezkatuz gero, orduan, ondoko n
ekuaziotako sistema lortuko dugu:

x’ =f(t, X, X, ..., X ),
1 1 17 2 n
X' =F(t, x,x, ..., X),
1 2 1’ T2 n
[4]
-1
x(n )=F (t, x, x, , X ),
1 n-1 1 n
x™ = F t, x, x, , X )
1 n 1 2 n

[4] adierazpeneko lehenengo (n-1) ekuazioak  kontsideratuz,

orokorrean Xz’ x3, ceh X koordenatuak  besteekiko ebatz
n
ditzakegu:
, (n-1
x =g, x, X, ..., x " )),
2 2 1 1 1
(n-1)
= t X, ..., X ,
X, g3( s X, X ) ) 5]
-1
x(n )).

x =glt, x, X, ...,
n 1 1
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Balio hauek [4] delakoaren n. ekuaziora eraman ondoren, X

koordenatuarekiko n. ordenako hurrengo ekuazio diferentziala
lortuko da,

(n) {n-1)
X = t, x, X', X', ..., ,
. o( o XD X X, ) [6]

eta honen integrazioak

x =y C,C, .. C) (7]

n

erantzuna emango du.

Gainontzeko koordenatuak koadraturarik gabe lor daitezke. Nahikoa
da [7] adierazpena (n-1) aldiz deribatu eta [S]-ean ordezkatzea.
Honela, ondokoa dugu:

X2 = |/l2(t, Cl’ Cz, ..... , Cn),
[8]
x =y (t, C,C, ... , C),
n n 1 2 n
x{t) = x , x((t) = x , ..o, x(t) = x hastapen
10 10 20 20 n 0 no

baldintzak betetzen dituen [1] sistemaren soluzio partikularra
kalkulatu nahi bada, nahikoa da [7]-[8] soluzio orokorrean
baldintzak ordezkatzea.

Behin C s C , ... , C balioak ezagutu ondoren, soluzio
10 20 no

partikularra lortzeko, [7]-[8] adierazpenetan ordezkatuko dira.
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Diogun, bestalde, laburtze-metodoa goi-ordenako ekuazioetako sister
kasuetan ere aplika daitekeela. Kasu horretan, soluzio orokorrak duen
konstante-kopurua sistemako ekuazioen ordenen batura da.

Adibidea.- Kalkula bedi ondoko sistemaren soluzio partikularra:

x' =y (1],
y ) =-x-z+t-1 [2], non: x(0) = y(0) = 0, z(0) = -3.

-y + tz +t [3],

N
Il

E: x(t)-rekiko ebatziko dugu. Horretarako, [1] deribatu eta y’
gaia [2] ekuazioan ordezkatuko da:

x”=y’—m-—->x”=—x-z+t—-1. (4]

Berriro deribatu eta 2z’ deribatua [3] ekuazioan ordezkatuz,
ondokoa dugu:

x”’=—x’—z’+1—Lx”’=—x’+y—t2—t+1. [5]

Segidan, [1]-[4] sistema y eta z-rekiko ebatzi behar da:

x =y, y =x7, [6]
—
=X -z +t+1, z=-Xx"-x +t+1, [7]

ke
I

eta ekuazio hauek [5] delakoan ordezkatuko dira. Ondoren
hirugarren ordenako ekuazioa ondorioztatuko da,

X" = ~t%- t + 1 (8]

alegia, eta honen soluzio orokorrerako, x, X' eta x’’ gaiak falta
direnez, hiru integrazio kontsekutibo behar dira. Bestela, metodo
orokorraren arabera, ondoko eran ebatziko litzateke:
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Ekuazio homogenoaren soluzioa:
2
x” =0 —>r =0 —r =0 (hirukoitza) = xh=C1+C2t+C3t'

Ekuazio osotuaren soluzio partikularra:

X = t3(At? + Bt + C) — X’ = 5At" + 4Bt® + 3Ct? —

X" = 20At° + 12Bt° + 6Ct —> X'’ = 60At> + 24Bt + 6C =
)y 2 2 2

X" = -t>-t+1 —> 60At° +24Bt + 6C = t2 -t +1 =

A=-1/60, B=-1/24, C=1/6 — X = ~t/60 - t'/24 + t°/6.
x(t)-rekiko soluzio orokorra ondokoa da:

x(t) = x+ X > x(t) =C +Ct+ C3t2 + t2/6 - t'/24 - t°/60. (9]

[9] adierazpena bi aldiz deribatuz, y eta z koordenatuak [6] eta
[7]-tik lortuko dira, ondoren adieraziko den moduan:

x'= C+ 2Ct + t272 - t%/6 - t'/12 — x'= 2C+ t - 272 - t3/3

y(t) = C, + 2Ct + t?/2 - %6 - t*/12, [10]

2(t) = -1 - C_-2C- Cjt + (1/2—C3)t2+ t%/6 + t'/24 + t°/60.[111

Hastapen-baldintzak integral orokorrera eramanez,

x(0) =0 — O=C1, y(0) =0 — 0=C2, z(0) = -3 — C3=1

eta azkenik (9], [10] eta [l1]-n ordezkatuta gero, lortuko den
emaitza ondokoa da:
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t? + t%6 - t'/24 - t°/60,

»
JAN
—+
-
Il

2t + t22 - 26 - t*/12,

<
—
—+
N
1}

3 -t%2 +t%6 + t'/24 + t°/60.

N
—
ot
~—
Il

6. SISTEMA ETA EKUAZIOEN APLIKAZIOAK

Ingeniaritzan duten interesagatik, =zenbait sistema fisiko klasiko
deskribatuko dira ondoren. Aztertuko direnak, gehienak zenbait
askatasun-gradutako sistema elektriko eta mekanikoak dira,
teknologi adar ezberdinen barneko fenomeno fisikoen analisirako
ekuazio eta sistema linealen garrantziaren nolabaiteko ideia
emateko asmoz.

Bestalde, guztiz ezberdinak diren fenomenoez osoturiko sistema -
fisikoen analisirako, erabat antzekoak diren eredu matematikoak
erabil daitezkeela nabarmendu behar da. Funtsezko identitate
matematiko honek, itxuraz ezberdinak diren koordenatuen artean
zenbait antzekotasun fisiko ezartzea ahalbidetuko du, honek
aurrerapena ekarriko duelarik.

Adibidez, malguki batetatik zintzilikatuta dagoen pisu baten
higidura bibrakorra eta zirkuitu elektriko bakun batetan zeharreko
korronte-zirkulazioa, hain ezberdinak izan arren, eredu matematiko
gisa bigarren ordenako ekuazio diferentzial bera onartuko dute.-

Analogia kuantitatiboa denez, nahikoa da bihurketa egokiak egitea,
sistema mekaniko konplexuen analisitik zirkuitu elektriko
baliokideen azterketara pasatzeko, azken hauek eraikitzeko askoz
errazagoak eta neurriak erregistratzerakoan prezisio handiagokoak
baitira.
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6.1 Askatasun-gradu bakarreko sistema fisikoen analisia

Eredu matematiko beraz analisa daitezkeen sistemen arteko
erabilgarrienak, hauexek dira:

a) Translazio-sistema mekanikoa.

Mutur bat finko duen k moduluko malguki batez osoturik dago.
Malgukitik w pisua zintzilikatuko dugu, honen f(t) indar
perturbatzailepeko x(t) higidura bertikalak sistemaren koordenatua
definituko duelarik.

malgukiaren modulua

x(t) koordenatua T If(t) perturbazioa

L——— c indargetzai lea

Translazio-sistema mekanikoa

Demagun malgukiaren masa arbuiagarria dela, eta higidura bertikala
izanik, pisuaren posizioa oreka-egoeratik neurtzen dela. Sistema
honen analisia Newton-en legean oinarrituko da:

(masa)x(azelerazioa) = indarren batukaria— % x”’(t) = ¥ F.

Eragingo duten indarrak ondokoak izango dira:
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Indar grabitatorioa: -w. Indar elastikoa: w - kx.

Marruskadura-indarra: -cx’.  Aplikatutako indarra: f(t).

Abiadura txikietarako marruskadura-indarra x’(t) abiadurarekiko
proportzionala dela suposatu dugu, eta goranzko higidura zeinu
positibokotzat hartu dugu. Legearen aplikazioak koefiziente
konstanteetako bigarren ordenako ekuazio diferentzial lineal bat
ondorioztatuko du:

mx’’ = -w + (w - kx) - cx’ + f(t) —
mx’’(t) + cx’(t) + kx(t) = f(t). (1]
Problemako hastapen-baldintzak, x(0) = X, eta x’(0) = X0 alegia,

pisuaren hasierako posizioa eta = abiadura dira, hurrenez hurren.
Baldintza hauek integrazio-konstanteak kalkulatzea eta higiduraren
legea ondorioztatzea ahalbidetuko digute.

Ekuazio homogeno asoziatuaren soluzioak, sistemaren higidura askea
edo naturala deritzona deskribatuko du. Higidura honi, kanpoko
perturbaziorik jasango ez duenez, higidura askea deritzo. Ekuazio
karakteristikoaren erroen motaren arabera,

2 172

- + -

mr2+cr+k=0—>r'=c'(c 4mk) ,
2m

higidura askeak ondoko sailkapena onartuko du:
(I) Higidura gainindargetua.

Erro erreal bakunen kasua da, hots, a::2 - 4mk > O denekoa. Ekuazio
homogenoaren soluzioa ondoko motakoa da:

at bt
X =Ce + Ce .
h 1 2
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Posizio geldikorrean (t — ), pisua oreka egoerara [x(t) — O]
doa, a) eta b) erro negatiboak baitira.

(I1) Higidura kritikoki indargetua.

Orain, cz— 4mk = 0 — ¢ = 2vVmk da, eta ekuazio karakteristikoak
r = -c/2m erro erreal bikoitza du. Homogenoaren soluzioak,

x =(C + Ct)ert
h 1 2

alegia, ekuazioak posizio geldikorra aurreko atalekoa dela eta
sistemaren c indargetzea txikiagoa direla adieraziko digu.

(III) Higidura azpiindargetua.
Erro irudikarien kasua da. Hurrengo egoera dagokio:

2.1/2
cz—4mk<0—>r =ii(4km_C) i
1,2 2m 2m

]
[V
I+

bi,
at .
X = e (C cosbt + C sinbt).
h 1 2

Horrela deskribatutako higidura askea, aperiodikoa da, t — w
doanean, e’ — 0 baitoa. Hala ere, oszilakorra dela ohar daiteke,
sistema x(t) = O oreka egoeratik (Clcosbt + Czsinbt) biderkagai

trigonometrikoa anulatuko duten t = nn/b, n = 1, 2,
denbora-tarte bakoitzean pasatuko baita.

Sistemaren gain f(t) kanpoko perturbazio bat badugu, hots,
higidura bortxatua bada, orduan ekuazio osotuaren soluzio
partikularrak aztertu behar dira. Gehienetan, f(t) perturbazioa
periodikoa (f(t) = Focoswt erakoa) izango da. Orduan, aproba

egiteko X = Acoswt + Bsinwt soluzioa hartuko da.
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b) Biraketa-sistema mekanikoa.

LLLLLLLLLS

k ardatz elastikoa

¢ indargetzailea M(t) momentu perturbatzailea
_—a 6

O
¢

I diskoa

Biraketa-sistema mekanikoa

Mutur bat finko duen k moduluko ardatz elastikoari, beste
muturrean [ inertzi momentuko diskoa lotuko zaio. Sistema honen
gainean M(t) tortsio-momentuko kanpo-perturbazioak eragingo du,
diskoaren ¢(t) posizio angeluarra, sistemaren koordenatua izango
delarik. Kasu honetan, ardatz baten inguruan higitzean solido
zurrunari dagokion Newton-en legea aplikatuko da:

(inertzi momentua)x(azel.angeluarra) = } bihurdura-momentuak.
Sistemaren gainean eragiten duten momentuak hurrengoak dira:

Tortsio-momentu elastikoa: -k¢(t).
Marruskaduragatiko tortsio—-momentua: -c¢’(t).

Kanpoko tortsio-momentua: M(t).

Biz ¢’’(t) azelerazio angeluarra. Newton-en legea ondoko eran
aplikatuko da:
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I’ (t) + co’(t) + ke(t) = M(t). (2]

Kasu honetan, ¢(0) = ¢o eta ¢’(0)= ¢10 hastapen-baldintzak,
hasierako posizio eta abiadura angeluarrei dagozkienak dira,
hurrenez hurren.

Sistemaren emaitzaren azterketa translaziozko kasuaren antzera
egingo da.

c) Serie-sistema elektrikoa.

Irudiko serie-zirkuitu elektrikoan e(t) tentsioa, L induktantzia,
R erresistentzia eta C kondentsadorea ditugu.

R erresistentzia

AN
i (t)

e(t) tentsioa —’L— C kapazitatea

e BRI

L induktantzia
Serie-zirkuitu elektrikoa

Hasteko, ondokoa  suposatuko da: sistema  definituko  duen
koordenatua, zirkuitutik dabilen i(t) intentsitatea dela.
Zirkuituaren analisia Ohm-en legearen bidez egingo da, zeinaren
arabera, hornituriko tentsioa =zirkuituko elementuetan gertatutako
tentsio-erorketen baturaren baliokidea den. Tentsio edo
potentzial-diferentziak hurrengoak dira:

Induktantzian: Li’(t). Erresistentzian: Ri(t).

t

Kondentsadorean : é I i(t)dt. Aplikatutako tentsioa: e(t).
0
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Ohm-en legeak ondokoa dio:

t

Li’(t) + Ri(t) + é J i(t)dt = e(t). (3]
0

Laplace-ren transformatuari buruzko gaian aztertuko denez, ekuazio
integro-diferentzial hau eragile-teknikaren bidez zuzenki ebatz
daiteke. Hemen, ordezkaketaren bidez, bigarren ordenako ekuazio
diferentzial izatera pasatuko da:

t

Ji(t)dt=0(t) S =0 - PO =01 s

0

LQ’’(t) + RQ’(t) + Q(t)/C = e(t), [4]

sistemako koordenatua kondentsadoreko karga delarik.

Problemaren hastapen-baldintzak, Q(0) = Q0 eta Q'(0) = i{0) = i,

hasierako karga eta intentsitatea dira, hurrenez hurren.

Sistema mekaniko baten portaerari buruzko emaitzak zirkuitu
elektriko baten kasura heda daitezke, sistema bietako ekuazio
diferentzialen koefizienteen artean existitzen den
korrespondentziaren bidez.

d) Paralelo-zirkuitu elektrikoa.

Kasu honetan, irudikaturiko sistema elektrikoaren koordenatua A
eta B korapiloen arteko potentzial-diferentzia da.



EKUAZIO DIFERENTZIALAK / 129

R erresistentzia

L induktantzia

I

C kapazitantzia
¢
lﬁ

A

L I(t)

I(t) aplikatutako korrentea
Paralelo-zirkuitu elektrikoa

Kirchoff-en lehenengo legeak dioenez, "edozein
doazen intentsitateen batura algebraikoa nulua da".

B korapilorantz doazen intentsitateak hauexek dira:

il(t) intentsitatea kondentsadorean: Ce’(t).

t
iz(t) intentsitatea induktantzian: %I e(t)dt.

0
i3(t) intentsitatea erresistentzian: e(t)/R.

Aplikaturiko intentsitatea: I(t).

Kirchoff-en legearen ondorioz, il + i2 + i3 -1=0

korapilotarantz

t

Ce’(t) + e(t)/R + %
0

Ie(t)dt = 1(t).

(5]
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Aurreko kasuan bezala, ekuazio integro-diferentzial hau bigarren
ordenako ekuazio diferentzial bilakatuko da, hurrengo ordezkapena
egin ondoren:

t
J e(t)dt = U(t) — e(t) = U(t) — e'(t) = U”(t) 5
0

Cu’’(t) + U (t)/R + U(t)/L = I(t), [6]

u(0) = U0 eta U(0) = e(0) = e, hastapen-baldintzak direlarik.

Oharra: [3] eta [5] ekuazio integro-diferentzialak, deribatu
eragilea aplikatuta, bigarren ordenako ekuazio diferentzial bihur
daitezke. Hau da:

LI""(t) + RI’(t) + I(t)/C [7]

]
¢]
—_
—
—

Ce’’(t) + e’ (t)/R + e(t)/L = I’(t). [8]

6.1.1 Zenbait analogia fisiko.

Komentatutako ekuazio  diferentzialen artean  existitzen den
matematikako oinarrizko identitateak, beren koefizienteez
adierazita datozen magnitudeak elkarrekin konparatzea eta beraien
arteko analogia fisikoak ezartzea ahalbidetuko du. Horrela,
adibidez translazijo-sistema mekanikoaren [1] ekuazioa,
serie-sistema elektrikoaren [3] eta [4] ekuazioekin konparatuz



EKUAZIO DIFERENTZIALAK / 131

gero, ondoko analogia fisikoak nabari daitezke:

i(t) korronte-intentsitatea, [3]
x(t) desplazamendua =

Q(t) kondentsadoreko karga, [4]
m masa = L induktantzia

¢ marruskadura mekanikoa = R erresistentzi elektrikoa

k malgukiaren modulua = 1/C elastantzia elektrikoa
F(t) aplikaturiko indarra = e(t) aplikaturiko tentsioa
Materialen erresistentziaren arloko beste aplikazio bat,

karga-mota ezberdinak dituzten habeen flexioaren azterketa da.
Mekanikan froga daitekeenez, habearen kurba elastiko edo
deflexio-kurbak (habearen ardatz horizontalari dagokion fibrak
hartutako posizioak, alegia) ondoko ekuazioa beteko du:

EI/R = M, (1]
non
E = habearen materialaren Young-en elastikotasun-modulua,

I = habearen sekzioak zuzen neutroarekiko duen inertzi momentua,

R = habearen kurba elastikoaren kurbadura-erradioa,

M = flexio-momentua, zeharkako sekzioak bananduriko habearen bi
aldeetako edozeinetan eragiten duten kanpo-indarrei dagokiena,
habearen zeharkako sekzioaren eta beraren gainazal neutroaren
arteko ebakidura-lerroarekiko kalkulaturik

baitira.

Laburtzeko, demagun habea y = y(x) kurba elastikoaz eta beraren
zeharkako sekzioa P(x,y) puntu batez ordezkatuko direla, habearen
ezkerreko muturra erreferentzia errektangeluar baten jatorri
bihurtu delarik eta deflexioa ("gezia") ordenatu-ardatzeko =zentzu
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negatiboan neurtuko delarik. Irudiko adibidean, bere mutur batetan
finkaturiko habe bat kontsideratuko dugu, zeharkako P kanpo-karga
jasango duelarik.

P
0 u-———»
. . X

———

"*«i kurba elastikoa

LLLL
!
I
!

Kurba elastikoaren maldaren zenbakizko balica, y'(x), txikia da
puntu guztietan. Honek R kurbadura-erradicari buruzko ondoko
estimazioa egitea ahalbidetuko digu:

,2)3/2

R=(1+y /y’?’ — R = I/y”.

Hurbilketa hau [1] ekuazioan ordezkatuz, kurba elastikorako
hurrengo bigarren ordenako ekuazio diferentziala lortuko dugu:

EIy’ =M [2]

Aplikazio arrunt gehienetan x aldagaiaren funtzio explizitua den
P(x) puntuarekiko M flexio-momentua honelaxe definituko da: x
abzisako sekzioaren alde berean aplikatutako indar guztien
momentuen batura algebraikoa. Hastapen-baldintzak ezartzeko,
muturrak nola dauden euskarrituta aztertu behar da (habe
giltzatuak, landatuak, euskarri sinpledunak).

Zeharkako kargak soilik jasaten dituzten eta flexio-zurruntasun

konstantea (EI) duten habeen kasuan, kurba elastikoak ondoko
ekuazio diferentzialak beteko dituela froga daiteke:

E Iy = V(x) [Zeharkako kargen batural

E I yIV = W(x) [Luzera-unitateko karga |
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6.2 Zenbait askatasun-gradutako sistemak

Zirkuitu mekaniko eta elektrikoen kasuak, masa eta sare elektriko
ezberdinak dituzten sistema fisikoei dagozkie, hurrenez hurren.
Asoziaturiko eredu matematikoak (ekuazio diferentzialetako
sistemak), Newton eta Kirchoff-en legeen bidez aurkituko dira,
zirkuitu bakunen kasuetan bezala. Adibide gisa, ondoko problemak
kontsideratuko ditugu:

a) Bi masa eta bi malgukidun translazio-sistema.

LLLLLL L L L L

: I fl(t) perturbazioa

- i fz(t) perturbazioa

m

2

Demagun irudian ageri den malguki eta masez osoturiko sisteman,
marruskadura eta malgukien masak nuluak direla, non xl(t) eta

xz(t) koordenatuak masen desplazamenduak diren. Baldintza hauetan,

kanpo-perturbazioez aparte, masen gain eragiten duten indar
bakarrak, grabitatea eta malgukiek transmitituko dituztenak dira.
Luzapen edo elongazioen ondorio diren azken hauek, ondokoak dira:

m -en gaineko indarra: -k x + k (x - x ).
1 11 272 ™1

m_-ren gaineko indarra: —kz(xz— xl).
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Masa bakoitzari Newton-en legea aplikatuz gero, hurrengo ekuazio
diferentzialetako sistema ondorioztatuko da:

mx'’' = —klx1 + kz(x2 - xl) + fl(t), mx)’ = —kz(x2 - X1) + fz(t).

Azkenik, higiduraren legeak ondorioztatzeko, hurrengo baldintzak
behar dira:

Masen hasierako posizioak: x (0) =x , x(0)=x .
1 10 2 20

Masen hasierako abiadurak: X;(O) =X x;(O) =X

11 21

b) Bi saretako RLC zirkuitu elektrikoa.

[ L
A 1 B 2 [of
| (—
I\
—_— —_—
I (t) 1 (t)
1 2
e(t) R
L 2
1
——"\"\NNC ¢
I\
F R E C D
1 2

Irudiko =zirkuituko sare bakoitzari Kirchoff-en bigarren legea
aplikatuta, ondoko sistema integro-diferentziala lortuko da:

t
L (i’-1)+Ri + (1/C )Ii dt = e(t) ABEF  SAREA,
i1 2 11 U]t

t
L((i’-1)+Li +Ri + (1/C )Jidt=0 BCDE SAREA,
12 1 2°2 2°2 27}, 2
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non sareetan zeharreko il(t) eta iz(t) korronte-intentsitateak
sistemaren koordenatuak diren.
Sistema honen analisi zuzena Laplace-ren transformatuaren

eragileen bidez egin daiteke. Bigarren ordenako ekuazio
diferentzialetako sistema batetan laburtzea nahi izanez gero,

Ql(t) - il(t) = Q;(t) - i;(t) = Q;’(t)

Sy
—
=
[o N
o+

i

—
—
—_
N
N
Q.
o

il
=
—

-+
=
—
™~
—
—+
-
I
o
N -
—
-
=
—
[\SER
—
g
Nt

It
o
—
o
s

ordezkapenak egin behar dira, era horretan Ql(t) eta Qz(t)

koordenatu berrietarako hurrengoa lortuko delarik:

L1(Q1 - Q) ) + RQ +Q/C = e(t) ABEF  SAREA,

L1(Qz - Q1 ) + LzQz + RzQz + Qz/C2= O BCDE SAREA.

Kasu honetan, problemaren hastapen-baldintzak,

Q1(0) = Qlo’ QZ(O) = on’ Q;(O) = il(O) = i1o’ Q;(O) = i2(0) = izo

alegia, etengailua ixtean dauden kargak eta intentsitateak dira.







FOURIER-EN SERIEAK / 137

II. GAIA: FOURIER-EN SERIEAK.

1. FOURIER-EN SERIEEN BIDEZKO GARAPENAK

1.1 Sarrera eta definizioak. 139
1.2 Koefizienteen determinazioa. Euler-en formulak. 140
1.2.1 Dirichlet-en baldintzak. 144
1.2.2 Integrazio-tartearen aldaketa. 148
1.3 Funtzio bikoiti eta bakoitien garapenak. 149

1.4 2p periododun funtzio periodikoaren
Fourier-en seriea. 152

1.5 Funtzio aperiodikoen garapena. 156

2. FOURIER-EN TRANSFORMATURAKO SARRERA

2.1 Fourier-en seriearen beste adierazpen batzu. 161
2.1.1 Bigarren era trigonometrikoa. 161
2.1.2 Era exponentzial konplexua. 163

2.2 Fourier-en integraleranzko bilakaera. 168






FOURIER-EN SERIEAK / 139

1. FOURIER-EN SERIEEN BIDEZKO GARAPENAK

1.1. Sarrera eta definizioak

Funtzio bat sinu eta kosinuen konbinazio lineal moduan adierazteko
ideia, XIX. mendearen hasieran Fourier-ek iragarri zuen. Teoria
honi buruzko geroko azterketek, gaur eguneko analisi
matematikoaren garapenean eragin handia izan dute.

Gaur egun, Fourier-en serieak perturbazio periodikoez eragindako
sistema fisikoetako bibrazioen azterketarako oso interesgarriak
dira, eta matematika aplikatuaren adar ezberdinetako beste
problema askoren ebazpenean parte hartzen dute.

Aurrera segitu baino lehen, gogora dezagun f(t) delakca T

periododun funtzio periodikoa dela, baldin eta t-ren edozein
baliotarako ondokoa betetzen bada:

f(t) = f(t + T). (1]

Berdintza hau ©beteko duen T konstantearen balio txikienari,
funtzioaren periodo propio edo ©oinarrizko periodoa deritzo.
Definiziotik, [1] adierazpena errepikatuz, hurrengoa lor daiteke:

f(t) = f(t + nT), Vn € Z. [2]

Fourier-en serieen teoriak, f(t) funtzio periodiko orokorra serie
trigonometriko eran idaztea planteatuko du, honelaxe hain zuzen:

o«
f(t) = a /2 + ) (akcoskt + bksinkt). [3]
1

Fourier-en analisia, f(t) funtzioak [3] adierazpena identitate
izateko bete behar dituen baldintzetan eta seriearen kalkuluan
datza. Maiztasun ezberdinetako harmonikoen (hots, 2m periododun
funtzio sinusoidalen) baturaren bidezko funtzioaren adierazpenak,
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interes handia du ingeniaritzan erabili ohi diren matematiketan.
Hasteko, aplikazio bat

ax’’(t) + bx’(t) + cx(t) = f(t)

motako ekuazio diferentzialak aztertzea da, non f(t) funtzioak
perturbazio periodiko bat adierazten duen. Hau =zenbait sistema
elektriko eta mekanikotarako eredu matematikoa izango da. Gainera,
f(t) serie trigonometriko batez  ordezkatuz, orduan serie
trigonometrikoa osotuko duten batugaietako bakoitzari, sinu eta
kosinu arrunten kasuan aplikatutako metodoak aplika dakizkioke.

Horretaz gain, serie trigonometrikoek berredura-serieekiko

abantailak dituzte. Adibidez, zenbait kasutan gaiz gai deribatu
eta integratzea ahalbidetzen dute.

1.2. Koefizienteen kalkulua. Euler-en formulak

Demagun 2n periododun funtzio periodiko baten adierazpena [3]
serie trigonometrikoa dela. Hau da, (-m, =) tartean serieak
funtziora konbergituko du.

Halaber, [3] delakoari gaiz gai integral mugatu eragilea aplika
dakiokeenez,

§ g © U U
J f(t)dt = I aodt/2 + ) [ I akcosktdt + J bksinktdt ]
“n T

ondorioztatuko da.

Batukariko integralak nuluak dira. Hau da:

T
J akcosktdt =
11

14 T
= 0, I bksinktdt =
- ~ T

aksinkt/ k -coskt/k

Beraz, a koefizientea kalkula daiteke:
o]
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J f(t)dt. (4]

Gainontzeko ak eta bk koefizienteen kalkulurako, aldez aurretik
azter ditzagun
n T n

I1 = J cosktcosmtdt, I2 = J cosktsinmtdt, I3 = _[ sinktsinmtdt
N 14 14

integralak, k eta m indize arrunten balio ezberdinetarako.

a) k # m kasua:

Hiru integralen baliocak nuluak dira. Hau da, biderkaketetarako

cosktcosmt = [cos(k+m)t + cos(k-m)t]/2,
cosktsinmt = [sin(k+m)t - sin(k-m)t]/2,
sinktsinmt = [cos(k-m)t - cos(k+m)t]/2

formula trigonometrikoak aplikatu eta integraletan ordezkatu
ondoren, hurrengo balioak ondoriozta daitezke:

s . . L
1 _ lysin(k+m)t | sin(k-m)t|~ _
1=2 Jn[cos(k+m)t + cos(k-m)tldt = 3| =L e IR
ui 4
_ 1 . il _ 1|-cos(k+m)t , cos(k-m)t| _
IZ— 5 J [sin(k+m)t - sin(k-m)tldt = > . m = 0,
X4 -
n . . T
1 _ 1|sin(k-m)t sin(k+m)t|" _
13— 5 _n[cos(k-m)t cos(k+m)tldt = 5 — o _n— 0.
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b) k = m kasua:

Oraingoan, integralen balioak hauexek dira:

(1 . T
2 t sin2kt
Il = I cos ktdt = l‘z— + Tk—-‘l s
~ T -T
T U n
I = [ cosktsinktdt = & [ sinzktdt = |ZC952Kt|" _ o
2 2 4k
~T 1 -
n T
.2 t sin2kt
13 = j Sin ktdt - |‘2‘ - —4—k—|
T -T
Oharra: Emaitza hauek
1, coswt, cos2wt, ... , cosnwt, ... sinwt, sin2wt, ... , sinnwt ..

funtzio sinusoidalek (-m, =m) tartean duten ortogonaltasuna
frogatzen dute.

a -ren kalkulua (k # 0):

[3] adierazpena cosmt faktoreaz biderkatu, eta (-m)-tik m-rako
integral eragilea aplikatuko da:

T T
J f(t)cosmtdt = J aocosmtdt/Z +
1T T

T ™
[ I akcosktcosmtdt + bksinktcosmtdt ]
i 0§

+
~™8
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Gero, Il, I2 eta IS—ren emaitzak ordezkatuz, batukariko integral

guztiak anulatu egingo dira, k = m kasukoa izan ezik.

n n 5 n
f(t)cosktdt = J akcos ktdt = nak — a =
i 14 1

f(t)cosktdt. [5]

bk-ren kalkulua (k # 0):

Orain, [3] adierazpena sinmt faktoreaz biderkatu, eta gero
(-m)-tik m-ra integratuko da, honakoa ondoriozta daitekeelarik:

m n
J f(t)sinmtdt = J aosinmtdt/Z +
4 T

0 T n
+ ¥ [ J akcosktsinmtdt + J bksinktsinmtdt].
1 - -
Kasu honetan, hurrengoa dugu:
n n 5 1 (™
J f(t)sinktdt = J b sin’ktdt = mb — b = J f(t)sinktdt. [6]
-7 -7 ~T

Beraz, koefizienteen kalkulurako formulak, [4], [5] eta [6]
adierazpenak alegia, hauexek dira:

‘4
J f(t)dt, [4]

-T

qi -

a
0
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1 ‘4
a = - I f(t)cosktdt, (5]
k 14
-T
1 ‘A
b o= 1 J £(t)sinktdt. 6]
k k14 J

Aurrekoei Euler-en formulak deritze, eta dagokien serieari, hots,

o)
f(t) = a /2 + ¥ (a coskt + b sinkt) (31
1

berdintzari, f(t) funtzioaren Fourier-en seriea deritzo.

Oharra: ao koefizientea, indeterminazioak izan ezik, ak—ren kasu

partikularra da, k = O denerako.

1.2.1. Dirichlet-en baldintzak.

Euler-en formulak kalkulatzeko, Fourier-en seriea existitzen dela
eta [3] seriea gaiz gai integra daitekeela suposatu dugu.
Seriearen existentzia eta f(t) funtzio sortzaileranzko
konbergentziari buruzko kuestioen azterketa teorikoa, nahiko zaila
da. Horregatik ez dugu frogatuko ondoren enuntziatuko den
Dirichlet-en teorema. Teorema honek funtzio bat Fourier-en
seriearen bidez idazteko baldintzak eta arazo praktikoen ebazpena
ezagutzea ahalbidetuko ditu.



FOURIER-EN SERIEAK / 145

Teorema: "Biz f(t) edozein periodotako funtzio quasijarraia, hots,
maximo, minimo eta etenguneen kopurua finitua duena. f(t)-ren
Fourier-en serieak f(t) funtziora joko du tarte osoan, etengunetan
izan ezik, azken hauetan serieak albo-limiteen baturaerdira joko
duelarik".

Hots, ¢ delakoa f(t)-ren etengune bat bada, hurrengoa beteko da:

L
2

S(c) = 5 [lim f(t) + lim f(t)].

t>c - t>c+

~f(t)

flc-) [f(c-)+f(c+)]ls2

v

Adibidea.-Biz [-n, m] tartean

0, -

IA
ot
IA

o

f(t) =
t, 0<t

A
A

eran definiturik dagoen funtzio periodikoa. Aurki bedi horri
dagokion Fourier-en seriea. Adieraz bedi funtzioak etenguneetan
nora konbergituko duen. Kalkula bedi zenbakizko seriearen balioa,
t = O denean.
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E: Funtzio periodiko honek ondoko adierazpen grafikoa du:

Fourier-en seriearen koefizienteak hurrengo eran kalkula daitezke:

1 1 n
a0=EJf(t)dt=EJtdt=§,
T 0
T n . n
a = 1 J f(t)cosktdt = 1 J tcosktdt = 1|tsinkt + coskt|"_ coskm-1 .
kK T T T k 2 2
4 0 k 0 nk
k bakoitia bada, a = -2/mk> da.
k bikoitia bada, ak= 0 dugu.
m n . T
b=+ [ f(t)sinktdt = L [ tsinktdt = L|Ztcoskt . sinkt}® - coskm
kK T 4 o 4 k k2 o k

=T

k bakoitia bada, bk= 1/k da, eta k bikoitia bada, bk= -1/k

[3] adierazpenean ordezkatuta, ondoko seriea lor daiteke:
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o0
) [_____coskn—l coskt - coskn sinkt|.
1

Edo, k Kkonstantea (2n-1) balicaz ordezkatu eta seriea beste bitan
deskonposatuz gero, orduan hurrengoa ondoriozta dezakegu:

n+l .
sin nt

n

cos(2n-1)t -1)

(2n-1)°

flt) = 5 -

2
14

A

¥ sy
1 1

Seriea garatzen badugu, hasierako gaiak hauexek izango dira:

f(t) = % - % [ cost/1%+ cos3t/3%+ cos5t/5%+ ... ] +
+ [ sint/1 - sin2t/2 + sin3t/3 - ...... ]
Dirichlet-en teoremaren arabera, serieak f(t) funtziora

konbergituko du ardatz osoan, t = *(2n-1)m etenguneetan izan ezik,
non albo-limiteen baturaerdira ((m+0)/2 = m/2-ra) joko duen.

t = O puntu jarrairako, ondoko zenbakizko seriea lortuko da:

Y 17/(2n-1)" — ¥ 1/(2n-1)
1 1

T
==

non t = O kasurako cos(2n-1)t =1 eta sin(2n-1)t = O diren.

1.2.2 Integrazio-tartearen aldaketa.

f(t) funtzioa 2p periododun funtzio periodikoa bada, orduan
edozein m-tarako hurrengo berdintza beteko da:



148 / FOURIER-EN SERIEAK

p +2p
J f(t)dt = J)n f(t)dt. (71

m egokia aukeratuz, propietate honek Fourier-en koefizienteen
kalkulua sinplifikatzea ahalbidetuko du.

(7] emaitza  frogatzeko, integrazio-tartea  hurrengo  eran
deskonposatuko da:

J

eta I1 + I3 = 0O dela frogatu behar da.

m+2p m+2p

Y p
F(t)dt = J F(t)dt + J £(t)dt + J fdt =1 + 1+ 1,
m -p

m

d
Biz I = J f(t)dt. I integralean
C

t=x-2p—>dt=dx, t=c—ox=c+2p, t=d-—-x=d+ 2p

ordezkaketa eginez, eta f(x) = f(x-2p) dela kontutan hartuz gero,
f(t) funtzioa 2p periododuna denez, hurrengoa lortuko dugu:

d+2p
j f(t)dt = I f(x-2p)dx = J f(x)dx = I £(t)dt.

c c+2p c+2p c+2p

¢ = -p eta d = m balioetarako, ondokoa ondoriozta daiteke:

m m+2p -p m+2p
j f(t)dt = j FlH)dt —s I F(t)dt + J f(t)dt = 0.
~-pP P m P
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Eta 2p = 2w den kasuan, propietatea hurrengoa izango da:

(4 +2M
J £(t)dt = JJD f(t)dt. 8]
in

m

1.3 Funtzio bakoiti eta bikoitien garapena

Gogora ditzagun hauen definizio eta propietateak.

A) f(t) = FUNTZIO BIKOITIA & f(-t) = f(t).

£(1)
1

-l

FUNTZIO BIKOITIA

Funtzioaren grafikoak ordenatu-ardatzarekiko simetria adierazten
du. Beraz,

p P
J f(t)dt = 2I f(t)dt [9]
~p 0

beteko da. Froga dezagun.
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p 0 p p P p
J f(t)dt = J F(t)dt + J f(t)dt = I f(-t)dt + J f(t)dt = 2J' £(t)dt
~p ~p 0 ' [} 0 0

B) f(t) = FUNTZIO BAKOITIA & f(-t) = -f(t).

Funtzio bakoitiaren grafikoa erreferentzi ardatzen jatorriarekiko
simetrikoa da.

Af(t)

FUNTZIO BAKOITIA

Ondokoa beteko da:

f(t)dt = O. [10]

Froga dezagun.
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p 0 p P p
F(t)dt = J F(t)dt + J F(t)dt = J F(t)dt + J F(t)dt =
1p “p 0 0 0

-p p P P
- f F(-t)dt + J £(t)dt = -I £(t)dt + j f(t)dt = O,
0 0 0 0

Horretaz aparte, funtzio bakoiti eta bikoitien arteko biderkaketak
hurrengo propietateak ditu:

(F.BIKIx[F.BIK] = [F.BIK], [F.BAKIx[F.BAK] = [F.BIK],

[F.BIK]x[F.BAK]

[F.BAK], [F.BAKIx[F.BIK]

[F.BAK].

Propietate hauek eta [9] eta [l10] adierazpenek koefizienteen
kalkulua sinplifikatuko dute.

FUNTZIO BIKOITIEN GARAPENA

Kasu honetan: f(t) = F.BIK, coskt = F.BIK, sinkt = F.BAK =
f(t)coskt = FUNTZIO BIK, f(t)sinkt = FUNTZIO BAK.

[9] eta [10] integralen arabera, koefizienteak kalkulatzeko [4],
[5] eta [6] adierazpenak ondokoak dira:

n n L
J f(t)cosktdt, b = =

kK T
0 0 4

Al

f(t)sinktdt = O.

Hau da, funtzio periodiko BIKOITI baten Fourier-en garapenak
kosinu motako harmonikoak edukiko ditu soilik.
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[+ ]
f(t) = a /2 + Y a coskt. (11]
1

FUNTZIO BAKOITIEN GARAPENA

Oréin, f(t) funtzioa bakoitia bada,

f(t)coskt = FUNTZIO BAK, f(t)sinkt = FUNTZIO BIK.

izango dira, serieko koefizienteak ondokoak direlarik:

' ‘4 2 4
f f(t)cosktdt = O, bk= = I f(t)sinktdt
0

14 =T

Hau da, funtzio BAKOITI baten Fourier-en garapenak, sinu motako
harmonikoak edukiko ditu soilik.

o]
f(t) = ¥ b sinkt. [12]
1

1.4 2p periododun funtzio periodikoaren Fourier-en seriea

Euler-en formulak ateratzeko 2p periododun funtzio periodikoak
kontsideratu dira. 2p periododun funtzio periodikoetarako
hedapena, abzisa-ardatzean egindako eskala-aldaketa soil batez
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lortuko da.

f{t)a g(x)

i
: ! |
I ! t=px/T :
) | —
]
| ! K
p p n

::__\_

o+

Biz f(t) delakoa 2p periododun funtzio periodikoa [-p,p] tartean.

t=px/m — dt = pdx/m; t =-pbada, x =-n; t=phbada x=mn

ordezkaketak, f(t) delakoa [-m,m] tartean definitutako 2n
periododun g(x) funtzio bilakatuko du.

Beraz, g(x) = f(px/m) denerako, hurrengoa beteko da:

f(t) = f{t + 2p) — flpx/n) = flpx/m + 2p) = flp(x + 2n)/n] >

glx) = g(x + 2m).

f(px/m) kasurako Fourier-en seriea,

0
f(px/m) = a /2 + ¥ (a coskx + b sinkx) (13]
1
da, non koefizienteak
1" 1"
a == I f(px/m)dx [14], a = = I f(px/m)coskxdx, [15]
o T kK T
4 ~T
L "
b, == J' f(px/m)sinkxdx [16]
in

diren.
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Ordezkaketa desegiteko x = wt/p eginez, orduan 2p periododun f(t)
funtzio periodikorako Fourier-en

[+0]
f(t) =as2 +7% [a cosX® 4 g sin—] [17]
0 L Lk p K

seriea lortuko da, zeinaren koefizienteak hurrengo hauek diren:

P P
a= 1 f(t)dt [181], a= 1 .[ f(t)cosmdt, [19]
0 D p P
“p “p
p
b=+ J £(t)sint™tqt [20]
Kop p

Adibidea.- Lor bedi (-3, 3) tartean definituriko ondoko funtzio
periodikoaren Fourier-en seriezko garapena:

-t, -3 <t1t<0,
f(t) =
t, 0 =1t < 3.
E: 2p = 6 periododun funtzio periodikoa da, beraren adierazpen

grafikoa ondokoa delarik:
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Funtzio bikoitia denez, hots, ordenatu-ardatzarekiko simetrikoa,
garapenak kosinu motako harmonikoak (bk = 0) dauzka soilik.

Funtzio bikoitietarako [18]-[19] formulazioa ondokoa da:

P 3
a =2 [rwadt =2 [ tat = 5 1t°]° = 3,
o p 3 3 0
0 0
2P kmt 20%  kmt 213t . kat 9 kmt |2
a = =| f(t)cos—dt = Z| tcos—=-dt = =|— sin + cos
k P p 3 3 3|kn 3 2 2 3
o} 0 k™n 0

- —12/k2n2, k bakoitia denean,
—a = 6(coskn-1)/k'n” — a =

0, k bikoitia denean.

[17] seriean ordezkatu ondoren,

03]
+ 3 [6(coskm-1)/k > ]cos kmt
1

f(t) = 3

NIW

ondoriozta daiteke.

Edo, beste era batetan, k = 2n-1 eginez,
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(2n-1)mt

[
f(t) = 5 - 12/2° T [1/(20-1)%lcos ~22

1
t = O denerako, aurreko adibideko zenbakizko seriearen balioa

ondorioztatuko da:

[o4] ©
t =0 — £(0) = 0 = 3/2 - 12/n° ¥ 1/(2n-1)°— ¥ 1/(2n-1)* = n°/8.
1 1

1.5 Funtzio aperiodikoen garapena

Demagun problema jakin batetako baldintzek, f(t) funtzio
aperiodiko batek [0, p] tartean dituen balioak kontutan hartzea
eskatzen dutela soilik. Era honetan izanik, funtzioaren
periodikotasun-baldintzek eta [0, pl tartetik kanpo hartuko dituen
balioek ez dute eraginik izango probleman. Orduan, f(t) funtzioa
[0, p]l tartean gehien komeni zaigun moduan defini dezakegu, eta
horrela 2p periododun funtzio periodiko baten Fourier-en garapenaz
balia gaitezke. [-p, 0] tartean egindako f(t)-ren definizioari
f(t) funtzioaren luzapena deritzo. Era horretan, "kosinu" ala
"sinu" harmonikoetako seriezko garapena komeni den arau, bakoitia
ala bikoitia izango da, hurrenez hurren.

Dirichlet-ek dioenez, garbi dago Fourier-en garapenak [0, pl
tartetik kanpo funtzio periodiko laguntzailera joko duela. Dena
den, hedapen-mota kontutan hartu gabe, serieak [0, pl tartean
emandako funtzioa adieraziko du.

Orokorrean, f{t) funtzioa [a,b] tarte jakin batetan ezagutu behar
bada, nahikoa izango da 2p = |b-a| periododun funtzio periodiko
laguntzailea planteatzea, [a,b] tartean f(t) bera izango delarik.
Dirichlet-en teoremaren arabera, lortuko den Fourier-en serieak
funtziora konbergituko du, kontsideratutako tartean. Adierazitako
luzapenak, grafikoki ondoko irudietan azaltzen dira:
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N . N
Luzapena f(t) f(t)
T Luzapena
~p (o] p t -p l 0 P t
2p |[ 2p
LUZAPEN BIKOITIA LUZAPEN BAKOITIA

Funtzio laguntzailea ’l

m-4p m-2p m| a b m+2p m+4p t
2p

4

[a,b] TARTEAN f(t) BARNEAN DAUKAN FUNTZIO PERIODIKO LAGUNTZAILEA

Adibidea.- Aurkitu (0,2) tartean f(t) = 2t - t? parabolara
konbergituko duten sinu eta kosinuetako seriezko garapenak.

a) Sinuetako seriezko garapena

(-2,0) tartera egindako luzapen batez, (-2,2) tartean definitutako
2p = 4 periododun funtzio periodiko bat erabiliko da.
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f(t),]

| 2p=4 —

LUZAPEN BAKOITIA

= 2 kasuko funtzio bakoitietarako formulak aplikatu behar dira.

a =a = 0, b = = _[ f(t)sm—~ dt = .[ (2t-t )smm dt =
-2(2t-t%) __ kmt _ 8(1-t) . kmt 16 kit
= | ==~ cos—— + sin - cos -
km 2 2 2 2 3 3 2
k'n k=n 0
——:}i , k = 2n-1 denean, n = 1,2,3, ...
v 16(1-coskm) 3 3
b = —— = = k n
k k3n3
o, k = 2n denean, n = 1,2,3, ...

[17] serie trigonometrikoan ordezkatu ondoren,

[+¢]
f(t) Z b Slnm - 16 Z 1- COSkT! . Aknt
- 2

1

lor daiteke.
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Edo, k delakoa (2n-1) balioaz ordezkatuz gero,

£(t) = 32 Z 1 sin (2n-1)mt

ondoriozta dezakegu.

Emaitza osagarri gisa, t=1 kasu konkreturako, hurrengo zenbakizko
seriea lortuko da:

© [e4]
n+1
f(1)=1=§—§z 1 - sin (2n£1)n=3_§ (-1) -
e (2n-1) = (2n-1)
©
Z (_l)n+1 1_[3
~ (2n-1)° 32
a) Kosinuetako seriezko garapena
Orain, irudiak adierazten duenez, luzapen bikoitia egin da.
ft)a
2
(L) = 2t -t
V4 //\/
-4 2] -1 o 1 z 4 t

[e—— 2p=4 —|

LUZAPEN BIKOITIA
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Koefizienteak ondoko hauek dira:

P 2
b =0, a =§Jf(t)dt=J(2t-t2)dt= 1t - 32 =2,
k 0 p 0 3
0 0
p 2
a = 2 J f(t)cos kmt dt = J (2t - tz)cos—k—n—ti dt =
kK p p 2
0 0
2 2
2(2t - t7) . kmt 8(1 - t) knt 16 . kmt
= sin + COS—— + —— SiN—— —>
kn 2 2.2 2 33 2
kn kn 0
-16
_, k = 2n denean, n = 1,2,3,...
-8(1+coskmn) 2.2
a = —— = k™ m
k kznz
0, k = 2n-1 denean, n = 1,2,3,...
Lortuko den Fourier-en seriea, ondokoa da:
0 o]
_ knt _ 2 8 l+coskm  kmt
f(t) = a /2 + Y 3 cos—- = 7 - — }: —— Cos—— .
1 i1 - k

k delakoa 2n balioaz ordezkatu ondoren, hurrengo eran idatziko da:

4

2
T

L

f(t) = cosnmt.

[OSTR\S

n

N g P
N

Kasu honetan, t = O eginez, ondoko emaitzara irits gaitezke:

1w

2 6
n

00
2 4 1
f(O)—O—*j_—Z——Z il
1

=
g
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2. FOURIER-EN TRANSFORMATURAKO SARRERA

2.1. Fourier-en seriearen beste adierazpen batzu

(3] jatorrizko adierazpen trigonometrikoaz gain, Fourier-en
serieak beste adierazpen batzu onartuko ditu, =zeintzuek zenbait
bibrazio-problemetarako abantailak ekarriko dituzten. Gainera,
Fourier-en eta Laplace-ren integral transformatuak eta eragile
kalkuluaren metodo modernoak definitzeko bideak irekiko dituzte.

2.1.1 Bigarren era trigonometrikoa.

Bigarren era hau aurkitzeko, nahikoa da 2p periododun funtzio
periodikoetarako  jatorrizko serie trigonometrikoaren maiztasun
bereko sinu eta kosinu harmonikoen batura aurkitzea.

[04]
F(t) = a /2 + ¥ (a cos<®t + b sinkiy), [17]
0 k p k P

1

Horretarako irudiko ¢, eta ek fase-angeluak definitu behar dira

modu honetan:

cos® = a /M, sin6=b/M, cosp=b/M, sinp = a /M .
kK kK k kK kK k kK Kk k kK kK k

kn/p maiztasun bereko harmonikoen baturarako, ondokoa izango dugu:
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a cosm +b sinm =M [(a /M )cosm + (b /M )sinl<lt ]
K p K P k| Kk Tk P Kk p

knt . kmt knt . . kmt
= M |cos— cos8 + sin— sin@ | = M |cos— sing + sin— cosgp |.
Kk P Kk p Kk K ) k p k

Orduan, identitate trigonometrikoak aplikatuz, (17] seriea
hurrengo adierazpenaren bidez idatz daiteke,

s}
M + Y Mcoskwt - 6 ), [21]
o Tk k

- knt
flt) = M +ZMcos[——n—-e]
o Tk p k

[v4] o]
. [kmt .
f(t) = M0 + 21: Mksm[—p— + gvk] = M0 + Elj Mksm(kwt + <pk), [22]

non

M=a/s2 M=V a®+b”
0 0 k k k

k. harmonikoaren anplitudea,

8 = tg |

bk/ak) k. harmonikoaren uhin kosinuidal

puru batekiko atzerapena neurtzen
duen fase-angelua,

¢ = tg_l(ak/bk) = - Gk = k. harmonikoaren uhin sinusoidal puru

NI A

batekiko aurrerapena neurtzen duen fa_

se-angelua, eta

n

w = n/p oinarrizko maiztasun angeluarra

baitira.
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2.1.2 Era exponentzial konplexua.

Ingeniaritzarako zenbait aplikaziotan, Elektroteknia eta sistemen
kontroleko ﬂ;()ir;,oblemetan adibidez, komenigarria da Fourier-en
serieak e exponentzial konplexuen funtzioan idaztea.
Horretarako, (17] seriean funtzio trigonometrikoak beren
exponentzial baliokideez ordezkatzea nahikoa da:

coskwt = (5" + evkth)/Z, sinkot = (%' - ¥ 04

Era honetan, honakoa ondoriozta daiteke:

o0
f(t) = a0/2 + Y (akcoskwt + bksin kwt), w = n/p -

1

00 ekiw‘c. + e~kiwt ekiwt _ e~kiwt
f(t)=ao/2+§ [ak 5 +bk 5 ] =

ol ibk Kiwt Ok * ibk -kiwt

= ao/‘2 * % [ 2 2 ]
Koefizienteak finkatutakoan,
ak - ibk ak + ibk
=32 4Tz =z &

orduan, f(t)-ren Fourier-en seriearen era exponentzial konplexua
lortuko dugu. Hau da:
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4]
f(t) = 2 ckeklm. [24]

[17] serie trigonometrikoaren ao, ak eta bk koefizienteen

araberako definizioetatik, co eta ck koefizienteak zuzenean

baliozta ditzakegu.

1 P
c=a/2=-t f £(t)dt. (25]
0 0 2p
-p
.= (a - 1b = 2—1 I (t)coskwtdt - — J‘ f(t)sinkwtdt
1 . . 1 (P -kiwt
— J Jlcoskwt - isinkwt]dt — c = =— J f(t)e dt. [26]
2p k 2p ),
1 i (P
c = {a + 1b —_— J f(t)coskwtdt + =— [ f(t)sinkwtdt =
-k k 2 2p ),
1 (P . . 1 (P kiwt
— I f(t)[coskwt + isinkwtldt — | ¢ g J. f(t)e dt. [27]
2p -k 2p o
o J

Serie konplexuaren koefizienteak, [25], [26] eta [27] direlakoak
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alegia, formula bakar batetan konbina daitezke, edozein
azpiindizetarako, ondoko eran kalkula ditzakegularik:

p
c =L I f(t)e ®W'qt, k=0, %1, 2, + .. (28]
k 2p )

Adibidea.— Aurki bedi ondoko funtzioa luzatu ondoren lortutako
funtzio periodikoaren Fourier-en seriearen era konplexua:

f(t) = cost, -w/2 <t < n/2.

-3m/2  -m -/2 0 /2 T 3M/2 I'4
E: Serie konplexuaren formulazioa ondokoa da:
s kiwt 1 ki t
1w’ -K1w
W)= L™ c= —Z—J fve ¥t
k=-00
Garatzeko funtzioa, kosinu funtzioa da. Periodoa 2p = m denez,

maiztasuna w = n/p = 2 da. Ondorioz, hurrengoa dugu:

n/2

0
_ 2kit _1 2k1t
f0) = e c= EJ f(t)e 2! tat.
k=-00 ~M/2

f(t) era exponentzial konplexuan idatziz gero,
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f(t) = cost = (ei'c + e_it)/Z

alegia, ck—ren balioa kalkula daiteke, hots,

1 n/2 2kit 1 /2 it it, -2kit
c=—J' cost e ldt=—‘[ (e + e e hat =
k T 21
“ /2 “1/2
n/2 (1-2k)it -(1+2k)it|M/2
1 (e(l—Zk)it . e—(1+2k)it)dt _ 1 le e _
2n 2n | (1-2k)i (1+2k)i
~T/2 mn/2
(1-2K)iT/2 -(1-2K)iT/2 -(1+2K)iT/ 2 (1+42K)iT/2
_1 e - € _ e -e
2n [ (1-2k)i (1+2k)1i ]

Exponentzial hauek sinplifikatzeko, Euler-en formulak erabiliko
dira, hau da,

wi . . -wi . .

e = cosw + isinw, e = cosw - isinw >
(1-2K)iT/2 Mi/2 -kWi . . .. \K . x
e = e e = (cosmn/2+isinn/2)(cosn-isinmt) = i(-1),
-(1-2K)iT/ 2 -Ti/2 kWi . . ..k . K
e = e = (cosm/2-isinn/2)(cosn+isinm) = -i(-1),

-(1+2k)iTt/ 2 ~Mi/2 -kWi
e e €

(1+2K)iT/ 2 Wi/2 kmi
e e €

Modu honetan, hurrengoa ondoriozta daiteke:

(cosm/2-isinm/2)(cosm~isinm) = -i(-1) ,

(cos1t/2+isin1r/2)(cosn+isimt)k = i(-1).

k

k
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1 [ 2(-)% , 2(-1)" ] _ 1 (=D [1+2ke1-2k] _ 2(-1)"

c = - + :
k 2m | (1-2k)i  (1+2k)i L (1-4k2)
o = k
f0) = T o Bt = 2 Z (1) 2wt
k=-00 k n 1"4k2

Funtzio honi dagokion serie trigonometrikoa lortu nahi bada,
nahikoa da [23] ekuazioa a eta bk koefizienteekiko ebaztea, hots,

a =2c , a =c +c¢c , b =ilc -c ),
0 0 k k -k Kk k -k

eta balioak ordezkatuz, ondokoa lor daiteke:

2 _2(-D)f 2(-1)°%
¢ T w S T T Cx T T T %
n(1-4k™) n(1-4k")
Honela, [17] serierako hurrengoa ondorioztatu da:
Kk
& = % ’ Kk —i(——l)T ’ b =0 >
w(1-4k")
00 00 k
f(t) = a /2 + ) (akcos knt bksin @) = % + % Y (_1)2 cosZkt
1 P P 1 (1-4k°)
Ariketa osagarri gisa, froga bitez ondoko erlazioak:
n/2 n/2 4(-1)¥

ao= J costdt = , ak = % J cost cos2kt dt = 5
0 0 n(1-4k")

Als
SIES
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2.2 Fourier-en integraleranzko bilakaera

Fourier-en integralak, ingeniaritzako problemetan sarritan
agertzen diren perturbazio aperiodikoen menpeko sistemen analisia
ahalbidetuko  du. Fourier-en  integralera  heltzeko, periodoa

infinitura  doaneko  funtzio  periodikoen  Fourier-en  seriezko
garapenaren limitearen ideia kontsideratu da.

Orientazio gisa, dakusagun nola hel daitekeen funtzio aperiodiko
baten Fourier-en seriezko garapenera, f(t) funtzio periodiko baten
Fourier-en seriearen era exponentzial konplexutik hasita.

0 . P .
) = Tee™ (2], o=l J Poe ¥, (28]
k 2p
-0 _P
[28]-a t = x aldagai laguntzaileaz [24]-an ordezkatuz eta 2p

periodoa 2mn/w balioaz aldatuz gero, honakoa ondoriozta daiteke:

© P . .
f(t) = ¥ [ .2_11t j f(x)e ¥ W¥dx ] we ™, [29]
-0

P

Demagun orain, 2p periodoa mugagabe haziz doala, eta ondorioz,
w = mw/p harmoniko jarraien arteko Aw maiztasun-diferentziak zerora
joko duela. Edozein harmonikoren maiztasunari, hots, edozein
kw = kAw delakori, (kAw — ) espektro jarraiaren maiztasun
aldagai orokorra dagokio.

Hau da, p — o doaneko limitea aplikatuz, Aw — dw, f(t) funtzio
aperiodikorako hurrengoa idatz daiteke:

© P . -
(1) = ¥, [ = I f(x)e ¥ " *ax ] 1V, o
. .

l o0 00 . .
f(t) = — J [ I f(x)e  "¥dx ] e "dw. [301]
2n ) o J o
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Defini dezagun F(w):

0
iwt

Flw) = J ft)e Wtat. (31]

0

Orduan, f(t) funtzioari dagokion adierazpena ondokoa da:

f(t) =

1 iwt
1w
~ LF(w)e do. 1321

[311-[32] ekuazioek f(t)-ren Fourier-en transformazioa definituko
dute. [31] transformatu =zuzenak, funtzioa maiztasun-eremuan
(maiztasun-espektro jarraietako multzoan) definituko du. [32]
alderantzizko transformatua, ordea, denborarekiko adierazpena da.

Ondoko notazioa oso erabilia da:
Flw) = § [f()], f(t) = ¥ IF(w)].

Fourier-en transformazioaren aplikazio praktikoan, lan
espezializatuetan bilduriko transformatu-pareetako taulak erabili
ohi dira.
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1. ERAGILE-KALKULURAKO SARRERA. DEFINIZIOAK

1.1 Sarrera eta bilakaera historikoa

Laplace-ren transformatua ingeniaritzako problema askoren
tratamendurako interes handiko tresna matematikoa da. Honek,
ingeniaritzako problema horiei asoziaturiko eredu matematikoen
ebazpena, nabarmenki sinplifikatuko du.

Laplace-ren transformazio integrala definitzen duten eragileak
aplikatuta  sortuko den  kalkuluari, Eragile-Kalkulua deritzo.
Beraren aitzindaritzat Oliver Heaviside (1850-1925) matematikari
eta fisikari ingelesa kontsidera  dezakegu, berak oinarri
matematiko sendorik gabe, "On operators in mathematical physics"
(1893) lanean eragile-kalkulua proposatu baitzuen. Orokorki,
emaitza zehatzak lortu zituen. Urte batzu beranduago, Carson-ek
eragile-metodoen justifikazio-printzipio bat lortu =zuen (Physical
Review, 1917), eta geroago Bromwick eta Wagner izango ziren
alderantzizko transformatuaren formulazioa proposatuko zutenak.
Gaur egun, eragile-metodoa Laplace-ren kasu partikularra den
Fourier-en transformazioaren bidez justifika daiteke.

1.2 Fourier-en transformatuarekiko lotura

Eskematikoki eta orientazio gisa, ikus dezagun Fourier-en
transformatutik Laplace-ren transformaturanzko eboluzica zertan
datzan.

Fourier-en transformatua, Fourier-en serieen bidez azterrezina den
perturbazio  aperiodikoen  analisitik sortzen da (perturbazio
aperiodikoa  barnean daukan funtzio periodikoaren Fourier-en
seriearen limitea periodoa infinitura doanean kontsideratzetik).

Fourier-en seriearen era exponentzial konplexua:

00 . P .
f) =y Cce™™? o ¢ =12p J e MTPe (1)t
n n

-0 ~p
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Fourier-en transformatuaren formulazioa:

Aurreko adierazpenetan p — « doaneko limitea hartu eta w = nn/p
egin ondoren, ondoko formuletara iritsiko gara:

Alderantzizko transformatua Transformatu zuzena
[s4] ) 00 .
£(t) = 1/2m J W)y e Flw) = I e te(t)dt
~ 0 ~ o

Transformatu honetatik Laplace-ren transformaturanzko eboluzioa bi
urratsetan oinarrituko da. Hasteko, t < O denean identikoki nuluak
diren izaera denboraleko funtzioen kasua aztertzean, Fourier-en
transformazio unilatero delakorantz garamatza. F(w) funtzioaren
behe-limitean zero ordezkatuta, hurrengoa ondoriozta daiteke:

(0] . (s+]
f(t) = 1/2n J YFl)de o Flw) = J et (1)dt.

) o0 0

Bigarren urrats batetan, F(w) integralaren konbergentzi problemek
Laplace-ren transformaziorantz eramango  gaituzte. Adibidez,
Heaviside-ren uo(t) funtzioak ez du Fourier-en transformaturik

onartzen, zeren kasu honetarako

. . [+ 9]
coswt - j sinwt
—jw

® jwt
Flw) = J e tdt =
0

0

integrala zentzugabea baita. Murrizketa hau eta beste batzu
ekiditeko, f(t)-ren e_ot( o > 0) motako faktore indargetzailea
erantsiko da, zeinak integralaren konbergentziari lagunduko
baitio. Horrela, hurrengo definizioak ondorioztatuko dira:

0 00 .
Flw) = J e et (t)1dt = J e T ()dt = Flo + jw),
0 0
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m .
flt) = /2n I e T (e 4 jo)dw.

=00

Azkenik, ¢ + jw = p, dw = dp/j ordezkaketa eginda, adierazpen
hauetara irits gaitezke:

Transformatu zuzena Alderantzizko transformatua
00 O+ jWw
F(p) = | ePr(t)dt f(t) = =0 P F(p)dp
’ 2nj ’
0 o-jw

zeintzuek Laplace-ren transformazio unilateroa eragile-kalkulu
modernoaren oinarritzat definituko duten. Eskuineko integralari
Mellin-Fourier-en inbertsio konplexuko integrala deritzo.

1.3 Definizioak eta notazioa

Transformatu zuzena.- Biz f(t) edozein t > O-tarako definitutako
aldagai errealeko funtzioa, non t < O denean f(t) = O den. Orduan,
ondoko integralaren bidez lortutako F(p) funtzioari, Laplace-ren
transformatua deritzo, hots,

24]
2[f(1)] = Flp) = J e Ptr(t)dt,
0

non p parametroa (normalean konplexua, p = ¢ + jw), t-rekiko
independentea baita.

f(t) funtzioa sortzailea, jatorrizkoa edo objektua da, eta F(p)
funtzioa transformatua edo irudia. Ohi denez, funtzio sortzailea
minuskulaz, eta transformatua dagokion ma juskulaz idatziko ditugu.
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Alderantzizko transformatua.- Inbertsio konplexuaren bidezko
ondoko integralaz emanik dator:

O+ jWw
2 F(p)] = f(t) = 2—110 [ ?*F(p)dp.

o-jw

Integral honek konplexuen alorrean balioztatzeko dituen
zailtasunak kontutan hartuz, formula honen aplikazioa
garrantzizkoa izango da. Praktikan, problema hau Laplace-ren
transformazioari dagozkion funtzio asoziatuez osoturiko tauletara

joaz (transformatu-pareen kodifikazioaz) ebatziko da.

Erabili ohi den notazioa hurrengoa da:

Q
Transformatu zuzena: f(t}) ———— F(p).
-1
Alderantzizko transformatua: F(p) ——— f(t).
Azkenik, eragile-kalkuluaren alternatiba moduan, Carson-en

transformazio funtzionala dugu. Honek baditu abantailak, baina
Laplace-ren transformatua baino gutxiago erabiltzen da.

Carson-en transformatua:

2 1) = pj ePtr(t)dt = pRIf(t)] = pF(p).
0

Transformatu bien arteko ezberdintasun bakarra, parametroa eta
Laplace-ren integralaren arteko biderkaketan datza.
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1.4. Transformatuaren existentzia

Laplace-ren transformatuaren existentzia, definizioko integral
inpropioaren konbergentziaz baldintzatuta dago. Konbergentzia hau
bermatuko duten baldintzak aztertu baino lehen, ikus ditzagun bi
definizio hauek:

1.4.1. Funtzio quasijarraiak.- f(t) funtzioa quasijarraia edo
zatika erregularra da [tl, t2] tartean, baldin eta tarte horretan

bornaturik badago, eta beraren maximoen, minimoen eta etenguneen
kopurua gehienez finitua bada.

Ondoko grafikoan funtzio-mota honetako adibide bat dugu, non
etenguneak bi barne-puntu diren.

f(tina
]

1.4.2. Ordena exponentzialeko funtzioak.- f(t) funtzioa ordena
exponentzialekoa dela diogu, baldin eta existitzen badira «, M > O
eta N > O konstanteak, zeintzuek

f)] = e

flt)] <M, Vt>N o lime*|f(t)] = M
t2 0

beteko duten.

Hots, VYt > N -tarako, Me*t < f(t) < Me** beteko da.
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Beraz, funtzio bat ordena exponentzialekoa bada, t — ® doanean ez
da beharrezkoa bornaturik egotea, baina ez da haziko funtzio
exponentzial arrunt baten anizkoitz bat baino abiadura handiagoz.
Bornapen hau ondoko grafikoetan ikus dezakegu:

i), BRRRY

ot

f(t)

ot
-Me

Bestalde,

e_(xt|f(t)| < M bada, orduan VB > « -tarako e—Btlf(t)| < M
izango dugu. Ezberdintza hau betetzen duten B balioen multzoaren
o, behe-muturrari, f(t) funtzioaren konbergentzi abzisa deritzo.

1.4.3. Existentziaren teorema.- f(t) delakoa funtzio quasijarraia
eta ordena exponentzialekoa bada, orduan beraren integralaren
transformatuak,

(s¢]
F(p) = I e PH(t)dt
0

alegia, konbergentzi abzisa baino handiagoa den edozein p
baliotarako absolutuki konbergituko du.
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Frogapena: Limitearen existentzia frogatu behar da:

b b
lim |F(p)| = lim J le™f(t)[dt = lim J ™| £(t)]dt.
b> b—> 00 0 b>w Y0

f(t) funtzioa ordena exponentzialekoa denez,
vt > N -tarako, 3« > ., M1 >0, N>0, non |f(t)] < MleOCt den.

f(t) funtzioa [0, NJ] tartean quasijarraia denez, hurrengoa dugu:

-t ot
e

IM_ > 0: [f(t)| <M =(Me )
2 2 2

, 0 =1t=N izanik.

Biz M = max Ml, Mz’ Mze-OCN }. Orduan, ondoko bornapena beteko
da,

|f(t)] < Me“t, Yt > 0 -tarako,

zeinak |f(t)| delakoaren majorante bat emango digun. Gainera,
ondokoa idatz dezakegu:

b b
I = J' e P f(t)|dt = f e P Me " )dt = M| T (e - p)|? —
0 0

[ = M [1 _ e—(p-OL)bjI.
P - «

Beraz, adierazpen hau b-rekiko monotono gorakorra denez eta p > «
denerako goi-bornaturik egongo denez, p - « > O ( p > a ) denerako
hurrengo limitea existituko da:

° t M
limJ‘e—p [f(t)]dt = lim —
b->0 0 b-> 00 p

Ondorioz, teoremako baldintzetan, transformatuaren integralaren
konbergentzia absolutua frogatuta dago.
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Ondorio nabarmen bat: f(t) transformagarria bada, orduan p
parametroak infiniturantz jotzen duenean, F(p) transformatuak
zerorantz joko du. Hau da:

|F(p)| = M/(p - «) > lim F(p) = 0.
p>©

1.4.4 Transformatuen bakartasunaz.

¥t < O -tarako fl(t) * fz(t) eta Vt > 0 -tarako f (t) = fz(t)

badira, orduan

o, t <O
f(t) =
fl(t) = fz(t), t>0

izango da.
Horrela, t < O denean, funtzio objektu ezberdinek F(p)
transformatu ezberdinak izango dituzte; bestela, alderantzizko

transformatuaren kasurako ez litzateke bakartasunik izango.

Halaber, f{t) + n(t) motako funtzio objektu quasiidentikoetako
edozein familia funtzio bakartzat hartuko da, hau da

Lf(t) + n(t)] = &[f(t)] = F(p),

n(t) edozein funtzio nulu delarik, hots, edozein A baliotarako

J)n(t)dt =0

0
delarik.
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2. LAPLACE-REN TRANSFORMATU ZUZENA. PROPIETATEAK

2.1 Oinarrizko propietateak eta teoremak

Laplace-ren transformatuaren erabilgarritasuna ekuazio
diferentzial, integral eta integro-diferentzialak ebazteko,
ondoren azalduko diren hiru oinarrizko propietateetan euskarrituko
da. Propietate hauek &£ eragilearen linealtasunari, eta deribatu
eta integralen transformatuei buruzkoak dira. Notazioa
sinplifikatzeko, f(t)-ren transformatua F(p) idatziko dugu.

2.1.1 Linealtasun-propietatea.

2 =
2 [ § Cifi(t)] ? CF (p).

Integral mugagabe delako eragileak duen linealtasun-propietatearen

ondorioa da.

g [ L Cf ] = J e“"[ L Cf(t) ]dt =¥ [ J cie“’tfi(t)dt ] =
1 o 1 1 0

1
- ™Mb
@
| e}
by
8
@ |
el
-
»—-—"
2
Q.
o+
| I
1

Y CiFi(p).
1

2.1.2 Deribatuaren transformatua.

Bira f(t) eta +f ’(t) ordena exponentzialeko funtzio jarraiak eta
lim+ f(t) = f(0'). Orduan, ondoko hau izango dugu:
t-s0
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2[f’(t)] = pF(p) - f(0"), P>a .

Frogapena: Definizio eta zatikako integrazioaren bidez,

e_pt = u — du = —pe—ptdt, f,(t)dt =dv — v = f(t),

(+2] 0
2, [f’(t)] = J- e_ptf’(t)dt — Ie_ptf(t)lz + pJ e_ptf(t)dt =
0 0

= lim [e®'f(t)] — £(0") + pF(p) = -f(0") + PF(p)

to>w

ondoriozta daiteke.

Sarritan gertatuko den f (0%) = 0 kasu partikularrean, hauxe dugu:
2if’(t)] = pF(p), P>«

0"

Hau da, funtzio baten deribatuari £ eragilea aplikatuta, funtzio
horren transformatuaren eta p parametroaren arteko biderkaketa
lortuko da.

n. deribaturako hedapena

Bigarren deribaturako ondokoa dugu:

2’ (1)) = pFp) - pf(0") - (0.
Aurreko emaitza bi aldiz aplikatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:
2 (0] = pRIf’ (V)] - £7(07) = plpF(p) - £(0N)] - £(0") =

= p?F(p) - pf(Q") - £(0°).
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Berriro aplikatuz, hirugarren deribatuaren transformatua izango
dugu.

2lf’"" (1)] = pF(p) ~ p>f(0) - pf’(0") - £’(0").
Indukzioz, erraz froga daiteke hurrengo hau:

2t ()] = p"Fp) - p™ V0N - p

_ l:)Zf(n—Ci)(O+) _ pf(n—Z)(O+) _ f(n-l)(0+).

2.1.3 Integralaren transformatua.

f(t) ordena exponentzialeko funtzio jarraia bada, ondokoa beteko
da:

2

t 1 0
[ If(t)dt ] . [ F(p) + If(t)dt ]
a p a

Frogapena:

t (¢}
Biz Jf(x)dx g(t). Orduan, g'(t) = f(t), g(0) = If(x)dx. g'(t)

delakoari £ aplikatuta, £[g’(t)] = p&lg(t)] - g(0”) lortuko da.
£[g(t)]-rekiko ebatziz, hurrengoa ondorioztatuko dugu:

t 0
fg(t)] = & [ I F(t)dt ] - é [ F(p) + J £(t)dt ]

Oharra: Definizioko integralari zatikako integrazioa aplikatuz,
emaitza bera ondoriozta daiteke.
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[=¢g [ J-tf(t)dt ] < r’e“’t[ rf(x)dx ]dt.

0

Sarritan emango den kasu partikularra, a = O balioari dagokiona
da. Kasu horretan ondokoa dugu:

t
2 Hf(t)dt] = F(p)/p.
0

2.1.4 Hasierako balioaren teorema.

Bira f(t) eta f’(t) ordena exponentzialeko funtzio quasijarraiak.
Orduan,

lim pF(p) = lim f(t) = f(0")
p>© tyo "

beteko da.

Praktikan, teorema honek f(t) funtzio sortzaile ezezagun batek
jatorrian  duen  portaera, p  infiniturantz  doaneko  F(p)
transformatuak duenaren funtzioan azaltzen du.

Frogapena. f{’(t) deribatuaren transformatuaren adierazpenean p
infinitura doaneko limiteak aplikatu dira. Hau da:

2[f’ (t)] = pF(p) - f(0") — lim &If’(t)] = lim [pF(p) - f(0")l.
p>® p>®

Baina, f’(t) funtzioak transformatua onartzen badu, existentziaren
teoremaren arabera, lim £[f’(t)] = O izango da. Ondorioz,
po®
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lim [pF(p) - f(0")] = 0 —> lim pF(p) = f(0) = lim f(t).
p>o pow t>0"

2.1.5 Bukaerako balioaren teorema.

Bira f(t) eta f’(t) ordena exponentzialeko funtzio quasijarraiak.

lim pF(p) eta lim f(t) limiteak existitzen badira, orduan
p>0 t>0

lim pF(p) = lim f(t)
p20 t>0

beteko da.

Praktikan, denbora infinitura doaneko funtzio baten posizio
geldikorra, p = O puntuaren ingurunean funtzio transformatuak duen
portaeraren arabera adieraziko du teorema honek.

Frogapena. f’(t)-ren transformatuaren adierazpenean t parametroa
zerorantz doaneko limiteak aplikatuko dira. Era horretan,

2[f’(t)] = pF(p) - £(0°) = J' e Pt ()dt _im_
0

lim [’ (1)] = lim [pF(p) - £(0)] = lim I e Pt (1)dt =
p>0 p~>0 p~>0 0

0 ¢ 00 t
- J lim [e P4 (t)]dt = J' £ (t)dt = lim J £ (t)dt =
0 p>0 0 ty0 Y0

= limlf(t) - f(0")] — limlpF(p) - £(0")] = limlf(t) - £(0")]
t>00 p>0 t>w

ondoriozta daiteke.
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Beraz, hurrengoa beteko da:

lim pF(p) = lim f(t).
p>0 t>0

2.2 Funtzio elementalen transformatuak

Definizioa eta linealtasuna aplikatuz, hurrengo emaitzak erraz
ondoriozta daitezke:

os]

$[sinat] = J e Psinatdt = |e-pt(-psinat - acos at)/(p2 + az)lczJ >
0
L[sinat] = a/(p2 + a%).
® pt t 2 2
%[cosat] = J. e P cosatdt = |e™ (asinat - pcosat)/(p® + a )|2o >
0
L[cosat] = p/(p2 + a’).
t ® t (
2le”*") = J e Ple™?dt = |-e p’La)t/(p + a)lt;;J =
0

gle ) = 1/(p + a), p+a>o0.
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2Shat] = ¢ [(** - e™)/2] = [I/(p - a) - Up + a)l/2 =
2[Shat] = a/(p® - a%).
giChat] = £ [(e*" + e™Y/2] = [I/(p - a) + /(p + a)l/2 =

2

2[Chat] = p/(p® - a?).

t"-ren transformatuaren integrala =zatika ebatziz kalkula daiteke,

edo, are hobeto, t = z/p, dt = dz/p ordezkapenaren bidez gamma
integral bat ebatziz kalkula daiteke.

(0] ¢ (4] 0
2t = J e Ttdt = J e “(z/p)"(dz/p) = J e ’zZ'dz =
0 ) )

(n+1)
P

(n+1) (n+1)

=T + 1)/p = n!/p , ne?Z izanik =

]
2[t"] = [(n+1) = , n e Z izanik.
(n+1) (n+1)
P
0, t < O
uo(t) = Heaviside-ren funtzioaren transformatua
1, t > 0

hurrengoa da:
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00
glu (V)] = j ePtdt = 1/p.
(4]

2.3 Beste propietate nabarmen batzu

Laplace-ren transformatuak eragile-kalkulurako lagungarriak diren
beste propietate batzu ditu, emaitzak era azkarrean ondorioztatzea
ahalbidetuko dutelarik. Horretarako, transformatu-pareez osoturiko
taula zabalak eratuko dira.

2.3.1 Eskala-aldaketa.

2lf(at)] = ; Flp/a).
Frogapena: Integralean z = at , dz = adt ordezkatuta, ondokoa
izango dugu:
® pt 1 /a) 1
2[f(at)] = J eP'flat)dt = £ J e *1(2)dz = 1 F(p/a).
0 Yo

2.3.2 Translazioa edo desplazamendua.

gle 'f(t)] = F(p + a).

Frogapena: Definizioa aplikatuz, zuzenki frogatuta dago:

(0.0 (00
gle ()] = f e Pe 2t ()]dt = j P % (1)dt = Fp + a).
4] 0
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Aplikazio—-adibideak:

2le” *'sinbt] = bz S 2le *tcosbt] = P +2a S

(p+a)”+b (p+a)” +b
gle *'shbt] = bz X gle *tchbt] = p +2a _,

(p+a)”-b (p+a)” -b

_ ' .
Lle att"] = [(n +1) = n: , n € Z izanik.
(n+1) (n+1)
(p + a) (p + a)

2.3.3 Transformatuaren deribazioa.

2[t"f(t)] = (-1)"d"F/dp".

Frogapena: Definizioko integrala n aldiz deribatuz, hurrengoa
ondorioztatuko dugu:

00
d"F(p)/dp® = dn/dpn[ '[

(4]
e Pf(t)dt ] = J' d"/dp™ [ePYIf(t)dt =
0 (4]

0 00
J [-1)"t"e PYif(t)dt = (-1)“[ e PHLF(L)]dt = (-1 [tPF(L)).
0 0

Berdintzako alde biak (-1)" faktoreaz biderkatuz, lortu nahi den
emaitza ondoriozta daiteke.
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Aplikazio-adibideak:

£[tsinat] = -d/dp [a/(p2 +a%)] = Zap/(p2 + az)z,

2[t’sinat] = -d/dp [Zap/(p2 + a9)?% = -2aa’® - 3p2)/(p2 + a2)3,

2ltcosat] = -d/dp [p/(p® + a9l = (p? - a’)/(p

g[tShat] = -d/dp [a/(p® - )] = 2ap/(p® - a

1}
I

g[tChat] = -d/dp [p/(p? - &%)l = (p° + a’)/(p?

at

2te ®'] = -dsdp [I/(p + a)] = I/(p + a)>

2,2
+a’)’,

2.2

),

2,2
_a),

2.3.4 t-rekiko zatiketa.

Biz f(t) ordena exponentzialeko funtzio
1im+f(t)/t existitzen bada, ondokoa beteko da:
50

jarraia. Orduan,

2(r(t)/t] = j F(u)du.
P

(e0]
Frogapena: Definizioko integralari I eragilea
0

- ® pt ” - ”
F(p) = '[ e P (t)dt —> JpF(p)dp J H

0 p

aplikatuko zaio:

® -pt
e Pf(t)dt ]dp.
0
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Hipotesiak kontutan hartuz, integrazio-ordena alda daiteke. Beraz,

J. F(p)dp = I
P

00 00 00

00
[ J‘ e P (t)dp ]dt = I f(t)dt I ePldp =
P 0

0 P

® t, oo ® e Pt et * e Pt
[ rwp-e™r)? ae = [ 1w tim [t—-]dt = [0 Soar o
0 P 0 b-> 0 0

00

(+9]
J F(p)dp = J' e PHR(t)/tldt = S[F(t)/t]
P 0

lortuko da.

Aplikazio-adibideak:

00

2[(e_at—e—bt)/t]=J[ L1 ]dp=
. P+ a p+b

‘an+a

[04]
= =lim[Ln3+a—Lnu]=an+b.

p u->0

00
£[(cosat - cosbt)/t] = 5 P Sy P dp = 5
0 p + a p +b p + a
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2.3.5 Transformatuen arteko biderkaketa.

f(t) eta g(t) funtzioen konboluzioa ondoko konposizio-legearen
bidez definituko da:

t
F(t)*g(t) = J f(t-wg(u)du.
0

Teorema: f(t) eta g(t) funtzioen Kkonboluzioaren transformatua,
transformatuen arteko biderkaketa da:

t
Lf(t)*glt)] = & J. f(t-u)g(u)du = F(p)G(p).
0

Frogapena: Froga dezagun

(04]

F(p)G(p) = [ J e PYf(u)du ][ J
0

transformatuen arteko biderkaketa konboluzioaren transformatua
dela, ©biderkaketa hori ondoko integral bikoitzaren baliokidea
delarik:

00

e Pg(v)dv ]
0

o0 0
I = F(p)Glp) = J f e P V) e (w)glv)dudy.
oY o

Hasteko (berrikus integral bikoitzen gaia), 1 integralean ondoko
aldagai-aldaketa aplikatuko da:

du/du Jdu/adt 1 0]
u=u t=u+v, Juv)s= = = 1.
av/8u dv/at -1 0

Orduan integral bikoitzetarako aldagai-aldaketaren teoriaren
arabera,
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I = J.J‘De_p(u“’)f(u)g(v)dudv = Ijne-ptf(u)g(t—u)|J(u,v)]dudt

uv

dugu, non

ut

D , jatorrizko integrazio-eremua (u > O, v > O koadrantean),

uv

u

J(u,v), transformazioaren jacobiarra

baitira.

D eremua mugatzen duten u =
uv

ondoren, D ¢ eremuko u = 0, t =
u
dira. Ikus ditzagun irudiak:

u=O—I—>uEu=O, \'4

D  jatorrizko eremua
uv

Azkeneko integralean u aldagaia
hartuz gero,

D . irudi eremua (u > 0, t > u koadranterdian),

0, v = O lerroak, aldaketaren

u lerro mugatzaileei dagozkienak

D o irudi-eremua
u

lehenengo integrazio-aldagaitzat

[N 2
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00 t
I = IJ e_ptf(u)g(t-u)iJ(u,v)|dudt = j e_pt[ I f(u)g(t-u)du ]dt
D 0 0
ut

beteko da, eta teorema frogatuta dago, eskuineko adierazpena
konboluzioaren transformatua baita, hots,

t
I = F(p)G(p) = & j f(u)g(t-u)du.
4]

Teorema garrantzitsu honek propietate trukakorra betetzen du. Hori
frogatzeko, nahikoa da ondoko ordezkaketa egitea:

t-u=A -du=dA, u=0-—-AaA=t u=t-—oaA=0,

t 0
2 [F(1)*g(t)] = £ J' f(t-u)gu)du = £ f F)g(t-A)[-dA] =
0 t

t
2 j gt-DF AN = £ [g)*F(0)].
0

t
Adibidea: Aurki bedi J u’cos2(t-u)du integralaren transformatua.
0

E: Konboluzio-funtzioak eta beraien transformatuak ondokoak dira:
2 3 2
f(t) = t°, gl(t) = cos2t — F(p) = 2/p7, G(p) = p/(p” + 4).

Teoremaren arabera, hurrengoa beteko da:
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t 2 2
2 J u COSZ(t"‘U)dU = —2—'—2-——-— .
0 p (p” + 4)

2.3.6 Funtzio periodikoen transformatuak.

Biz f(t), t > O denerako, a > +O periododun funtzio periodikoa,
hots, f(t + na) = f(t), Vn € Z -tarako. Orduan, f(t) funtzioaren
transformatua hurrengoa da:

J e Ptr(t)dt

2If(t)] = 2
1 -eP
® pt
Frogapena: Lf(t)] = J e P'f(t)dt integralean integrazio-tartea
0
a anplitudeko azpitartetan zatikatuz,
a ¢ 2a ot 3a ¢
I = S[f(1)] = J' e Ptr(tat + j e Ptr(tdt + _[ e Ptr(tdt + ...
0 a 2a
na bt (n+1)a ot
ot J e Prf(t)dt + J e Pif(t)dt + ...
(n-1)a na
bete, eta hurrenez hurren,
t=2z t=z+a t=z+2a..t=2z+(n-la t=2z+na, ..

ordezkaketak eginez gero,
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a a a
I = Ie_pzf(z)dz + e'paj e P*f(z)dz + e_zpaj e P%f(z)dz + ......
0 0 0

a a
..... + e"(n—“paj e P%f(z)dz + e_npaj e P%f(z)dz + ..... =
0 0

a
= [ [+ e P? 4 2P, g (n-tipa [ mnpa ] Jenptf(t)dt

ondoriozta daiteke, non funtzioaren periodikotasunagatik

f(z) = f(z + a) = f(z + 2a) = ... = flz + (n-1)a] = f(z + na) = ..

den.

Kortxeteen arteko adierazpena r = e > 0 arrazoidun serie
geometriko konbergentea dugu, beraren batura S = 1/(1 - e ™)

delarik. Ondorioz,

J e Ptr(t)dt
(L)) = 2

-pa
1 -¢eP

Aplikazio-adibideak:

1.- Zerra-hortz erako uhin-funtzioaren transformatua.
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f(t)a

(2" 4

Zerra-hortz erako uhina

0 <t < a periodoan f(t) = ht/a da.

Formula aplikatu eta zatika integratuz, hurrengoa lor daiteke:

2[f(1)] = 1/ - e'P“)JJ e P(htra)dt = [1/(1 - ePH] 1,
0

t=u-—dt=duy e’dt=dv—v=-e"/p,
L e “ertgy | =B |-eP't/p - e Ptp?)R =
T a Plo plJ, P Pl =
hil - e P%(pa + 1)] _hl(1 - e P?) - ape ©?]
- 2 - 2
ap ap

integralean ordezkatu ondoren, hurrengoa ondoriozta daiteke:

~pa -pa
S[f()] = (/1 - eP) 1= -e’) - ape |

ap?(1 - e %)

pa
frw) = - he
ap p(1 - &P
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2.- Uhin errektangeluarra deritzon funtzioaren transformatua.

f(t )‘P
h —— s———
ib 2b :3b i 4b t
-h : i
————— cm————— —

Uhin errektangeluarra

Kasu honetan, f(t)-ren definizioa, O < t < 2b periodoan, hauxe da:

h, 0<t<b,
f(t) =

-h, b <t < 2b.
2b
If(0)] = [1/0 - e‘z"")lj eP(t) dt = (/01 - 2] 1L
0

I-ren balioa kalkulatu eta ordezkatuta gero, hurrengoa dugu:

I = J e P*hdt - J e Pthdt = B |-eY° h P2 =
0 b P o p b
R L V- N (UL LR
P P
sir(t)) = = e®F h(l - e®°)* b e _
p(l - e_zpb) p(l + e—pb)(l _ e—pb) p(l + e_pb)
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pb
-Ahle - D -E Th(pb/2) =

p(epb + 1)

£[f(t)] = = Th(pb/2).

oo

3.- Eskilara funtzioa deritzonaren transformatua.

f(t)/\

6h
Sh
4h
3h
2h

Eskilara funtzioa

Funtzio hau aperiodikoa denez, beraren transformatua ondoko
funtzio laguntzailetik hasita kalkula daiteke,

f(t) = (h/alt - g(t),

non g(t) funtzioa =zerra-hortz erako uhina baita. &£ eragilea
aplikatuz, hurrengoa lortuko da:

()] = L(hra)t] - LgW)l = — - —+ —— =

gif(t)] = - .
p(l - &P
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4.~ Uhin triangeluar deritzon funtzioaren transformatua.

~+

Uhin triangeluarra

2a periododun funtzio periodiko honen adierazpen analitikoa,
0 < t < 2a denean, ondokoa da:

t/a, 0<t«<a,
f(t) =
2 - t/a, a <t < 2a.

Beste kasuetan bezala eginez, ondoko emaitzara iritsiko gara:

2[f(t)] = (1/ap?)Thlap/2).

3. LAPLACE-REN ALDERANTZIZKO TRANSFORMATUA

Adierazi genuenez, Laplace-ren alderantzizko transformatuak, F(p)
aldagai konplexuko irudi-funtzioari f(t) aldagai errealeko funtzio
sortzailea asoziatuko dio, ondoko inbertsio konplexuko
integralaren bidez:

O+ jWw

E_I[F(p)] = f(t) = 1/2nj [ eptF(p)dp.

o-jw



LAPLACE-REN TRANSFORMATUA / 201

Alderantzizko transformatuaren existentziari eta bakartasunari

buruz, hurrengoa esango dugu: f(t) funtzioak bere F(p)
transformatuaren existentziaren teoremako eta (1.4.4.) atalean
egindako bakartasunari buruzko baldintzak betetzen baditu, orduan
F(p)-ren alderantzizko transformatua, f(t) alegia, bakarra da.

3.1 Propietate garrantzitsuenak

. . . -1
Propietate  hauek transformatu zuzenekoei alderantzizko &

eragilea aplikatuz justifika daitezke. Beraien euskarri teorikoa
ondokoa da: elkarrekiko  alderantzizkoak diren bi eragile
aplikatzean, oinarria mantentzen da, hots,

e [ (G (p)] ] - G(p) s“[ 2 [g(t)] ] = g(t).

3.1.1 Linealtasun-propietatea.

g‘l[ ¥ CF (p) ] =L Cf (0.
1

1

3.1.2 Eskala-aldaketa.

-1

9

[F(ap)] = = f(t/a).

-




202 / LAPLACE-REN TRANSFORMATUA

3.1.3 Translazio-propietatea.

2 F(p + a)] = e *tf(t).
Aplikazio—-adibideak:
-at.n
2-1 1 - 't ’
(p + )n+l n
g P +2a | = e *tcosbt,
(p+a)” +b
g7t P*a = e*'Chbt
- 2 2 ’
| (p +a)” - b" |
a1 1 _ e *'sinbt
| (p + a)® + b’ ] b
o1 1 _ e *'Shbt
| (p + a)2 - b? ] b

Gehien erabiliko diren alderantzizkoak hauexek dira:



LAPLACE-REN TRANSFORMATUA / 203

gL Mp + N _g! M(p + a) + (N- Ma) | _
(p+a)2+b2 (p+a)2+b2
= M(e *'cosbt) + ﬂ%ﬁdﬁ e *'sinbt ,
a1 Mp + N _g-1| M(p + a) + (N- Ma) [ _
(p+a)2—b2 (p+a)2-b2
= M(e *'Chbt ) + -N——;ﬂ e *'Shbt.

3.1.4 Deribatuaren alderantzizko transformatua.

2'1[ d"F/dp" ] = (-1)"t"f(v)].

Aplikazio-adibidea:

2 2
2 lip/(p? + a9 = cosat, 9 [p/(pP+a)l= 2 P __
dp 2 2.2
(p” + a%)
D P
g 2 P = -tcosat.

(pZ + a2)2
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3.1.5 Integralaren alderantzizko transformatua.

00

2_1[ J F(u)du ] = f(t)/t.

Y

3.1.6 p-rekiko biderkaketa.

¢ MpF(p) - £(07)] = £’ (1).

£(0") = 0 bada, orduan £ '[pF(p)] = f’(t) da.

Aplikazio-adibidea:

g-i| __p PSLY I _ d_[ e °H° ] _3t? - 2t9)e™
(p + 2)4 (p + 2)4 t 6 6

Kalkula bedi 2 Mps(p? + 2%,

¢ [(sinat - atcosat)/2a’] = 1/(p2 +a%)?% dela jakinik.

tsinat
2a

£’,~1[p/(p2 + 394 = % [(sinat - atcosat)/2a’] =
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3.1.7 p-rekiko zatiketa.

t
2 Y F(p)/p] = Jf(u)du.
4]

Aplikazio-adibidea:

t t
2 i/plp + 2)7] = J 2 1/(p + 2)%1du = f ue Pdu =
0 0

3.1.8 Konboluzio-propietatea.

t
2 UF(p)G(p)] = I f(t-u)g(u)du.
0

Aplikazio-adibideak:

1. Kalkula bedi W(p) = P 5 2 funtzioaren alderantzizko
(p + a)(p” + b")
transformatua.
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E: 2-1 ——-——-1-— = e—at , .53,_1 P = cosbt beteko

(p + a) : (p2 + b?)

direla jakinik, propietatea aplikatuz hurrengo emaitza ondoriozta
daiteke:

t t
¢! 1 p = J. e Yeosbudu = e—atj e*cosbudu =
2 2
(p + a) (p” + b") 0 0
-at . -at
__¢ |eau(bsinbu . acosbult - bsinbt + acosbt - ae
2 2 0 2 2
a +b a + b
2
2. Aurkitu W(p) = —29—2 delakoaren funtzio sortzailea.
(p” +a“)
E: Kasu honetarako hurrengoa dugu:
p g
F(p) = G(p) = 5 5 > cosat =
p-+ a
1 2 1 t
8 P =2 P P = J cosa(t-u)cosaudu =
2,2 2 2 2 2
(p” +a") p +a p +a 0
1t ucosat sina(t-2u) |*
= | [cosat + cos(at-2au)]du = - >
2 0 2 4a o

gl P
2.2

5 = (atcosat + sinat)/2a.
(p” + a“)
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Ariketa proposatu moduan, beste emaitza interesgarri batzu,
hauexek dira:

g7 ! L = (sinat - atcosat)/2a°,
2 2,2
(p° +a“)
gt P |- tsinat/2a,
2 2.2
| (p” +a") ]
1 [ 3 ]
g —P | = cosat - atsinat/2,
2 2,2
(p” +an)" |
[ ]
-1 1 3
g = (atChat - Shat)/2a”,
2 2,2
| (P - a)" ]
2_1 P = tShat/2a,
2 2.2
(p” - a")
1- z ]
g —2 | = (Shat + atChat)/2a,
2 2,2
| (p” - a")
1 [ 3 ]
g —P2 | = chat + atShat/2.
2 2,2
| (p” - a%)
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3.2 Transformatu-pareen kodifikazioa

Eragile-kalkuluan dugun bizkortasuna, 2zuzen eta alderantzizko
eragileen aplikazio egokiaren eta transformatu-pareetako taula
zabal baten erabileraren araberakoa da. Bibliografia
espezializatuan transformatu-pare asko aurki ditzakegu. Dena den,
liburu honetako eranskinean ohiko problemetarako nahikoak izango
diren pareak idatzi ditugu.

3.3 Zenbait funtzio bereziren transformatuak

Denboraren araberako sistema fisiko askotan, beraien gain eragiten
duten perturbazioek ez dute era jarraian eragiten, denbora-tarte

jakinetan baizik. Orain, funtzio-mota honi Laplace-ren eragilea
aplikatuta gero, atera diren emaitza nabarienak azalduko dira.

3.3.1 Maila-funtzioa edo unitate-maila deritzon funtzioa.

u
a
1
0, t < a,
u (t) = u(t-a) =
2 1, t>a i 5
a t
00 . 00 ¢ e P2
£ luf(t)] = J e Ptu(t)dt = J' et = S
0 a
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3.3.2 Pultsu-funtzio errektangeluarra.

Pultsu errektangeluarra, edo iragazki-funtzioaren adierazpenak:

u -u
o, t < a, . a b
u -u = 1, a <t <hb,
a b
0, b < t. §
a b Y

£ eragilea lineala denez, hurrengo transfomatua du:

3.3.3 Transladatu eta ebakitako funtzioa.

0, t < a,

f(t-a), t > a.

Grafikoki, f(t-a) funtzioa t ardatzean eskuin-alderantz a

unitateetako translazioa eginda lortuko da. Aldiz, f(t-a) delakoa

0O < t < a tartean ebaki ondoren, f(t-a)u funtzioa ondorioztatuko
a

dugu.

T f(t) T f(t-a) T f(t-a)u

,—~——-\\\\\\\ ,,.?__\\\\\\ ?-._\\\\ a

N
»
(g
o

“*
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(04] 00
gif(t-alu | = J e P'f(t-a)u dt J e Pt (t-a)dt.
0 a

Gero, t - a = z, dt = dz ordezkaketa egin ondoren, t = a — z = 0
kasuan hurrengoa dugu:

00 00
E[f(t—a)ua] = J- e P Pp(2)dz = e-PaI e P*f(z)dz = e P*Flp) =
0 0

St - au ] = e P22If(t)] = e P°F(p).

Alderantzizko eragilea aplikatuz, ondokoa ondoriozta daiteke:

2 e P F(p)] = flt - alu .

Praktikan, emaitza hau, faktore exponentzial arruntez biderkaturik
dauden funtzioen alderantzizkoak kalkulatzeko oso erabilgarria da.

3.3.4 t < a denerako anulatutako funtzioa.

=
£
-+

v

[
v

Definizioa aplikatuz, t = z + a egingo da. Orduan,

00 00
.%[f(t)ua] = J- ePtr(t)dt = e_paj e P?f(z + a)dz =
a 0
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f(tu ] = e PPeIf(t + a)l.

ondorioztatuko dugu. (Formula hau aurrekoaren osagarria da).

3.3.5 a >t > b denerako anulatutako funtzioa.

Funtzio bat u - u pultsu errektangeluarraz biderkatuz gero,
a

orduan funtzio hori nulua da, [a,b] tartean izan ezik.

Adierazpen analitikoa eta grafikoa:

0, t < a,
f(t)lu -ul] =4 f(t), a<t<hb,
a b
0, b < t.

Aurreko emaitzaren arabera, ondoko hau dugu:

S - )] = e TRIf( + a)] - e PP (t + b)].
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Aplikazio-adibideak:

a) Pultsu parabolikoaren transformatua:

0, 0<t<l,
f(t) = { -t* + 6t - 5, 1<t<5,
0, 5 < t.

E: Beraren adierazpen grafikoa hauxe dugu:

f)T

5
Definizioz, SIf(t)] = J e P-t? + 6t - 5)dt da.
1
Edo, aurreko puntuan lortutako emaitzaren arabera, beste hau:

()] = 2[(-t% + 6t - 5)(u, ~ u)l =

e Pel-(t + D% + 6(t +1) - 5] - e >Pg-(t + 5)% + 6(t + 5) - 5]

e Pei-t? + 4t] - e °PR[-t? - 4t] =
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= e_p[—Z/p3 + 4/p2] - e_spl-Z/p3 - 4/p21 >

(-2 + 4ple’® , (2p + 4p2)e°P

3 3
p p

2If(t)] =

b) Bilatu ondoko funtzioaren transformatua:

f{t)a
0, t <0, E ’
f(t) =4 Et/a, 0<t<a,
E, a<t. i N
a
E: f(t) delakoa, maila-funtzioen bidez idatziz, eta gero £

eragilea aplikatuz, hurrengo emaitza lortuko da:

f(t) = (Et/a)[u0 - ua] + Eua = (Et/a)u0 + [E - Et/a]ua —
gIf(t)] = E/ap2 + e_pa[ E/p - (E/a)g[t+al ] =

2 -pa 2
= E/ap” + e [ E/p - (E/a)ll/p” + a/pl ] >

2f(t)] = E(1 - eP*)/ap.
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4. LAPLACE-REN TRANSFORMATUAREN APLIKAZIO NAGUSIAK

Zenbait askatasun-mailatako sistema fisikoen azterketarako
eragile-metodoek, ondoko pausuak segitzen dituzte:

1.- Sistema fisikoaren eredu matematikoa finkatzea, hastapen
baldintzak =zehaztuz. Eredu horretan, ekuazio diferentzial edo
integro-diferentzial linealak, ekuazio-sistemak, etab. azal
daitezke.

2.- Ereduaren algebrizazioa, Laplace-ren eragilea aplikatuz.
Gogora dezagun, transformatuaren bidez deribatzea p parametroaz
biderkatzeari dagokiola, eta integratzea p delakoaz zatitzeari.

t
2(f(1)] = pF(p) - £(0%), ¢ J f(t)dt = F(p)/p.
0]

3.- Transformatutako funtzioekiko ebazpen algebraikoa.

4.- Sistemako koordenatuen kalkulua, Laplace-ren alderantzizko
eragilea aplikatuz.

Jarraian, ingeniaritzako problemen azterketarako interesgarrienak
diren oinarrizko aplikazio batzu deskribatuko dira.

4.1. Ekuazio diferentzial linealen ebazpena

Laplace-ren eragilea hastapen-baldintzetako ekuazio diferentzial
linealen azterketan aplikatuz gero, ondoko abantail nagusiak
nabarituko dira:
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a) X(p) transformatuarekiko ebazpen algebraikoa.

b) Soluzio partikularra zuzenean lortzea.
Ikus dezagun nola egiten den hori. Bira

(n) (n-1)
a X + aXx +
0 1

ekuazio diferentzial lineala, eta

hastapen-baldintzak.

Laplace-ren eragilea aplikatu eta lortutako ekuazio algebraikoa
ebatzi ondoren, X(p) transformatuarekiko adierazpen arrazional bat
ondorioztatuko da. Beraz, linealtasun-propietateak eta &£ eragileak
deribatuetan duten aplikazioa kontutan hartuz, hastapen-baldintzak
ordezkatuz, hurrengoa lortuko da:

a "kpp) - p " Vx - - p’x - pX - X
) p AP P 10 P (n-2)0 p(n—l)O (n)0

(n-1) (n-2)
al[p X(p) - p 10 7 T Py X(n—1)o:|+

] +a [ pX(p) - X0 ] + anX(p) = F(p).

2
an—Z[ P X(p) - pXIO - XZO n-1

X(p)-rekiko ebatziz gero, ondoko motako adierazpen batetara
helduko gara:

n n-1 - ¢n(p) ’
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non

n n-1 2
aop +a1p + ... + a p +a P +a

¢n(p)

ekuazio diferentzialaren polinomio karakteristikoa,

(p) = (p)-rekiko (n-1). mailako polinomioa, eta F(p) = &[f(t)]

n-1
diren.

Alderantzizko eragilearen aplikazioak soluzio honetara garamatza:

Fp) - ¥ _(p)
¢ (p)
n

-1 -1

Al
—
I}
2D
=
o
=
4
2
=
il
Q

Konkretuki, hastapen-baldintzak nuluak badira, hots,

x(0) = x’(0) = x’(0) = ... x (0)=x (0)=0 > ¥ (p) =0,
n-2 1 n-1

orduan, soluzioa erraz kalkula daiteke:

Funtzio arrazionalen alderantzizkoak kalkulatzeko, izendatzaileko
polinomioaren erroen arabera, lehenengo  frakzio sinpleetan
deskonposatuko da, eta gero, transformatu-tauletara joko da. Kasu
batzutan, interesgarriak izango dira & eragilearen beste
propietate batzu, transformatuen biderkaketarena (konboluzio
teorema) bereziki.

Oharrak:

Hastapen-baldintzak t = a (a = O0) puntuari buruzkoak badira,
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orduan deribatuen transformatuetako

(n-1)

x(0), x’(0), x’(0), ... , x™ 20, x* (o)

balicak konstantetzat hartu behar dira, eta x(t) koordenatua
lortutakoan, t = a kasurako ondoko baldintzak erabil daitezke:

(n-1)

(a).

x(a), x’(a), x’(a), ... , x(n—Z)(a), X

Halaber, Laplace-ren transformatua, berreketa-motako koefiziente
aldakorretako ekuazio diferentzialen kasu batzutan aplika daiteke,
horietan transformatuaren deribaketari buruzko propietatea
erabiliko delarik,

2it™ x™) = (-1)"d™/dp™ [&[x‘"’(t)]]

alegia. Emandako ekuazioa, lehenengo ordenako ekuazio diferentzial
bihurtuko da, hots,

Glp, X(p), X’ (p)] = O,

beronen integraziotik X(p) lor daitekeelarik, eta x(t) = ﬁ—l[X(p)]
ondoriozta daitekeelarik. (Ikusi 47 ariketa).

Aplikazio-adibideak:

a) Ebatz bedi hastapen-baldintzatako problema hau:

X’ (1) + x(t) = te',  x(0) = x’(0) = x’(0) = O.

E: v (p)=0, ¢(p)=p3+1, F(p) = 1 )
n-1 n 2
(p - 1)
F(p) 1
X(p) = .
¢n(p) (p3 + 1)(p - 1)?
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X(p) transformatu sinpleetan deskonposatuz, hau da,

1 _ A

- C + Dp + E
(p-D)23(p+1)(p2-p+1)  (p-1)2

X(p) = + l + >
p-1 p+l p -p+l

eginez, izendatzaile amankomunera laburtuz, eta zenbakitzaileak
identifikatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

1= A(p3+1) + B(p—l)(p3+1) + C(pz-p+l)(p—l)2 + (Dp+E)(p—1)2(p+1),

A=12, B=-3/4, C=1/12, D=2/3, E=-1/3.

Era honetan,

X(p) = 172 _ 3/4 + 1712 + 2p/3 - 1/3 ’

p-1% p-1 p+1 p>-p+1

eta alderantzizko x(t) 2_1[X(p)] eragilea aplikatu ondoren,

-1 1 1 -1 1 1 p - 172

2 -
—_ ¢ Z g
+12~ +3~

p -1 p+1 pz—p+1

[
(p—l)2

g

berdintza dugu. Azkenik, p> - p + 1 = (p - 1/2)° + (V3/2)° eginez,
emaitzara iritsiko gara:

x(t) = te'/2 - 3e'/4 + e /12 + 2/3 e %cos(V3t/2).

t
J. [e2u - cos2u - sin2u] f(t-u)du adierazpena,
0

00} —

b) Frogatu x(t) =

X" - 2X7 + 4x’ - 8x = f(t)

ekuazio diferentzialaren integral partikularra dela, non x(0) = O,
x’(0) = x’’(0) = O hastapen-baldintzak beteko diren.
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Kalkula bedi x(t), funtzioa f(t) = 166> denean.

E: £ aplikatu eta X(p)-rekiko ebatziz, ondokoa beteko da:

F(p)

(p3 - 2p2 + 4p - 8)X(p) = F(p) » X(p) = = F(p)G(p)
2
(p - 2)(p~ + 4)
Gero, g(t) funtzioa kalkulatuko dugu, transformatuen
biderkaketaren alderantzizkoaren propietatea aplikatzeko.

Horre_tlarako, G(p) transformatua frakzio sinpleetan deskonposatu
eta £~ eragilea aplika dakioke.

1/ gt
Glp) = 1 _ 8 p/z; + 1/4

(p-2)p°+4) p-2 p° + 4

2t _ cos2t - sin2t)/8.

g(t) = e?/8 - cos2t/8 - sin2t/8 = (e
Azaldutako propietatearen arabera,

t
2" F(p)G(p)] = J f(t-u)g(u) du
0

dugu. Beraz, probleman eskatutakoa frogaturik dago. Hau da,

-1 F(p)
(p - 2)(p

1]
&)

x(t)

t
-~ = é I (e®™ - cos2u - sin2u)f(t-u)du
0

+ 4)

f(t) = 16e2t kasu partikularrean,

t
I (e2u - cos2u - sin2u) 16e
0

2(t-u)

x(t) du =

00 —

t
= ZeZtJ [1 - (cos2u - sin2u)e” *%]du
0
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bete, eta zatikako integrazioa aplikatuz hurrengoa lor daiteke:
2t
x(t) = (2t - 1)e” + cos2t.

Beste era batetan,

X(p) = 1 __ 2 1 ..p

(p-20°p°+4) (-2° p-2 p+4

deskonposaketaren bidez, emaitza bera ondorioztatuko da.

4.2. Ekuazio diferentzial linealetako sistemen ebazpena

Hastapen-baldintzatako ekuazio diferentzial linealetako sistema
bati Laplace-ren eragilea aplikatzen bazaio, koordenatuak

x (1)

x, (), x (1), x (1), ..., x (), x

izanik, aurreko koordenatuen transformatuak diren

X (p), Xz(p), X3(p), e, X

. Pl X (p)

(n

ezezagunetako sistema lineala lortuko da, hurrenez hurren. Sistema
honen ebazpen algebraikoak eta geroko alderantzizko eragilearen
aplikazioak ekuazio diferentzialetako sistemaren emaitza
ondorioztatuko dute, koordenatu bakoitza independenteki lortu ahal
izango delarik.

Aplikazio—-adibidea:

x’=k1(a—x—y), y’=k2(a—x—y)

ekuazio diferentzialetako sistema ondoko prozesuari dagokion eredu
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matematikoa da: "A substantzia B eta C substantziak eratzeko
deskonposatuko da, hauen aldiuneko erakuntza-abiadurak A-ren
aldiuneko substantzi kantitatearekiko proportzionalak direlarik".

Prozesua hasi eta ordubetera, B eta C-ren eratutako kantitateak
X = a/8 eta y = 3a/8 dira, hurrenez hurren, non a delakoa A-ren
hasierako kantitatea baita.

Aurki bitez B eta C-ren erakuntza-legeak, hots, x(t) eta y(t). Zer
denbora pasatu behar da A-ren hasierako kantitatea laurdenera
laburtzeko?

E: Bira x(0) = y(0) = O hastapen-baldintzak, hasieran B eta C
substantziarik ez baitago. Baldintza hauek sistemari erantsi eta
Laplace-ren eragilea aplikatuko zaio:

pX(p) - x(0)

k][a/p - X(p) - Y(p)],

pY(p) - y(0)

kzia/p - X(p) - Y(p)l.

Ondoren, sistema ordenatu, eta X(p) eta Y(p)-rekiko ebatziko da:

(p + kl)X(p) + kl Y(p) = kla/p,
k2 X(p) + (p + kZ)Y(p) = kza/p.
kla/p k1
X(p) = kza/p p+k2 = kla = kla [ L
p+k1 k1 plp + k1+ kz) k1+ kz p P k1+ kz
k p+k
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p+k1 kla/p

Yp) = k2 kza/p ) kza ) kza [l i 1 ]
p+k1 kl plp + kl+ kz) k1+ k2 P p+ k1+ k2
k2 p+k2

k a

=gt =_ ! - -
x(t) = £ "[X(p)] = kl " kz [1 expl (k1 + kz)t] ],
-1 kza
) = S = [ - explte, + ko I

k1 eta k2 proportzionaltasun-konstanteak kalkulatzeko, hurrengo

datuak erabiliko dira:

x(1) =a/8 — a/8=—m—|1- exp[—(k1 + kz)] ,
1 2 L

k a B _
- 1- exp[—(k1 + kz)] ]

3a/8 —> 3a/8

y(1)

Bi berdintzak zatitu, eta x(1) adierazpenean ordezkatuko da.
y(/x(1) = 3 = kz/k1 — k2 = 3k1 — a/8 =a/4 [l - exp(-4k1)]

— 1/2=1- exp(-4k) — exp(-4k) = 1/2 o,

_ Ln2 _ _ 3Ln2
kl = T = kZ = 3k1 = ] .
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Konstante hauek x(t) eta y(t)-ren adierazpenetan ordezkatzen
badira, B eta C-ren t-rekiko erakuntza-legeak izango ditugu:

1=30-2Y yw=2n-2"

(L2t
4

x(t) = = [1 -

a
4

Azken galderari erantzutea falta da. A-ren hasierako kantitatea, a
alegia, laurdena bihurtzea, eta B eta C-ren eratutako kantitateen
batura a-ren hiru laurdenak izatea, baliokideak dira. Beraz,
emaitza hurrengoa da:

x(t) +y(t) =3a/4 — all-2"1=3a/4 — 2t =14=27%_,

t = 2 ordu.

4.3 Ekuazio integralak

Problema ugaritarako aplikagarria denez, konboluzio-motako ekuazio
integrala bereizgarria da. Honek ondoko adierazpena du:

t
x(t) = (1) + J glt-wx(u)du.
]
Eragile-metodoa konboluzio-teoreman datza. Eragilea aplikatuz,

F(p) g

X(p) = F(p) + G(p)X(p) d X(p) = 1 - G(p)

el F(p)
x(t) = & [——-1 —G(p) ]

ondorioztatuko dugu.
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Aplikazio-adibidea:

t
Ebatzi x(t) = e' + '[ x(A) et“AdA ekuazio integrala.
0

E: Integrala konboluzio-motakoa da. £ aplikatuta ebatziko dugu.

X(p) = /(p-1) + X(p) €le'] = 1/(p-1) + X(p)/(p-1) = 1‘{5‘5%)

¢! 2t
X(p) = I/(p-2) —— x(t) =e".

4.4 Ekuazio integro-diferentzialak

Aplikazio interesgarri hau, eragileak deribatuarekiko eta
integralarekiko dituen propietateen ondorioa da. Aurreko kasuetan
bezala, lehenengo eragile zuzena aplikatuko da, gero

ondorioztatutako ekuazioa funtzioaren transformatuarekiko ebatziko
da, eta azkenik, alderantzizko eragilea aplikatuko da.

Aplikazio-adibidea:

Hasieran pasiboa [i(0) = 0] den RLC zirkuitu baten ekuazioa, hots,

t
Li’(t) + Ri(t) + 1 I i(t)dt = e(t),

C
0

ondoko ekuazio algebraiko bilakatuko da:

Lpl(p) + RI(p) + I(p)/Cp = E(p).
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Hortik hurrengoa ondoriozta daiteke:

_ gl CpE(p)
LCp® + RCp + 1

Adibide praktiko moduan, har dezagun hasieran pasiboa den irudiko
zirkuitu elektrikoa, zeinari grafikoan deskribatutako e(t)
tentsioa aplikatuko zaion. Behin etengailua itxiz gero, aurki bedi
sistemaren erantzuna i(t)-rekiko, non i(t) zirkuituko Kkorronte
intentsitatea den.

e(t)a

fﬂ

e(t) pultsu trapezoidalaren adierazpen analitikoa, ondokoa da:

o, t <0,
t, 0<t<l,
e(t) =4 1, 1 <t< 2,
3-t, 2 <t<3,
0, 3 <t.

Edo, maila-funtzioen bidez, hurrengo idazkera du:
e(t) = ‘c[uo - u1] + [u1 - uzl + (3 - t)[u2 - u3] =

=tu + (1 -thu +(2-thu + (t - 3.
0 1 2 3
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2[f(t)ua] = e °P2If(t + a)] propietatea aplikatuz, ondokoa dugu:

2le(t)] = L[t] + e P2l-t] + e 2P2-t] + e °P2rt] o

_2p

et)] =1 - e® - e + e Pl/p2

Bestalde, zirkuituaren ekuzio integro-diferentziala hurrengoa da:

t

Li'(t) + Ri(t) + é. I i(t)dt = e(t), i(0) = O.
0

Datuak sartu eta £ eragilea aplikatu ondoren,

. -p -2p -3p 2
pl(p) - i(0) + 20I(p) + 100I(p)/p =[1 -e" -e ™ +e " I/p
lor dezakegu. Bakanduz, I(p)-ren adierazpena kalkula daiteke:

(p2 + 20p + 100)I(p)/p =11 - e® - e e—gpl/p2 >

I(p) = [1 - e® - e + e PIp(p + 10)°

Alderantzizkoa kalkulatzeko erabili den propietatea hurrengoa da:
£ e PF(p)] = flt-a)lu .

Hori baino lehen, konboluzio-teoremaren bidez, ondokoa dugu:

t
¢ 1/plp + 10)%] = J ue'%du = |-(10u + 1)e"°“/1oo|; =
0

=1 - 10t + 1)]/100.

Gero, propietatea  I(p)-ren adierazpeneko batugai bakoitzari
aplikatuko zaio.
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o l-eraoty 1-e Va0t -9
100 100 1
C1- P a0t - 19) 1= e ot - 29)
100 2 100 3

4.5 Deribatu partzialetako ekuazioak

Eragile-metodoak, mugalde-baldintza eta koefiziente konstanteetako
deribatu partzialetako =zenbait ekuazio lineal ebazteko ere, oso
erabilgarriak dira.

Sarrera gisa, u(x,t) delakoa t > O eta a = x = b tartean
definituriko funtzioa bada, eta x parametro modura hartzen badugu,
definizioa aplikatuz hurrengoa ondoriozta daiteke:
® bt
2 [ulx,t)] = Ulx,p) = J‘ e P ul(x,t)dt.
0

Deribatu partziala kalkulatzen badugu eta £ eragilea aplikatzen
badugu, kasu honetan, ondokoa lortuko da:

£[ausat] = pU(x,p) - u(x,0),

o0 (o]
2[8us/8x] = J e Plausex dt = 8/6x J e_ptu(x,t)dt = dU/dx.
0 0

Aurreko emaitzak erabiliz, bigarren deribatuetarako ondokoa izango
dugu:

2[62u/6t2] = sz(X.P) - pulx,0) - 6u/8x|(x 0’

2(8%u/0x°] = d*U/dx’.
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Transformatu hauen bidez, deribatu partzialetako ekuazioca x
aldagai independentedun U(x,p)-rekiko ekuazio arrunt bihurtu da.
Hau ebatzitakoan, alderantzizko eragilea aplikatuz, deribatu
partzialetako emaitzara iritsiko gara:

u(x,t) = 2_1[U(x,p)].

4.6 Integral mugatuen ebaluazioa

Existentziaren teoremak dioenez, transformatua definitzen duen
2[f(t)] = Flp) = J e P (t)dt

integrala Vp > oco—tarako konbergentea da.

Integral honetan p parametroaren balioa finkatzen bada, O eta o
limiteen arteko integral mugatu askoren emaitzak lortuko dira.

Aplikazio—adibideak.- Kalkulatu ondoko integralen balioak:

? at ® ¢
1 = J e cosbtdt, I = I e tdt,
o 0
0 00 ,
I = J e **tsin3tdt, I, = f w dt.
0 0
E: Il—en balioa, &Z[cosbt] adierazpenean p = -a ordezkaketa eginez

lortuko da:

2

I = [p/(p2 + b2)| = —a/(a® + b?).
1 p=-a
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Iz—rena, 2(t"] adierazpenean p = 1 eginez:

I = ]n!/p(m”] = n.

p=1

Is—rako, 2[tsinat] transformatuan p = 2 eta a = 3 hartuko dira:

L= | — 23 = 12/169.
3 2 2,2
(p +a’) p=2,a=3
I4-rako, f(t) = (cosat - cosbt)/t funtzioaren transformatuan p = O
a = 3, b = 1 ordezkatuko ditugu:
2 2
- 1 p +b _ 1 1
L=lz2M" 5 “2ng
p + a p=0,a=3,b=1

4.7 Sistema fisikoen analisia

Demagun sistema fisiko jakin batetan "sarrerako seinale" deritzon
kitzikapen batek eragiten duela, beraren adierazpen analitikoa,
e(t) alegia, ordena exponentzialeko funtzio quasijarraia delarik.
Sistemak  kitzikapenari erantzuten badio, s(t) adierazpeneko
"irteerako seinale" deritzon erantzuna sortaraziko du.

Halaber, demagun sistema hasieran orekan dagoela, hau da,
sarrerako seinalearekiko hastapen-baldintzak nuluak direla.
Sistemari  asoziaturiko fenomeno fisikoa  deskribatzen duten
ekuazioak ezartzean, oinarrizko lege zein aurretiko saiakuntza
baten bidez, sistemarako eredu matematikoa lortuko da. Oro har,
eredu honi Laplace-ren transformatua aplika dakioke. Honela bada,
eragile-tekniken bidez aldez aurretiko kitzikapenarekiko erantzun
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moduan sistema fisikoaren irteerako seinalea lortu ahal izango
dugu.

Hurrengo atalak laburki sistema baten indize-erantzuna eta
pultsu-erantzuna deritzenei buruz arituko dira.

4.7.1 Transferentziaren eta indize-admitantziaren funtzioak.

Ereduko ekuazioei Laplace-ren eragilea aplikatu eta
ondorioztatutako ekuazio algebraikoak S(p)-rekiko ebatziz gero,
hots, s(t) irteerako seinalearen transformatuarekiko, orduan
ondoko erako adierazpen batetara iritsiko gara:

2[s(t)] = T(p)&[e(t)], edo, S(p) = T(p)E(p).

Transferentzi funtzioa deritzon T(p) funtzioak, sarrerako eta
irteerako seinaleen transformatuen arteko arrazoia adierazten du.
T(p) sistemaren barrutiko ezaugarri bat da.

£[sarreral _ S(p)
[irteera] = E(p)

Dagokion eskema funtzionala, hurrengoa izango da:

E(p) ——— T(p) > —— S(p)

Sistema linealen kasuan, T(p) delakoa p-rekiko bi polinomioen
arteko zatiketa da. Adibidez, zirkuitu elektrikoen kasuan,
T(p)-ren alderantzizkoa sarearen Z(p) inpedantzia besterik ez da.

4.7.1.1 Sistema baten indize-erantzuna.

T(p) transferentzi funtziodun sistema bati sarrerako seinale gisa

uo(t) unitate-maila deritzon funtzioa aplikatzen bazaio,
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erantzunari a(t) indize-admitantzia deritzo. Orduan,
e(t) = uo(t), s(t). = a(t) — E(p) = 1/p, S(p) = Alp),

S(p) = T(P)E(P) —> Alp) = T(p)/p —> alt) = £ [T(p)/p]

ondoriozta daiteke. Orain, edozein e(t) sarrerako seinaletarako
ondokoa idaz daiteke:

£[s(t)] = T(p)Lle(t)] = p Lg) Lle(t)] = p Llalt)] Lle(t)].

£’ (t)-ren transformatuan f(0") = O denean, hurrengoa dugu:
8[f*(1)] = pF(p) - f(0") = pF(p) —> & '[pF(p)l = £’ (1).

%{s(t)] adierazpenean p faktoreak parte hartzen duenez, orduan

s(t) = ﬁ_l[p[A(p)E(p)]] = d/dt[ﬁ_llA(p)E(p)l],

eta konboluzio-propietatea aplikatuz, ondokoa lortuko da:

s(t) = drdt U

Gogora dezagun parametro bakar baten menpeko integraletarako
deribazio-erregela:

d/dt U

Beraz, irteerako seinalea ondokoa da:

t t

a(t—u)e(u)du] = d/dt U a(u)e(t—u)du].

0 0

n{t) n(t)
oG dn dm
G(t,u)du] - J %6 qu + Gltaw] I - Glt,mt)] I2 .

m(t) m(t)
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t t
s(t) = J a’(t-u)e(u)du + a(O)e(t) = J a(u)e’ (t-u)du + a(t)e(0).
0 0
Hasieran sistema pasiboa denez, a(0) = O alegia, t-u = <

aldagai-aldaketak Duhamel-en formulak ondorioztatzera garamatza:

t t
s(t) = Ja’(r)e(t-‘c)dr = Ia(t—'c)e’(r)d‘r + a(t)e(0).
0 0

Formula hauek sistemak e(t) sarrerako seinale orokorrarekiko duen
erantzuna idaztea ahalbidetuko dute, erantzuna a(t)

indize-admitantziaren menpekoa izango delarik. Duhamel-en formulen
abantailik oinarrizkoena hurrengo hau da: hasieran pasiboa den
sistema maila-funtzio batek Kkitzikatzen duen kasuan, erantzun
indiziala experimentalki aurkitzeko erraztasuna.

4.7.2 Dirac-en delta-funtzioa. Propietateak eta aplikazioak.

Sistema baten erantzuna bere pultsu-erantzunaren menpe idatzi
baino lehen, beharrezkoa da Dirac-en pultsu-funtzioa edo
delta-funtzioa definitzea. Ikuspegi matematiko zorrotz batetatik
hutsune edo kontraesan batzu izan arren, funtzio honek matematika
aplikatuan erabilgarritasun handia du.

Bira  g(t) pultsu errektangeluarra eta (1/t) intentsitate
konstantepeko kitzikapena, t = a unean aplikatuz gero, t = a + T
aldiunean (T denbora-unitatetan zehar eragin ondoren), bat-batean
geldituko delarik. Ohartzekoa da, funtzioa bere iraupen-denboraz
biderkatuz lortzen den emaitza unitatea dela.

Irudietan ikus daitekeenez, pultsua, maila-funtzioen bidez idatz
daiteke:
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A N
Unitate azalera (1/T)u
a a+T ,t a a+T t
-1/T
(-1/T)u
a+T

Aplikazio-tartea oso txikia egiten bada, kitzikapenaren balioa oso
haundia izan behar da. Demagun denbora infinitesimal batetan zehar
eragiten duen nahi adinako handia den funtzio Kkitzikatzailea
existitzen dela, T delakoa =zerorantz doanean intentsitatea eta
iraupenaren arteko biderkaketa unitatea izango delarik.

Ideia honen emaitza, Dirac-en pultsu-funtzioa edo delta-funtzioa
da, beraren adierazpena hurrengoa delarik:

o, t#a a+T
slt-a) = 5 (1) = & = , I s (tdt = L.
a

a

Dagokion Laplace-ren transformatua ondokoa da:

o a+T
s 1 = J e's dt = lim J e P (/nidt = lim (/7)[-e®/p|>T =
0 * T30 “a 50 2

-pa _ -p(a+T) _ _ -Tp _
=lim%[e g ]:e""‘lim[——1 e ]=epa N

T->0 >0

28 (V)] = g P2 _2%0 g8 (1] = 1.
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Emaitza hau garrantzitsua da, konstanteen alderantzizko kalkulua
posible egiten duelako.

Beraren propietate nabarmenenak ondokoak dira:

a) Konstanteen alderantzizko transformatuak kalkulatzea
ahalbidetzen du.

00
b) I e(t)aa(t)dt = e(a)

0
formularen bidez, e(t) funtzioak t = a puntu konkretuan duen
balioa kalkula daiteke.

Ingeniaritza elektriko eta mekanikoaren arloetan, Dirac-en
funtzioak bi aplikazio aipagarri ditu.

Biz hasieran pasiboa den =zirkuitu elektrikoa, soilik Em tentsio

iturri eta C kapazitatea dauzkalarik. Zirkuitu honetarako

t

1t _
: Jox(t) dt = E_

ekuazio diferentziala beteko da.

Bestalde, Laplace-ren eragilea aplikatuz,

-1
I
I(p)/Cp = Em/p —> Ip) =CE —— i(t) =CE 60
m

m

lor daiteke. Aparteko kasu honetarako, jotze edo eraunspen
elektrikoa deritzon sistemaren erantzuna Dirac-en funtzioaren
menpekoa da. Zirkuituko kondentsadorea bat-batean kargatzeko gai
den infinitu gisa uler daiteke.

Materialen erresistentziaren arloan, Dirac-en pultsu funtzioak
habe batetako puntu batetan kontzentraturiko P karga deskribatuko
du, T zerorantz doanean, a < X < a + T habeko tartean uniformeki
banaturik dagoen P/t magnitudeko kargaren limitea intuitiboki
planteatzean.



LAPLACE-REN TRANSFORMATUA / 235

P/t P
a a+T a
’ L L
[ i I 1

Limitean, luzera-unitateko karga ondokoa izango da:

4.7.2.1 Sistema baten pultsu-erantzuna.

Demagun hasieran pasiboa den sistema bati, pultsu-unitatea
deritzon kitzikapena aplikatuko zaiola. Sistemaren erantzunari
kasu honetan pultsu-erantzuna deritzo, eta h(t) idatziko da.

Indize-erantzunaren eta pultsu-erantzunaren arteko erlazioa:

2h(t] = T(EIUS (1] = T(p) —> LIn(V] = p T—g’ = pla(t)].

Beraz, transformatuaren propietateetatik ondokoa lor daiteke:
h(t) = a’(t).

Hau da, sistema batek pultsu-unitatearekiko duen erantzuna,
maila-funtzio batekiko erantzunaren deribatua da. Emaitza hau
Duhamel-en formuletan ordezkatzen bada,

t
s(t) = Jh(r)e(t—r)dr
0
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ondorioztatuko da. Adierazpen honek sistemaren sarrerako seinale
orokor batekiko erantzuna adieraziko du, pultsu-erantzunaren
funtzioan egongo delarik.

Adibidea.- q(t) delakoa kondentsadoreko karga bada, eta i1(t) eta
iz(t) direlakoak hasieran pasiboa den =zirkuitu elektrikoaren

korronteak badira, aurki bitez a(t) indize-erantzuna eta h(t)
pultsu-erantzuna ezkerreko saretik doan il(t) intentsitaterako,

aplikatutako e(t) tentsioa sarrerako seinale modura hartuko
delarik. Kalkulatu irteerako erantzuna e(t) = 500sinlOt denean.

R =R2=IOQ, L=1H, C=0,01F.

Kirchoff-en legeak aplikatuz, hurrengo sistema ondorioztatuko da:

Ril(t)+ L i’(t)+R_il(t)=e(t), [1]
11 1 22
Lot
Ri(t)+—J[i (1) - i (0)]dt = o0. (2]
22 C o 2 1
Indize-erantzuna lortzeko, demagun e(t) = uo(t) maila-tentsioa
aplikatu dela. Zenbakizko balioak ordezkatuz, il(O) = 0 eginez,

eta £ aplikatuz, hurrengoa dugu:
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10i + i’ +10i_= u (t), 10I + pI + 10I_ =
1 1 2 0 1 1 2

1
(10+p)11(p) + IOIZ(p) =5 [3]
—IOIl(p) + (p+10)12(p) = 0. (4]
Sistema honen soluzioa ondoko hau da:
1 = —20 5, 1 =22 TS
p(p“+20p+200) p(p“+20p+200)

[S] eta [6] adierazpenen alderantzizkoak, i1(t) eta iz(t)-rekiko

indize-erantzunak dira.

10 1
I(p) = p* = =

1 p+10 10
! p(p?+20p+200) 20| P

- + JEEEN
(p+10)% + 100 (p+10)% + 100

. [ (p)] = 1 - e%o0s10t + e siniot (7]
1 1 1 P 20 ’

Deribatuz, pultsu-erantzuna lortuko da:

10

h (t) = ai(t) = e '"%*cosiot. [8]

1

Duhamel-en formularen arabera, hautazko e(t) sarrerako
seinalearekiko sistemaren erantzuna il(t) aldagaiaren funtzioan

ondokoa da:
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t t
il(t) = J hl('c)e(t~"t)dt e J. e %% cos10t e(t-t)dr.
0

0

e(t) = 500sinlOt tentsiorako,

i
1

izango da. Eta
propietateak aplikatuko dira:

t
i () = sooJ e

Integral hauek zatikako integrazioaren bidez ebatziko dira, hots,

10T

0

0

0

il (t) = 250sinl0t l

+

250c0s10t (

5sinlOte

S5coslOte”

t
-10T

t
ZSOSiHIOtJ e (1 + cos20t)dt - 250coletJ e

t
(t) = SOOJ e %% cos10T sinlO(t-T)dT
0

coslOt(sinlOtcoslOT - coslOtsinlOT)dT =

t t
SOOSinlOtJ e %% cos?10tdT - 5OOCOSIOtJ e 9T cos10TsinlOTdT

0

! 0TsinZO‘rd"c.

0

10t

10t
(

__-lot e 10T t
0 + 500 (—IOCOSZOT + 20311’1201?] ) -
e 10T t
=00~ [—IOSmZOt - 20cosZO‘t] =

0

(-5 - cos20t + 2sin20t) + 30sinlOt +

sin20t + 2co0s20t) - 10coslOt =

(9]

(10]

integral hau ebazteko, funtzio trigonometrikoen
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= 30sinl0t - 10cosiOt + 10e-10t(sin10tsin20t + coslOtcos20t) -

- 5¢"'%*(sinlOtcos20t - coslOtsin20t) - 25¢ '°‘sinlot  —»

i (t) = 30siniOt - 10cos1Ot + 10e 1% (cos10t - 2siniot). [11]

Oharra: Zirkuitua beste era batetan ebatzita dago 57. ariketan.
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1. SARRERA ETA DEFINIZIOAK

1.1 Aurrekontsiderazioak

Aurreko gaietan ikusi denez, n. ordenako

(n) ( )y(n-l) +

ao(x)y + a(x .+ an_l(x)y’ + an(x)y = f(x)

ekuazio diferentzial baten integrazioa, ekuazio homogeno
asoziatuaren n soluzio linealki independente eta ekuazio osotuaren
soluzio partikular bat aurkitu eta batzean datza.

Halaber, funtzio elementalen bidez ebatz daitezkeen salbuespenak
nabarmendu dira. Zailtasun hau gainditzeko, normalean zenbakizko
metodoen bidezko integrazio hurbildura jotzen dugu. Alternatiba
gisa, gai hauetan aztertuko den Dberredura-serieen bidezko
soluzioekin ere egin ohi dira aprobak. Horretarako, serie
funtzional hauen definizio eta propietateak gogoratu behar dira.

1.2 Berredura-serieen propietateak

Ondoko serie funtzionalari a puntuan zentraturiko berredura-serie
deritzo:

an(x—a)n =a + al(x—a) + az(x—a)2 + ...+ an(x—a)n + ... [1]

o8

Lehenengo n gaien Dbatura partziala eta seriearen hondarra,
ondokoak dira, hurrenez hurren:

S(x)=a +alx-a+a(xa’+..+a (x—a)n_l, [2]
n 0 1 2 -1
Rn(x) =a (x-a)"+ aml(x—a)::i + amz(x—a)mzt.. [3]

Ondorioz, seriea hurrengo eran idatz daiteke:
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(4]
S(x) = ¥ am(x—a)n = Sn(x) + Rn(x).
0

a = 0 kasua sarri aplikatuko da, berredura-seriea ondokoa delarik:

[o0]

n 2 n
Yax =a +ax+ax +..+ax + .. (4]
0 0 1 2 n

Konbergentziaren definizioa. Konbergentzi tarteak.

Baldin existitzen bada

lim Sn(c) = S(c) «— Vn > N-tarako, [Sn(c) - S(e)| = |Rn(c)[ < g,

n—> o

orduan wser‘iea X = ¢ puntuan konbergentea da, seriearen balioa

S(c) =} an(c-a)n izango delarik.
0

Seriea konbergentea deneko puntu-multzoa, seriearen konbergentzi
tartea da. Bestalde, x = a puntuan =zentraturiko edozein
berredura-serie, puntu horretan konbergentea da, izan ere, ondokoa
baitugu:

[r )
S(x) =Y a(xa) — S@=a +a0+a0+..
o n 0 1 2

il
W

Gainera, seriea beste puntu batzuetan ere konbergentea izan
daiteke. Hurrengo kasuak izan ditzakegu:

1. Serieak soilik x = a puntuan konbergituko du.
2. Serieak ardatz erreal osoan konbergituko du.

3. Seriea |x-a| < R tartean konbergentea da eta |x-a| > R denean
dibergentea da.

R zenbakiari seriearen Kkonbergentzi erradioa deritzo, konbergentzi
tartea a puntuan zentraturiko eta R erradioko tarte irekia
delarik.
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a-R<x<a+R —> ll_R_-)‘—-R_)l

a-R a a+R

Aurreko biak hirugarrenaren kasu partikularrak dira, lehenengoan
R = O eta bigarrenean R = » harturik.

Konbergentzi erizpideak:

Gehien erabiltzen direnak hauexek dira:

Erroaren erizpidea: I/R = lim |a |Vn.
n->co n
Arrazoiaren erizpidea: I/R = lim |a /a |
n+l n
n->0
Tartearen  muturretan, hots, (a-R) eta (a+R) puntuetan,

konbergentziaren azterketa puntuala egin behar da.

Adibidea.- Kalkulatu ondoko serieen konbergentzi erradioak:

[s4] ] [s¢]
a) Y n'x", b) ¥ (n/2Mx", c) ¥ x"/n.
0 0 0
E: a) kasuan erroaren erizpidea aplikatuko da, eta b) eta «c¢)
kasuetan arrazoiarena.
. 1/n .
a) I/R = lim |a | = limn=o — R =0.
n- o n-> 00
n+1
b) IR =1lim |a /a| = lim &2 _yjp 21 g _,
n+l1 n n 2n 2
n->co n->00 n/2 n->00
. . n! 1
c) I/R =lim |a_ /a | = lim = lim =0 — R=o
ntl n (n+1)! n+l

n->w n—>© n>0
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Berredura-serieen oinarrizko propietateak.

Ekuazio diferentzialen ebazpen eta  jatorrizkoen  kalkulurako
berredura-serieen  aplikazioa  aztertu baino lehen, hurrengo
teoreman biltzen diren propietateak aipatu behar dira:

[+4]
"y = ) aLn(x—a)n serieak R > O konbergentzi erradioa badu,
0

[o¢]
’

y =Y na (x-a)"" = a_ + 2a_(x-a) + 3a_(x-a)° + 4a (x-a)’ + ...
0 n 1 2 3 4

serie deribatua eta,

[+4] n+l 2 3
an(x-a) al(x—a) az(x-a)
Jydx = Z — i - ao(x-a) + 5 + 3 + ...
)

serie integrala, konbergentzi erradio bereko funtzio jarraiak
dira".

Halaber,

i n(n—l)an(x-a)n—z, y’ o= n(n—l)(n—Z)an(x—a)n_s,

<
1

o8

o8

ondoz-ondoko deribatuak, erradio berekoak eta konbergenteak dira.
Edozein kasutan, tartearen muturretan, (a-R) eta (a+R) puntuetan
alegia, konbergentzia puntualki aztertu behar izango da.

Azkenik, © ®
B.S.O.: (x-a)" ¥ a (x-a)" = T an(x-a)“+r (5]
0 0

adierazpenari (x-a)-ren berreduretako serie . orokortua (B.S.0.)
deritzo. a puntuan =zentraturiko seriea (x-a) gaiaz biderkatuta
lortuko den emaitza da.
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1.3 Bigarren ordenako ekuazio diferentzialak

Serieen bidezko integrazioan, ekuazio diferentzialen soluziotzat
berredura-serie bat hartuko dugu. Seriea eta beraren deribatuak
ekuazioan ordezkatu eta gero, serie horren koefizienteak
identifikazioz lortuko dira. Baina, lehenago soluzio hauek =zein
baldintzatan existituko diren jakin behar da, eta existituz gero,
zein den beraien konbergentzi eremua. Azterketa honen zailtasun
teorikoa ekiditeko, oinarrizko teoremak enuntziatzera mugatuko
gara. Oraindik gehiago, aplikazio praktiko handikoak direnez,
soilik bigarren ordenako ekuazioetarako berredura-serieen bidez
emaniko soluzioen konbergentzia eta existentzia aztertuko ditugu.

Metodo honek emango dituen soluzioetatik, batzu oso interesgarriak
eta funtzio berriak definitzeko oinarri dira, funtzio berri hauen
ezagumenak eta tabulazioak aplikazio anitz ahalbidetu izan
dituztelarik ingeniaritza-arloan.

Biz bigarren ordenako hurrengo ekuazio diferentziala,
y’ + P(x)y’ + Q(x)y = 0, [1]

non X, y aldagaiak eta P(x) eta Q(x) funtzioak errealak diren.

[1] ekuazioaren berredura-serieen bidezko soluzioak aztertzean,
P(x) eta Q(x) koefizienteek a puntuan duten portaera aztertu behar
da, soluzioa a puntu horretan zentratuta garatuko delarik.

Soluzioen existentziaren teoremak enuntziatu baino lehen, ikus
ditzagun aldez aurretik definizio batzu.

1 definizioa: f(x) funtzioak (a-R, a+R) tarte irekian konbergentea
den
o]
f(x) =} an(x—a)n [2]
0

berredura-serieetako garapena onartzen badu, orduan f(x) delakoa
funtzio analitikoa da.
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2 definizioa: P(x) eta Q(x) koefizienteak X = a puntuan
analitikoak badira, x = a delakoari [l1] ekuazioaren puntu arrunta
deritzo. Kontrako kasuan, puntu singularra deritzogu.

3 definizioa: x = a puntuari singular erregularra deritzo, ondoko
baldintzak betetzen badira: x = a singularra, eta (x-a)P(x) eta
(x—a)zQ(x) funtzioak puntu horretan analitikoak dira. Kontrako
kasuan x = a puntu singular irregularra izango litzateke.

Ondoko teoremetan ikusiko dugunez, a puntu bat arrunta ala
singular erregularra izatea, berredura-serieetako soluzicen
existentziarekin erlazionaturik dago.

1.3.1 Serieen bidezko soluzioen existentziari buruzko teoremak.

1 teorema: "P(x) eta Q(x) funtzioak (a-R, a+R) tartean analitikoak
badira, hots, x = a [l1] ekuazio diferentzialaren puntu arrunta
bada, orduan tarte  horretan  analitikoak  diren (x-a)-ren
berreduretako serieen bidezko bi soluzio independente existituko
dira".

Ondorioz, [1]-aren soluzioa

0
y(x) = ¥ a (x-a)" (2]
4]

seriearen bidez adieraz daiteke, zeinaren konbergentzi erradioa
a-tik puntu singular hurbilenera dagoen distantzia baita.
Gainera, y(a) = Yy y'(a) = Yo hastapen-baldintzak beteko dituen

berredura-serieen bidezko soluzio bakar bat existituko da,
lehenengo koefizienteetarako a, = yo, a1 = y10 beteko delarik.

2 teorema: x = a delakoa [1] ekuazioaren puntu singular
erregular bat bada, soluzio ez-nabari bat existituko da,
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n+r

(3]

w o]
y = (x-a)" ¥ an(x-a)’n =Y an(x-a)
0 0

alegia, (x-a)-ren berreduretako serie orokortua izango dena. Serie
hau (a-R, a+R) tartean konbergentea dugu, R erradica a puntutik
ekuazioaren puntu singular hurbilenera dagoen distantzia izanik.

a delakoa puntu singular irregularra bada, orckorrean [1] ekuazio
diferentzialerako ez da existituko soilik (x-a)-ren berreduren
bidez garaturiko soluziorik.

Normalean, a puntu arrunta ala singular erregularra den arau, [2]
ala [3] motako serieak aukeratuko dira, serie horiek [1]
adierazpena identitate bihurtuko dutelarik. Soluzio den seriea
konbergentea bada eta gaiz gai deriba badaiteke, orduan benetan
nahi genuen soluzioa dela ziurta dezakegu.

Praktikan erabilgarria da (x-a)-ren ordez x-en berreduretako serie
diren soluzioekin aproba egitea:

[20] o0 [o0]
y(x}) =) ax [4], y(x)=x Yax =Yax . [5]
o 0 0

Kasu honetara pasatzeko, nahikoa da ekuazio diferentzialean
(x-a)-ren ordez t idaztea, eta soluzioa aurkitu ondoren, berriro x
aldagaira itzultzea.

Adibideak.~- Integratu ondoko ekuazioak berredura-serieen bidez:

a) y'l - xzy = 0, y(0) =1, y’'(0) = 2,

b) X1 - x)y"" - x(1 + X)y +y =0,

aldez aurretik puntu singularren existentzia eztabaidatuz.
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E: P(x) = 0 eta Qx) = -x* ardatz osoan analitikoak direnez,
puntu guztiak arruntak dira. Horregatik, x-en berreduretako serie
den soluzio batez egin daiteke aproba.

[o4] [o4] ]
yx) =Y anxn — yXx =Y nanx"_1 - y'x) =¥ n(n—l)anxn_2
0 0 0

Balio hauek ekuazioan ordezkatuz, hurrengoa dugu:
ot 2
Yoan-Dax -~ -Yax = =0.
n
0

Batukari bietan x-en berretzaileak berdintzeko, bigarrenean n gaia
(n-4)-balicaz aldatuko dugu, era horretan behe-indizea n = 4
zenbakian hasiko delarik:

2]
Y nn-Dax"?-Ya x"?=o.
o n n-4

+0™8

Batukariak biltzeko behe-indizeak doitu behar dira, bietan n = 4
lortuz. Nahikoa da lehenengo batukariko lehenengo lau batugaiak
banantzea. Orduan, hurrengoa lor daiteke:

0 ]
2(Da_ + 3(2)ax + ¥ nn-Dax" > -Ta x"?=0 —
2 3 n n-4
4 a
- 2
.
2a, + 6ax + ) [n(n—l)an - a _4]x = 0.

4

Ondorioz, x-en edozein baliotarako ondokoa dugu:
a =a =0, n(n-1)a - a = 0.
n -4

Era honetan hurrengo errepikapen-legera iritsi gara:

a =a =0, a = a , n = 4,5,6, ...
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n-ri balioak emanez, beste koefiziente guztiak determinatuko dira.
a0 eta a1 konstanteen funtzioan idatz daitezke, hauek biak

integrazio-konstante indeterminatuak direlarik.

a, eta a, nuluak direnez, hurrengoa ondorioztatuko da:

a =0-—»>a =a_=a =a_ =..=a =...=0,n=123..
2 6 10 14 18 4n+2
a =0 —>o5a =a =a _ =a =..=a = =0, n=12,3..
3 7 11 15 19 4n+3
Koefiziente ez-nuluak beste hauek dira:
n—4—>a-La n—5—>a——La
- 4 43 °% - s 5.4 °y
n—8—>a-;a n—9—>a-;a
B g 8.7.4.3 %o’ - 9~ 9.8.5.4 °r
1 1

12 —» a

jon]
i

n=13>a
1

12 - 12.11.8.7.4.3 % 3 13.12 9.8.5.4

Kontutan hartu behar da ondoko legea:

a = 1 a n =123
4n  4n(4n-1)(4n-4)(4n-5)...8.7.4.3 o’ T e
a = L a n =123
an+1  (4n+1)4n(4n-3)(4n-4)...9.8.5.4 °v’ T ey e

Laburbilduz, soluzio orokorra berretzaile bikoiti eta bakoitietako
bi serie independenteren arteko konbinazio lineala da, serie
bakoitza soluzio bat izanik. Beraz, soluzio orokorraren idazkera
ondokoa da:

8 12 16

4
y(x) = a |1+ X 4 X + X + X + ..
0 4.3 8.7.4.3 12.11.8.7.4.3 16.15.12...4.3
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5 9 13 17
+alx + 2 X + X + X +
1 5.4 9.8.5.4 13.12.9.8.5.4 17.16.13...5.4 |’

Gai orokorra ordezkatu ondoren, beste adierazpen hau dugu:

© X4n
y(x) = ao[ 1+ E 4n(4n-1)(4n-4)(4n-5)...8.7.4.3 ]

© 4n+1
' al[ = § (4n+1)4n(4n-3)(4n-4)...9.8.5.4 ]

Soluzio partikularra kalkulatzeko, problemaren

y(0)=1——>1=a0, y0)=2 — 2=a

hastapen-baldintzak kontutan hartuko dira.

Adibideko bigarren ekuaziorako,
b) x(1 - x)y’ - x(1 +xX)y +y=0
alegia, azter ditzagun puntuen ezaugarriak.

_1x eta Q(x) = 1 funtzioak analitikoak dira, x = 0
x(x-1)

x%(1-x)

eta x = 1 puntuetan izan ezik, non beraien balioa infinitua den.
Froga dezagun puntu singular hauek erregularrak direla. x = 0
punturako xP(x) = %l(- , XZQ(X) = léi funtzioak analitikoak dira,
-1 eta 1 balioak hartzen dituztelarik, hurrenez hurren. Ondorioz,
puntu singular erregularra dugu.

P(x) =

x = 1 denean, (x-1)P(x) = l;’r(_x , (x-l)zQ(x) = (l—x)/x2 funtzioak

analitikoak dira, O eta 2 balioak hartzen dituztelarik, hurrenez
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hurren. Horrela, puntu hau ere singular erregularra da.

Beraz, ekuazioaren soluzioak bilatzeko O eta 1 ez diren puntuetan
zentraturiko berredura-serieez egin daiteke aproba, eta O eta 1
puntuetarako serie orokortuak kontsideratuko dira.

Egin dezagun aproba x-en berreduretako serie orokortu batez.

n+r-1
(n+r)a x >y’ =
n

(n+r)(n+r-1)a x"7 72
n

<
Il
o8
Q
»
)
3
-
N
\<v
]
o8

o8

Ekuazio diferentzialean ordezkatuz, ondokoa lortuko da:

[0 ¢]
x“(1 - x)y’? - x(1 + xX)y +y=20 — Y. (n+r)(n+r-1)a <" -
0 n
[e0] 1 o0 @
Y(n+r)(n+r-Na x" " - Y(n+r)a x™" - Yin+r)a XM Ya x =0
n n n n
0 0 0 0

Batukari guztietan x-ek (n+r) berretzaile bera izateko, bigarren
eta laugarren batukarietan n idatzi ordez (n-1) idatziko da,
dagozkien behe-indizeak O-tik l-era pasatuko direlarik.

n+r

[o2]
(n+r)(n+r-Na x"" - ¥ (n+r-1)(n+r-2)a X mr
n-
1

(n+r)a x -

n n

op18
o8

Orain, batukariak biltzeko, beraien behe-indizeak doitu behar
dira. Lehen, hirugarren eta bosgarren batukarietatik lehenengo
gaia banandu eta behe-indizeari 1 balioa emango zaio,

[o2]
rir-lJa x" - rax +ax +7 [((n+r)(n+r-1) - (n+r) + 1lla_ -
0 0 0 ) n
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delarik.

Demagun a, # 0 dela. Ekuazioaren lehenengo hiru gaiak anulatuta,

ekuazio indizial deritzon hurrengo ekuazioa dugu:

r(r‘-l)aoxr - raoxr + aoxr = (1"2—21“+l)a0xr =0 i> r? - or + 1 =0,

non r = 1 erro bikoitza ondoriozta daitekeen.
Koefizienteen kalkulurako errepikapen-legea ekuazioaren batukaria

anulatuta lortuko da. Hau da, edozein x-etarako hurrengoa izango
dugu:

[(n+r)(n+r-1) - (n+r) + 1]an— [(n+r-1)(n+r-2) + (n+r—1)]an_1= 0 —

_ (n+r-1)(n+r-2)+(n+r-1)

n T (ner)(ner-1)=(ner)+l 2ng > D7 123
r = 1 kasua:
& T (n+r11§2:%r)1f11)+1 1 T T, DF L2,3, .
Koefiziente guztiak a -ren berdinak dira.
a =a,a =a,a =a, ,a =a =

Orduan, ekuazio diferentzialaren soluzioa x arrazoiko serie
geometriko bat izango da, hots,

r n 2 3 n
y=x Fax =axll+x+x +x + . +x +..]
n

]x| < 1 denerako konbergentea eta beraren batura 1—£§ delarik.

Hortik, ondoko soluzioa dugu:
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Demagun v, beste soluzio independente ezezagun bat dela. y
lortzeko, y, = yu aldagai-aldaketa egingo da, honakoa ondoriozta

daitekeelarik:

y, = YIJ expl-SP(x)dx] dx.

2
Y

P(x) = —{1+x) —)~IP(X)dx=J—idx= i+—?T——dx=Ln X

x(1-x) x(1-x) x 1-x (1-%)2
y,-ren adierazpenean  ordezkatuz, hurrengo  emaitzara irits
gaitezke:
X x/(1-x)° X
Y, = 1-x 5 dx = Tox Lnx.

[x/(1-x)]

Azkenik, bi soluzio independente ezagunak izanik, soluzio orokorra
ondokoa da:

X

yEA B, 2 Y S

[A + BLnx].

2. EKUAZIO DIFERENTZIAL NABARMENAK

Bigarren ordenako deribatu partzialen bidezko eredu matematikoak
dituzten sistema fisiko wugarik, adibidez uhin eta beroaren
barreiapenaren ekuazioak, ekuazio arruntetako adierazpena onartuko
dute. Horretarako aldagai-banaketa erabiliko da, zeinaren bidez
Hermite, Legendre eta Bessel-en ekuazioak bezain garrantzitsuak
diren ekuazio linealak lortuko diren. Dakusagun, aurreko gaian
ikasitakoaren arabera, kasu hauetarako berredura-serieen bidezko
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soluzioak nola determina daitezkeen.

2.1. Hermite-ren ekuazioa

Ondoko erakoa da:

b ]

y’ - 2xy’ + 2ay = 0,

non o parametro erreala den. Ekuazio honen kasuan puntu guztiak

arruntak  dira.  Horregatik, soluzioa edozein a  puntutan
zentraturiko berredura-serieen bidez adieraz daiteke. Dakusagun
soluzioa x-en berreduretako serieen bidez.

09} o« [os]
yx) =Y ax" - y(x =Ynax" — y’x =7 nn-Dax""%
o " o " 0 "
Aurreko adibideetan bezala, ordezkatuz eta eragiketak eginez,
[o0] 2 (2] v o]
¥ n(n-Da x"° - ¥ 2nax" + ¥ 20ax" =0
0 " 0 " 0 n
ondoriozta daiteke.
Lehenengo batukarian n gaia (n+2) baliocaz aldatuko da.
[e0] o) [o0]
¥ (n+2)(n+l)a _x" - ¥ 2na x" + ¥ 2aa x" = O.
n+2 n n
-2 0 0
n =-1 eta n = -2 kasuetan lehenengo batukariko gaiak nuluak

dira. Beraz,
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o4}

Y [(n+2)(n+1)

- Z(n-oc)an]xn =0 > (n#2)(n+la_ - 2(n-o)a = 0
0

a
n+2

ondorioztatuko da, hurrengo errepikapen-legera iritsiko garelarik:

_ 2(n-a) _
4wz (n#2)(n+D) 2n O F 0,1,2,3, ...

Lehenengo koefizienteak hauexek dira:

=0 a-_—za—a n—1—>a—2(1_a)a
n=Y=a, =371 % - 3 3.2 v
2 2
=2 5a = 2 (2-a)(~a) n=35a =2 (3-a) (1-at)
h=e=2, =72321 % =02 % 785332 %
3 3
—a g =2 (4-a)(2-0)(-) a n=5o5a = 27(5~-a) (3-a)(1-a)
n=t-e =T 7%53321 "7 7 7.6.5.4.3.2

Koefiziente bikoitiak ao—ren funtzioan eta  bakoitiak al-en

funtzioan idatziko dira:

2"[2(n-1)-all2(n-2)-«l[2(n-3)-a]...[2-a]l[-a]
a = a,n=123..
2n (2n)! 0

_ 2"[2n-1-a}[2n-3-a]l[2n-5-a]...[3-a)[1-a] .

2n+1 (2n+1)! i n = 1’2’3”

Serie biak, berretzaile bikoiti zein bakoitietarakoak,
independenteak dira. Beraz, soluzio orokorra honelaxe idatziko da:

o]

0
2n 2n+1
= a 1 + a X +al| x + a X .
y 0[ 21: 2n ] 1[ ? 2n+1 ]
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a zenbaki positibo osoa bada, errepikapen-legeak n = « indizetik
hasita,

a a a
n+2 ' ’

koefizienteak nuluak direla adieraziko du. Ondorioz, soluzio diren
serieak, polinomioak izango dira. o bikoitia bada, o« = 2k, 2k
mailako polinomio bikoitiak, eta o« bakoitia bada, o = 2k+],
soluzioak (2k+1) mailako polinomio bakoitiak izango dira. a eta

a1 konstanteak ondokoak badira,

_ ok (2K)! _ ok 2(2K)!
ao—(l) T al-(l) <

ondorioztatutako soluzioei Hermite-ren polinomioak deritze.

2.2 Legendre-ren ekuazioa

Ondoko erakoa da:

(1 - xz)y” - 2xy’ + p(p + 1)y = O,

non p parametro erreala den.

Ekuazio honen azterketa fisika matematikoaren beste ekuazio
batzuren analisirako baliagarria da. Adibide gisa, koordenatu
esferikoetan Laplace~-ren ekuazioa aldagai-banaketaren metodoaz
laburtutakoan, Legendre-ren ekuazioa ondorioztatuko da. Aurreko
kasuan bezala, ekuazio honek propietate interesgarriak dituen
soluzio polinomikoak ditu.

X = * | ez-arruntak diren puntu bakarrak dira, zeintzuetarako P(x)
eta Q(x) funtzioek etengune infinitua duten. Puntu singular
erregularrak dira. Hauetarako serie orokortuekin egin behar da
aproba. Beraz, ondoko egoeran gaude:
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P(x) = -2x/(1-x"), Q(X) = p(p+1)/(1-x2) — 1-x*=0 3 x=t1

2 .
(x-1)P(x) = 2x/(x+1), (x-1)7Q(x) = plp+1)(1-x)/(1+x)  funtzioak
x = 1 puntuan jarraiak direnez, puntu hau singular erregularra da.
Era berean, (x+1)P(x) = 2x/(x-1), (x+1)°Q(x) = p(p+1)(1+x)/(1-x)
X = -1 puntuan jarraiak dira. Beraz, hau ere erregularra da.
P(x) eta Q(x) funtzioak - 1 < X < 1 tartean analitikoak direnez,
Legendre-ren ekuazioak x-en berreduretako serieen bidezko soluzioa
onartzen du, tarte horretan konbergentea delarik. -1 eta 1

muturretan seriea dibergentea dela froga daiteke.

Hermite-ren ekuazioan eragindako moduan, ondokoa dugu:

[20] 00 [+ ]
y(x) =¥ anxn - ¥y =Y nanxn_l — y'(x) =Y n(n—l)anx"_z,
0 0 0
2 0 2 [+4]
(1-x7)y”” - 2xy’ + p(p+tl)y = 0 —» ¥ n(n—l)anx"" -¥ n(n~1)anx" -
0 0
00 [o¢]
- Y 2na x" + ¥ p(ptl)a x" = 0.
n n
0 0

Lehenengo batugaian n gaia (n+2) balioaz ordezkatuz, ondokoa dugu:

[so] «© o] [s4]
n n n n
Y (n#2)(n+Da_ x* - ¥ n(n-1)a x* - ¥ 2na x° + ¥ p(ptlla x* = 0.
-2 0 0 0
n = -1 eta n = -2 direnean, batukari horretako lehenengo gaiak

nuluak dira. Ekuazioa batukari bakar batetara laburbilduz,

SgF

[(n +2)n+Da - Inn-1+2n-pp+ l)lan] x"=0

dugu, eta hurrengo errepikapen-legea lortuko da:
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2 2
=r1(n—1)+2n--p(p+l)a=n*'rl*'l’lp‘lf''P"“Pa
n+2 (n+ 2)(n + 1) n (n + 2)(n + 1) n

_ _(p-n)(n+p+1) B
- Gnvz m+2)n + 1) on° n=0,123,...

eta honek a2 koefiziente bikoitiak ao-ren funtzioan eta a2 .
n n+

koefiziente bakoitiak al—en funtzioan idaztea ahalbidetuko du.

Orduan, soluzioa hurrengo eran idatziko da:

y(x) = aou(x) + alv(x).

u(x) eta v(x) funtzioak x-en berreduretako serieen bidezko soluzio
linealki independenteak dira, bikoiti eta bakoitiak hurrenez
hurren, eta R = 1 Kkonbergentzi erradiokoak. Ondorioz, errepikapen
formulatik hurrengo koefizienteak ondoriozta daitezke:

a = a, a = a,
0 0] 1 1
_ _ p(p+l) _ _ (p+2)(p-1)
&= 21 3y 3 = 31 %
a =+ (p+1)(p+3)p(p-2) a a =+ (p+2)(p+4)(p-1)(p-3) Q.
4 41 o’ 5 5! 1

Azkenik, soluzio orokorraren adierazpena ondoko hau izango da:

( 1 1 3 -2
y = aOK [ - p(gt ) 2 4 (p+ )(p+43p(p ) & ] .
val x- (p+2)(p-1) 3 e (p+2)(p+4) (p-1)(p-3) I ]
1] 3! 5t
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2.2.1 Legendre-ren polinomioak. Propietateak.

Sarritan p parametroa zenbaki positibo osoa da. Kasu hauetan
errepikapen-formulak, u(x) eta v(x) serieak gai-kopuru finitura
laburtuko direla  adieraziko digu. Gai hauei Legendre-ren
polinomioak deritze. p bikoitia (p = 2m) bada, u(x) seriea 2m
mailako polinomioa da, eta p bakoitia (p = 2m+l) bada, v(x) seriea
(2m+1) mailako polinomioa da.

Polinomio hauen era normala ao eta a1 koefizienteak determinatuz

lortuko da, u(l) = v(1) = 1 izanik. Era honetan, edozein n-tarako,
Legendre~-ren polinomioen formulara iritsiko gara:

r
P (x) = L (-1)"(2n-2k)! _n-2x
n T o0 k'(n-k)!(n-2k)! ’
k=0

non r = (n/2) den zenbaki oso handiena den. Hau da:

n bikoitia bada: r = n/2, n bakoitia bada: r = (n-1)/2.

Formula honen bidez determinaturiko Legendre-ren lehenengo zazpi
polinomioak, hauexek dira:

P(x) =1,

P (x) = x,

1

P(x) = (3x° - 1)/2,

P(x) = (5x° - 3x)/2,

P (x) = (35x" - 30x° + 3)/8,

P (x) = (63x° - 70x° + 15x)/8,

(693x° - 945x" + 315x% - 15)/48.

Pé(x)

Bestalde, Legendre-ren polinomioen propietate nabarmenen artean,
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ondokoak ditugu:

1.- Pn(x) Legendre-ren ekuazioa betetzen duen polinomio bakarra

da. Gainera, P (1) = 1 da.
n

2.- P (x) funtzio polinomikoaren bikoititasuna n-renaren berdina
n

da, Pn(—x) = (-1)"P(x) betetzen da alegia.

3.- Legendre-ren polinomioak funtzio ortogonalak dira. Era
algebraikoan ondokoa betetzen dute:

1 0, n # m,

1 m 2/(2n-1), n = m.
Halaber, era trigonometrikoan hurrengoa dugu:

m 0, n # m,
I P (cos¢)P (cos¢)singdg =
0" ” 2/(2n-1), n = m.

4.- n. mailako edozein polinomio, Legendre-ren lehenengo (n+l1)
polinomioen konbinazio lineal moduan idatz daiteke. Hau da:

n 1
f) =L CP (x), no ¢ =2221 J PP (x)dx.
1

m
0

5.- Legendre-ren polinomioek Rodrigues-en formula betetzen dute.
Hau da:

2—n n, 2 n n
P(x) =="— dI[x"- 1] /dx .

n nt
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2.3 Bessel-en ekuazioa

p ordenako Bessel-en ekuazioa ondoko erakoa da:

y

xzy + xy’ o+ (x* - pz)y = 0.

Zenbait problemaren azterketarako garrantzitsua da, horien artean
simetria =zilindrikoaz asoziaturiko fenomenoak aipa daitezkeelarik.
Beraien  soluzioetariko batzuk, lehen eta bigarren mailako
Bessel-en funtzioek hain =zuzen, garrantzizko propietateak dituzte
eta Dberaien balioak kontu handiz tabulaturik daude. Gainera,
Bessel-en ekuaziora labur daitezkeen ekuazio diferentzialak, hots,
Bessel-en funtzioen bidez ebaz daitezkeenak, ugariak dira.

Bessel-en ekuaziorako P(x) eta Q(x) funtzioak,
P(x) = I/x , Qx) = (x> - pz)/x2

alegia, analitikoak dira puntu guztietan. X = O puntuan izan ezik.
x = 0 puntua singular erregularra da,

xP(x) = 1, sz(x) = x? - p2

funtzioak analitikoak Dbaitira. Orduan, 2 teoremak ziurtatzen
duenez, gutxienez x-en berreduretako serie orokortuen bidezko
soluzio ez-nabari bat existituko da. Dakusagun koefizienteen
kalkulurako errepikapen-formula.

Ordezka ditzagun seriea eta beraren lehenengo bi deribatuak
ekuazio diferentzialean:

n+r-2

«
[}
o8
o
>
N
«

Il
oMM 8
=)

+
2
o
o
N
L<u
Il
o8

(n+r)(n+r-l)anx

xzy” + Xy + (x2 - pz)y =0 —
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¢4} o] [o4]
+r +T +r+2 2 n+r
T (n+r)(n+r-la x* + ¥ (ntr)a x +Yax <~ -Ypax =0
n n n n
0 0 0 0

Hirugarren batukarian n gaia n-2 balioaz ordezkatuz, ondokoa dugu:

00 00 0 00
+
T (n+r)(n+r-l)a x' " + ¥ (n+r)a X7 + ¥ a X" -Ypax"" =0
n n n-2 n
0 0 2 0
Behe-indizeak doitzeko, lehen, bigarren eta laugarren
g

batukarietako lehenengo bi gaiak bananduko dira. Horrela, batura
batukari bakarrera laburtuko da.

r L+ r I+r 2 r 2 _lsr
r(r‘—l)aox + (1+r)ra1x trax + (1+r)a1x - pPax -pax

[[(n+r)(n+r—1) + (n+r) - p?’]an + an_z]x”+r = 0.

+
N [M 8

Ekuazio hau identitatea izan dadin, ondokoa bete behar da:

[r({r-1) + r - pZ]aoxr + [(1+r)r + (1+r) - pzlalx1+r = 0,

[(n+r)(n+r-1) + (n+r) - p2]an ta = 0.

Demagun lehenengo Kkoefizientea, a0 alegia, ez-nulua dela. Orduan,

hurrengo ekuazioak izango ditugu:

W [(1+r)2- pzla1 = 0,

[(n+r)? - pzla +a _=0.
L n n-2
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Lehenengoak, ekuazio diferentziala deritzonak, r = % p erroak
ditu. Hauetarako bigarren ekuazioak as= 0 balica ondorioztatuko

du. Hirugarren ekuazioak koefizienteak kalkulatzeko errepikapen
formula bat emango digu. Eztabaida ditzagun r = * p erroetarako
soluzio posibleak.

D) r=p>0, a =0 > a = 1 n = 2,3,4, ...

1 n  n(n+2p) 32

a = O denez, koefiziente bakoitiak nuluak izango dira.

Koefiziente bikoitietarako errepikapen-formula aplikatuz gero,
ondokoa lor daiteke:

az = - 2 aov
2°(1+p)
4, =%t 3 1 3
2 2!(p+1)(p+2)
1
% = 7 & 3y
2 3!(p+1)(p+2)(p+3)
(-n)"
aZn = 2n 3y
277 nHp+1)(p+2)(p+3)...... (p+n)

Azken honen izendatzailea p! gaiaz biderkatu eta, p-ren balio
osoetarako (n+p)! balioa ondorioztatuko da. Baina, p parametroa ez
denez derrigorrez osoa, faktoriala orokorrean Euler-en gamma
funtzioa besterik ez da. Horrela, p! = T(p+l) (n+p)! = T[(p+n+l)
berdintzak kontutan hartuz, hurrengoa dugu:

n
_ (-1)T(p+1) a

2n Zznn!l‘(p+n+l)
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r = p kasuari dagokion Bessel-en ekuazioaren soluzioa ondokoa da:

o]

00 00 n
y(x) = %P Z a XZn - Z a2 x2n+p — Z (;1) C(p+1) a X2n+p
0 o " 2%"n1T(p+n+1)

0

[eo]
—_ »P (_1)n X 2n+p
Y(X) =2 I'(p+1)a0 Z m (—2‘) .
0

Hautazko konstanteari a = 2_p/F(p+1) balioa emango =zaio, honela

batukaria biderkatzen ari den faktorea unitatea izango delarik.
Azkenik, hurrengoa lortuko da:

_ _ (“l)n x 2n+p
y(x) = Jp(X) a Z n!T'(p+n+1) [ 2 ] .

Jp(x) funtzioari p ordenako lehenengo mailako Bessel-en funtzioa

deritzo.

Bessel-en ekuazioko puntu singular bakarra x = 0 denez, Jp(x)

delakoa x-en edozein baliotarako konbergentea izango da.

Bi. kasua:

1
II) r=-p < 0, al =0 = an = - n(sz) an_z, n = 2,3,4,...
Aurreko Kkasuan bezala, a = 2P/r(-p+1) balioa ordezkatuz, -p

ordenako lehenengo mailako Bessel-en funtzioa ondorioztatuko da.
Hau da:
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) ) (_Un < Zn-p
Y(X)—J_p(X)—Zm[z] .

Bessel-en funtzioen ezaugarritasun bat: x-en balio txikietarako
azkar konbergituko dute, honek funtzio hauen tabulazioa erraztu
eta zenbakizko kalkulurako erabilgarriak egingo dituelarik.

Eztabaida dezagun Bessel-en funtzio hauen dependentzia lineala
parametroaren balio ezberdinetarako:

A) p ez-nulua den zenbaki ez-osoa bada, J (x) eta J p(x) funtzioak
p _
linealki independenteak dira, J_p(x) delakoak Jp(x)—ek ez dituen

berretzaile negatiboetako berredurak dauzkalako. Ondorioz,
Bessel-en ekuazioaren soluzio orokorraren adierazpena hau da:

y(x) = AJ (x) + BJ (x).
P -p

B) p nulua bada, soluzio biak O ordenako Bessel-en funtzioak dira,

hau da,
n 2n
_ _ (-1) X
ylx) = Jo(X) - Z n'T (n+1) [ 2 ] ’

0

betetzen da, eta beste soluzio independente bat behar da. Ondoko
irudian .Io(x) eta JI(X)-en grafiko hurbilduak adierazten dira:

[
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C) Azkenik, p =zenbaki osoa bada, Bessel-en funtzioak linealki
dependenteak izango dira. Ondokoa erraz froga daiteke:

J (x) = (D" (x).
-p P

Aurreko kasuan bezala, beste soluzio independente bat behar dugu.
Gogora dezagun

2

y

y =y J expl-JP(x)dx] dx
2 1
1

delakoa bigarren soluzioa dela, P(x) = 1I/x — expl-JP(x)dx] = I/x
eta y, = J (x) direlarik. Beraz, bigarren soluzioa
p

dx
y.= J (x)] ——
2 P iji(x)

da. Bessel-en bigarren mailako funtzioa deritzon soluzio honek
hurrengo adierazpena du:

[+9]
Y (x) =J(x)Lnx +x ° ¥ b x",
p P o ™

non b koefizienteak identifikazioz kalkula baitaitezke.
n
Kasu honetarako soluzio orokorra ondokoa dugu:

y(x) = AJ (x) + BY (x).
P P

Bestalde, Bessel-en ekuazio bilaka daitezkeen ekuazioetatik,
ondokoak nabarmendu behar dira:
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I xzy” + Xy’ + (m®x? - pz)y = 0.

t = mx — y = mdy/dt, y'’'= mzdzy/dt2 aldaketa eginez, t aldagai
indenpendentearekiko Bessel-en ekuazioa lor daiteke. Hau da:
Hau da:

tzy” + ty + (t? - pz)y =0

I1) xzy” + Xy’ - (x% + pz)y = 0.

Bessel-en ekuazio modifikatu izenaz ezaguna den ekuazio hau, I
ekuazioan m = i eginda ondoriozta daiteke. Bere soluzioa hauxe da:

y(x) = AJ (ix) + BJ (ix).
p -p

Dena den, kalkuluak sinplifikatzeko asmoaz, unitate irudikaria
desagertarazteko, funtzio hauek i ® konstanteaz biderkatuko

ditugu. Honela, hurrengo emaitza lortuko da:

©

(—l)n . 2n+p _ 1 X Zn+p
n!l‘(p+n+1)(lX/2) - Z n!T(p+n+1) [5] '

0

(i P)J (ix) = (i'P)
P

o[>

i balioaren ezabapena hurrengo sinplifikaziotik ondorioztatuko da:
(PO = HPD" = DD = (D™ = 1

Lortuko diren soluzioei Bessel-en funtzio modifikatuak deritze.
Gai guztiak, alternatuak ordez, positiboak dituzte, eta ondorioz,
ez dute portaera oszilakorrik, mota exponentzialekoa baizik.
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1. SARRERA ETA DEFINIZIOAK

1.1 Sarrera

Aurreko gaietan adierazi denez, ingeniaritzara  aplikatutako
matematiketan sarritan oinarrizko funtzioen bidez ebaztezinak
diren ekuazio diferentzialak aurkituko ditugu. Kasu hauetan
zenbakizko metodoek soluzicen balio hurbilduak emango dituzte.
Honek eta  konputagailu elektrikoen erabileraren gorakadak,
zenbakizko metodoak matematika aplikatuko problemen ebazpenerako
tresna interesgarriak izatea ondorioztatu dute.

1.2 Hurbilketa-errorea

Ohizko metodoak kontsideratu baino lehen, errore-mota desberdinak
aztertuko dira, metodoaren hautapena  soluzio hurbilduaren
zehaztasunaren araberakoa izango baita.

1.2.1 Biribiltze-errorea.

Erabilitako programaren ezaugarriekin asoziaturik dago.
Orokorrean, makinak bil ditzakeen digitu esangarriak baino gehiago
dituen zenbakizko datu baten tratamenduak, biribildutako balio
batez hurbildua izatea eskatzen du. Horrela, biribiltze-errorea
deritzona sortuko da. Ebaluazio =zailekoa da, lengoaia beraren,
erabilitako zehaztasunaren, eta neurri handi batetan, algoritmoa
garatzeko ezarritako ordenaren araberakoa izango baita.

1.2.2 Mozte-errorea.

Kalkuluan erabiltzen diren hurbilketen ondorio zuzena da, funtsean
serie infinitu bat ber gai-kopuru finitu batez ordezkatzen denean,
(seriearen mozketa). Lehenengo metodotik bereizteko, errore hau
aplikatuko den zenbakizko metodoaren araberakoa izango da, eta ez
erabilitako kalkulu-makinaren araberakoa.
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1.2.3 Hedatze-errorea.

Kalkulu-prozesuan zehar eginiko aurreko erroreen pilatzearen
ondorioa da.

1.2.4 Behatutako erroreak.

Orain arte aipatutako errore-iturrien arabera, behatutako erroreak
ondoko motakoak izan daitezke:

A) Errore lokala: kalkulu-prozesuko pausu bakoitzean emango dena
da.

B) Errore globala: soluzio zehatzaren eta kalkulatutako balioaren
arteko diferentzia da.

2. LEHEN ORDENAKO EKUAZIO DIFERENTZIALAK

Biz hastapen-baliotako ondoko problema:

)

vy = f(x,y) i, yix )=y, (21

beraren soluzioa PO(XO,yO) puntutik pasatzen den integral-sortako

kurba bat izanik.

Orokorrean, zenbakizko soluzioa, benetako y = g(x) soluzioa

oinarri-puntuetarako kopuru finitu batez  hurbiltzean datza,

soluzioaren deribatuaren aldez aurreko estimaziotik hasita

oinarri-puntuez bananduriko azpitarteetan.

Praktikan, aurrez finkatutako (xo,x) tarte batetako n puntu
n

distantzikide hartuko dira. Azpitarte bakoitzaren h luzerari

urratsa deritzo.

h=(x -x)/n
n 0
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deribatua Pi[xi,g(xi)] puntuan, era honetan hurbilduko da,

f[xi,g(xi)] = f(xi,yi), (3]

g(x ) funtzioaren balio zehatza, aurretik kalkulatu den y balio
1 1

hurbilduaz  ordezkatuz. Era  honetan, ekuazioaren zenbakizko
soluzioa, n oinarri-puntuei dagozkien funtzioaren balioez
osotutako balio-taula izango da.

2.1 Zenbakizko metodoen sailkapena

Soluzioa den kurbaren jatorrizko puntu bati dagokion Yin balioa
1

kalkulatzeko dugun informazioaren arabera, bi Kkategoria nagusi
ezberdinduko dira:

2.1.1 Urrats bakarreko edo urrats arrunteko metodoa.

Metodo hauetan Vi balica kalkulatzeko, aurreko P  puntuari
1 1

buruzko informazioa belll(ar da soilik. Funtzioaren Taylor-en

garapena erabiltzlen da, h" berredurarainoko gaiak aukeraturik eta
+ . . .

mozte-errorea h gaia izanik.

Metodoaren ordena deritzon k zenbaki 0soa, zenbakizko
hurbilketaren kalitatearen adierazlea da. Dena den, ordena
handiagotzean, beharrezkoak diren kalkulu-eragiketen kopurua

handitu egingo da, eta ondorioz, erabiliko den ordenadoreak
memoria-ahalmen handiagoa beharko du.

Urrats bakarreko metodoaren formulazioa ondokoa da,

A A éh, (4]

1+

non V. balio aktuala, 'y  aurreko baliotik lortuko den,
1

i+l
horretarako kurba integralaren maldaren hurbilketa modura, (hots,
deribatu modura) ¢ balioa harturik.
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Urrats arrunteko metodoek ez dute deribaturik kalkulatzen, baina
funtzioa puntu ezberdinetan ebaluatzea behar dute. Komenigarria
bada, kalkulu-prozesua hasita h wurratsa alda daiteke. Honek
kalkulu-prozesua berriro hastea ekarriko du. Metodo hauen artean,
ordena ezberdinetako Euler eta Runge-Kutta-renak nabarmendu behar
dira.

2.1.2 Zuzentzaile-aurresale metodoak, edo zenbait urratsetakoak.

Metodo hauek Vi puntu berri baten kalkulurako aldez aurreko
1

puntuei buruzko informazioa eta ekuazio zuzentzaile eta ekuazio
aurresale deritzen bi formula erabiliko dituzte. Prozesua hurrengo
lerrotan aipatuko dena da.

Hasteko ekuazio aurresalea aplikatuko da, eta n puntutatik hasita,

P . puntuaren oso fina ez den yp . estimazio egina eta
n+ n+

y, = f(xm, v ) (5]

n+l1 1 n+l

deribatua determinatuko da.

Jarraian, ekuazio zuzentzailearen bidez eta aurreko formula

erabiliz, yc1 balio hobetua lortuko da, eta honekin berriro
n+

estimatuko da deribatua:

y o= Ak L yE ), (6]

n+l +1 n+l

[5] eta [6] balicen arteko kendura nahiko txikia bada, orduan y "
n

kalkulatzeko, beraietariko edozein erabiliko da. Kontrako kasuan,
[6] baliocaren bidez funtzioaren balio hobetu berri bat kalkulatu
eta prozesua errepikatu egingo da.

Orokorrean, metodo hauek urrats bakarrekoekin konparatuz duten
abantaila, kalkulu-kopuru txikiagoa behar izatea da. Dena den,
aipatzekoak diren bi desabantail dituzte:
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a) Soilik y(xo) hastapen-balioa ezagutzen bada, orduan kalkuluaren

hasierari urrats arrunteko metodo batek lagundu behar dio.
b) Kalkulu-prozesua hasita dagoela, zaila da h urratsa aldatzea.
Talde honen barruan, aipagarriak dira Milne, Hamming eta

Adams-Bashforth-en metodoak.

2.2 Euler-en metodoa

Metodo arruntena da, baina kasu praktiko gehienetan ez da
gomendagarria izango, lortuko duen zehaztasuna nahiko mugatua
delako. Hala ere, interes didaktiko handikoa da.

Kontsidera dezagun berriro ere lehenago ikusitako hastapen-
baliotako hurrengo problema:

y = f(x,y) (1], yix) =y, - [2]
X, puntutik hasita, y = g(x) soluzioaren Taylor-en seriezko
garapena,
12
y(x0 + h) = y(xo) + hf[xo,y(xo)] * o7 f [xo,y(xo)] + ... [3]

adierazpenaz emanik dator.

Urratsaren balioa behar den besteko txikia bada, [3] adierazpenean
bat baino handiagoko maila duten gaiak arbuiatu ondoren, hurrengo
hurbilketa ondorioztatuko da:

y(x + h) = y(xo) + hf[xo,y(xo)]. (4]
Aztertzen ari garen [xo, xn] tartean, h urrats txikiko
1

x,=xo+ih, i=0,1, 2, ..., n

distantzikideak diren oinarri-puntuetako sistema kontsideratuz
gero, [4] hurbilketatik  Euler-en  algoritmoaren formulazioa
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ondorioztatuko da:

y, = y(xo) + hf[xo,y(xo)], (5]
y. .=y +hf(x ,y), izl (6]
i+1 i . i i
Honen arabera, X, puntuan maldaren hurbilketa ¢ = f(x,y)
1 1

deribatuaren balioa izango da, non y  delakoa aurreko urratsean
1

estimaturiko soluzioaren balioa den.

Metodo hau lehenengo ordenakoa da, eta beraren errorea Taylor-en
serieko lehen maila baino altuagoko gaiak arbuiatzetik
ondorioztatuko da. h-ren balio txikietarako mozte-errore lokalak
ondokoak dira:

n2

[et| =20

| o,y ()]

, « e (x, x ).
i i+l

Taylor-en serieak errore lokalaren hurbilketa bat emango diguy,
baina ez du hedapen-neurri ez mozte-errore globalik emango.
Gainera, problema errealetan erabiltzen diren funtzioetan errorea
ebaluatzeko zaila izaten da Taylor-en seriearen bidezko deribatuak
kalkulatzea.

Hala eta guztiz ere, murrizketa hauek izan arren, Taylor-en

serieak Euler-en algoritmoaren portaerari buruzko ideia
baliagarria emango digu. Nahiz eta errore lokala bigarren
ordenakoa (h™-rekiko proportzionala) izan, errore lokalen

hedapenaren azterketak mozte-errore globala lehen ordenakoa dela
frogatuko du, (h-rekiko proportzionala).

Azkenik, h urratsaren neurria estutuz, errorea txikiago egin
daitekeela adierazi behar da. Hala ere, errore-maila
moderatuetarako, kalkulua egitean esfortzu handia behar da. Beraz,
praktikan goi-ordenako algoritmoetara joko dugu, berauek kalkulu
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baliokideetarako soluzio zehatzagoak ondorioztatuko baitituzte.

2.2.1. Interpretazio geometrikoa.

Algoritmoaren lehenengo formula, [S5]-a alegia, kurba
Po(xo’ yo) puntuan duen zuzen tangentearen ekuazioa

soluzioaren hurbilketa (xo, X1) azpitartean, Kkurba

Po*rekiko tangenteaz ordezkatutakoan ondorioztatuko da (1

i =1, 2, ..., n balioetarako, [6] adierazpena
zenbakizko balioa  kalkulatuko da. Hau, grafikoki
poligonoa deritzonaren bidez adieraziko da, =zeinaren

erpin bakoitzean duten malda, puntu horretatik pasatzen
integralarenaren berdina den.(2 irudia).

integralak
da. Hots,

integrala

irudia).

aplikatuz,
Euler-en
aldeek Pi

den kurba

1 irudia 2 irudia
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2.3 Euler-en metodo hobetua

Euler-en algoritmoaren errore-iturri nagusia honetan datza,

alegia, (x, x. 1) tarte partzialaren mutur-puntu batetan eginiko
1 1+

deribatuaren estimazioa, tarte osoan zehar aldakuntzarik gabe
aplikatzean. FEuler-en metodoa jarraian bi aldiz aplikatuz gero,
deribatuaren ebaluazioa findu egingo da, eta ondorioz,
algoritmoaren  hobekuntza lortuko da. Lehenengo aplikazioan
soluzioaren hasierako hurbilketa bat aurkituko da, hots,

*
y =y +hflx, y), (7]
i+1 i i i
>
honetatik hasita f(x. iy y_+1~) malda P_+1 puntuan ebaluatuko
1+ 1 1
delarik. Maldak tartean duen baliotzat, mutur-puntuetako

hurbilketen batezbestekoa hartuko da.

Horrela, ondoko estimazioa ondoriozta daiteke:

Yo =y v e lfx, y) sk, Ly . (8]

i+1 i+1 i+1

(7} eta [8] ekuazioek FEuler-en metodo hobetuaren algoritmoa
osotuko dute, halaber Heun-en metodoa deritzona. Berez, urrats
bakarreko metodo zuzentzaile-aurresale bat da, [7] adierazpenak
tarteko eskuin-muturren deribatuak duen balioa hobetzeko balioko
duen Y., Cen bitarteko bat emango baitu. Hortik, hobekuntza

eginda, muturretako balioen batezbestekoaren bidez, [8] ekuazio
zuzentzailean aplikatuko dugu.

2.3.1 Interpretazio geometrikoa.

*
[7] ekuazio aurresalean y. . balioa, P puntutik pasatzen den
1+ 1
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m = f(x ,y.) maldako zuzenaren Xx. ,Cen duen ordenatua da. [8]
1 1 1+
ekuazio zuzentzailearen yi . balioa, Pi-tik pasatzen den zuzenaren
+

ordenatua da, zuzen horren m malda ondoko batezbestekoa delarik:

m =f(x,y) m =f(x ,yf ), — m=(m + m)/2.
1 i i 2 i+l i+1 1 2

i i+1

3 irudia. Euler-en algoritmo hobetua.

2.4 Euler-en metodo modifikatua

Euler-en algoritmo hobetuan bezala, hemen ere bi aldiz jarraian

Euler-en algoritmoa aplikatuko da. Lehenengoan, (xi, x“l)

tarteko (x_ + 0,5h) puntu zentralean soluzioak duen aurresana
1

ondorioztatuko da.

*

yi+l/2

=, + O,Shf(xi, Yi). [9]
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Tarteko erdiko puntuan maldak duen estimazio bat lortzeko balio
du. Ondorioztatutako balio hobetua, tarte osoan batezbesteko
modura erabiliko da, Euler-en algoritmoaren aplikazio berri
batetan, hau da:

Yooy =¥ * hf[xi+ 0,5h, y,o* O,Shf(xi, yi)]. [10]

2.4.1. Interpretazio geometrikoa.

Kasu honetan, y. . estimazioa, P  puntutik pasatzen den zuzenak
1+ 1

X, "en duen ordenatua da. Zuzenaren malda, (x. + 0,5h) delakoa,
1+ 1

*
tartearen zentrua abzisatzat eta (y. 1/2) ordenatutzat dituen
1+

kurba integralaren malda da.

4 irudia. Euler-en algoritmo modifikatua.
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2.5 Runge-Kutta-ren algoritmoak

k. ordenako algoritmoak determinatzeko Taylor-en serieen
. . k . .

aplikazioak, hots, h  berredura duen serieko gaian moztean,

praktikan ez dauka interesik, orokorrean goi-ordenako deribatuen

kalkulua ez baita erraza.

Hala eta guztiz ere, soilik lehen ordenako deribatuen kalkulua
behar duten urrats arrunteko algoritmoak lor daitezke, horrelakoen
zehaztasuna Taylor-en formulan oinarritutako goi-ordenako metodoen
baliokidea izango delarik.

"Runge-Kutta-ren (RK-ren) algoritmoak” izen orokorraren barnean,
batez ere 2., 3. eta 4. ordenako ekuazio diferentzialen zenbakizko
ebazpenari buruzko metodo-familia bat adierazi ohi da, hots,
soluzioaren Taylor-en serifzko garapenaren baliokideak diren
hurbilketak, h’, h eta h  gaiak barne dituztelarik, hurrenez
hurren. Algoritmo hauen adierazpen orokorra hurrengoa dugu,

V., =¥, tex,y.hh [11]

i+1

non ¢(x ,y ,h) gehikuntza-funtzioak maldak (xi, x“l) tartean duen
1 )3

batezbesteko hurbilketa bat adieraziko duen. Era egokian aukeratu
beharko dugu, noski.

¢ funtzioaren adierazpen orokorra ondokoa da:

¢(X1’y1’h) =ak +ak +ak +ak + ...[12]

[12]-aren batugai-kopurua algoritmoaren ordenaren berdina da. a,

a, a_, a, ..koefizienteak konstanteak dira, eta k, k , k,
2 3 4 1 2 3

direlakoak (x , x. 1) tarteko puntu ezberdinetan deribatuak dituen
1 1+

hurbilketak dira. Azken hauek, metodoaren ordenaren arabera,
[11]1-[12] adierazpenak, h-ren berreduratako gaietarainoko
Taylor-en formularen garapenaz berdinduz  kalkulatuko dira.
Horrela, kj—r‘ako errepikapen-formulak ondokoak dira:
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k =flx,y)
1 1

k =f(x +mh, y +n kh),
2 i 1 i 11 1

~
Il

f(x +mh, y +n _kh+n_ kh),
3 i 2 i 21 1 22 2

k =f(lx +mh,y +n_kh+n kh+n kh).
i 3 i 311 32 2 33 3
Hurrengo atalean ikusiko dugunez, Euler-en lehen eta bigarren

ordenako algoritmo modifikatu eta hobetuek RK-ren kasu
partikularrak dira.

2.5.1 Bigarren ordenako algoritmoak.

Kasu honetarako [11]-[12] adierazpenaren formulazioa hurrengoa da:

y. =y + (alk1 + azkz)h, {13]

k =f(x, vy ); k =f(x +mh, y +n_ k h). [14]
1 i i 2 i 1 i 11 1

Koefizienteak kalkulatzeko, Vi Taylor-en bigarren ordenako
1

garapenaz berdinduko da. Horrela,

2
h™ ,
Yier =Y +hf(xi, yi)+§f(xi’yi) [15]
, _af | of
dugu, non f (xi,yi) =3zt 3y y' den.

[13] eta [15]-eko gaiak identifikatuz, y. . delakoaren adierazpen
1+

biak baliokideak izan daitezen, koefizienteen lotura-ekuazioak
ezarriko dira, hau da,
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a +a =1, a +m = 1/2, a +n =1/2, [16]
1 2 2 1 2 11

infinitu soluzio dituen hiru ekuazio eta lau ezezagunetako sistema
osotzeko dutelarik. Bigarren ordenako algoritmo horietariko bat
determinatzeko nahikoa izango da koefiziente bat finkatzea eta
[16] sistemaren gainontzeko soluzioak kalkulatzea.

Hurrengo koefizienteetarako, Euler-en bigarren ordenako
algoritmoak Runge-Kutta-renak dira:

Fuler-en algoritmo hobetua (a2 = 1/2):
h
y. o=y + |flx,y )+ flx .y +hflx,y)l| 5, [7]-[8]
i+1 i i i i+l i i i 2
a = /2, a = 1/2, m =1, =1
2 1 1 1
Fuler-en algoritmo modifikatua (a2 = 1)
Vo, =Yt flx + 0,5h, y + 0,5hf(x_, y )lh, [10]
i+ 1 1 1 1 1
a =1, a =0, m = 0,5, = 0,5
2 1 1 11

Bigarren ordenako gainontzeko algoritmoen artean, Ralston-ena
aipatu behar da. a, = 2/3 hartuta lortuko da, eta mozte-errorearen

limite minimoa emango du.
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Ralston-en algoritmoa.

a =2/3, a =1/3, m =3/4, n = 3/4
2 1 1 11

v, =y + (k1/3 + 2k2/3)h, [17]
1

k = f(x ,y ); k = f(x + 3h/4, y + 3k1h/4). [18]
1

2.5.2 Hirugarren ordenako algoritmoak.

Orain, [11]-{12] adierazpenen formulazioa ondokoa da:

y. =y +(ak +ak + ak)h, [19]
i+l i 11 2 2 3 3
k =f{x,y ),
1 i 1
k =f(x +mh, y +n kh), [20]
2 i 1 i 11
k =f(x +mh, vy +n kh+n k h).
3 i 2 i 211 22 2
[19] adierazpena Taylor-en hirugarren ordenako garapenaz

identifikatu eta gero, sei ekuazio eta zortzi ezezagunetako
sistema bat ondorioztatuko da. Koefizientetariko bi finkatutakoan,
beste guztiak determina daitezke. Hirugarren ordenako algoritmoen
artean, erabiliena hurrengoa dugu:

y. =y + (k1 + 4k2 + k3)h/6, [21]
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k hurbilketetarako ondoko balioak hartuko direlarik:

k

k

k

= f(x,y ),

1 i i

2= f(x + 0.5h, y + O‘Sklh), [22]
1 1

= f(x + h, y -k h + 2k _h).

3 i i 1 2

Oharra: f funtzioa aldagai bakarrekoa bada, orduan algoritmo honen
kasu partikularra den Simpson-en integrazio-erregela lortzen da.

2.5.3 Laugarren ordenako algoritmoak.

Algoritmo hauek praktikan gehien erabiltzen direnak dira. Aurreko
kasuetan bezala, bertsio ugari dago. Ezagunena hurrengoa da:

A [k1 + 2k2 + 2k3 + k4]h/6, (23]
k =f(x, vy ),
1 i i
k = f(x + 0.5h, y + 0.5k h),
2 i i 1
‘ [24]
k = f(x + 0.5h, y + 0.5k _h),
3 i i 2
k = f(x + h, y + kh).
4 i i 3
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Adibidea.- Erabil bitez urrats arrunteko hurrengo algoritmoak,
a) Euler-ena, b) Euler-en hobetua,

c) Euler-en modifikatua, d) Ralston-ena,

e) hirugarren ordenako Runge-Kutta-rena,

f) laugarren ordenako RK-rena,

hastapen-baliotako

, 1 + x
yz__X

1+x2

, y(0) =1

IA

problema, zenbakizko metodoen bidez ebazteko O
urratsa h = 0,1 izanik.

X = | tartean eta

E: FEkuazio lineal hau ariketen atalean ebatzita dago eta beraren
soluzio zehatza ondokoa da:

y=\/1+x2+x.

Beraren zenbakizko tratamendua 286 serieko ordenadore pertsonal
batez, zehaztasun bikoitzeko Basic programen bidez egin da, kasu
bakoitzean dagozkien algoritmoak erabili direlarik.

Hurbilketen kalitatearen Kkontrastea, kasu bakoitzari dagozkion
errore-zutabeak konparaturik ikus daiteke.
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10 REM "EULER-EN METODOA"
15 DEFDBL A-H,0-Z

20 CLS

30 DIM X(100), Y(100), YP(100), YE(100)

40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA"

50 INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT" Y(X0) = BALIOA", Y(1)
60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N+1

70 INPUT "URRATSAREN LUZERA =", H

80 DEF FNG(X) = SQR(1 + X*X) + X

90 DEF FND(X, Y) = (1 + X*Y)/(1 + X*X)

IO0O FOR I =1TO N

110 YP(I) FND(X(I), Y(I))
120 X(I + 1) = X(I) + H

130 Y(I + 1) = Y(I) + H*YP(I)
140 NEXT : PRINT

150 PRINT TAB(O) " X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";
160 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"
170 PRINT "-—---===-mmmmmmm o "

180 PRINT "-—--emmmmmmmm e - "
19O FOR I =1 TO N

200 PRINT TAB(O) USING "##.#"; X(I);

YE(I) = FNG(X(I))

: PRINT TAB(11) USING "##. ##

" YD, PRINT TAB(25) USING "#it. ######~~""; YE(I);
210 PRINT TAB(40) USING "#i#. #i#t####°~"""; ABS(YE(I) - Y(I))
220 NEXT I
230 END
X0 BALIOA = 0 PUNTU-KOPURUA = 10
Y(X0} BALIOA = l URRATSAREN LUZERA = .1
X BALIOCA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
0.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.100000D+00 1.104988D+00 4.987597D-03
0.2 1.209901D+00 1.219804D+00 9.902892D-03
0.3 1.329322D+00 1.344031D+00 1.470850D-02
0.4 1.457652D+00 1.477033D+00 1.938079D-02
0.5 1.594123D+00 1.618034D+00 2.391111D-02
0.6 1.737888D+00 1.766190D+00 2.830258D-02
0.7 1.888089D+00 1.920656D+00 3.256682D-02
0.8 2.043905D+00 2.080625D+00 3.671987D-02
0.9 2.204583D+00 2.245362D+00 4.077914D-02
1.0 2.369452D+00 2.414214D+00 4.476147D-02
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10 REM "EULER-EN METODO HOBETUA"

15 DEFDBL A-H,0-Z

20 CLS

30 DIM X(100), Y(100), YP(100), YE(100)

40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA"

50 INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT " Y(X0) = BALIOA", Y(1)
60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N =N + 1

70 INPUT "URRATSAREN LUZERA ", H

80 DEF FNG(X) = SQR(l + X*X) + X

90 DEF FND(X, Y) = (1 + X*Y)/(1 + X*X)

100 FOR I =1 TO N

110 YP(I) = FND(X(I), Y(I)) : YE(I) = FNG(X(I))

120 X(I + 1) = X(I) + H

130 Y(I + 1) = Y(I) + H/2*(YP(I) + FND(X(I + 1), Y(I) + H*YP(I)))
140 NEXT I : PRINT

150 PRINT TAB(O) " X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA",

160 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"

170 PRINT "——--——ommmmm oo "
180 PRINT "----------mmmmmm oo "

190 FOR I =1 TO N

200 PRINT TAB(0) USING "##.#"; X(I); : PRINT TAB(11) USING "##.3###

###°°"""; Y(I); : PRINT TAB(25) USING "##. ######°°°"; YE(I);
210 PRINT TAB(40) USING "##. ######~"~""; ABS(YE(I) - Y(D))
220 NEXT 1
230 END
X0 BALIOA = 0 PUNTU-KOPURUA = 10
Y(X0) BALIOA = 1 URRATSAREN LUZERA = .1
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
0.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.104950D+00 1.104988D+00 3.710242D-05
0.2 1.219684D+00 1.219804D+00 1.197255D-04
0.3 1.343791D+00 1.344031D+00 2.396512D-04
0.4 1.476647D+00 1.477033D+00 3.861015D-04
0.5 1.617485D+00 1.618034D+00 5.488552D-04
0.6 1.765471D+00 1.766190D+00 7.191089D-04
0.7 1.919765D+00 1.920656D+00 8.907144D-04
0.8 2.079565D+00 2.080625D+00 1.059796D-03
0.9 2.244138D+00 2.245362D+00 1.224235D-03
1.0 2.412830D+00 2.414214D+00 1.383203D-03
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10 REM "EULER-EN METODO MODIFIKATUA"

15 DEFDBL A-H,0-Z

20 CLS

30 DIM X(100), Y(100), YP(100), YE(100)
40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA"

50 INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT " Y(XO) = BALIOA", Y(1)
60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N + |
70 INPUT "URRATSAREN LUZERA =", H

80 DEF FNG(X) = SQR(1 + X*X) + X

90 DEF FND(X, Y) = (I + X*Y)/(1 + X*X)

100 FOR I =1TO N

110 YP(I) = FND(X(I), Y(I) YE(I) = FNG(X(D))
120 X(I + 1) = X(I) + H
130 Y(I + 1) = Y(I) + H*FND(X(I) + .5*H, Y(I) + .S*H*YP(I))

140 NEXT I : PRINT

150 PRINT TAB(0) " X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";
160 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"
170 PRINT "—==--—memmmmo oo o "

180 PRINT "—---=-mmmmmmmmmm e "

190 FOR I =1 TO N

200 PRINT TAB(O) USING "##.#"; X(I); : PRINT TAB(11) USING "##.#it#

#HH~ YD), PRINT TAB(25) USING "##. ##i##t#~~~"; YE(I);
210 PRINT TAB(40) USING "## ######~~""; ABS(YE(I) - Y(I))
220 NEXT 1
230 END
X0 BALIOA = 0 PUNTU-KOPURUA = 10
Y(X0) BALIOA = 1 URRATSAREN LUZERA = .1
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
0.0 1.000000D+00C 1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.104988D+00 1.104988D+00 6.629345D-08
0.2 1.219804D+00 1.219804D+00 2.714956D-07
0.3 1.344030D+00 1.344031D+00 9.523407D-07
0.4 1.477031D+00 1.477033D+00 1.963952D-06
0.5 1.618031D+00 1.618034D+00 3.444040D-06
0.6 1.766185D+00 1.766190D+00 5.111082D-06
0.7 1.920649D+00 1.920656D+00 6.913704D-06
0.8 2.080616D+00 2.080625D+00 8.782821D-06
0.9 2.245352D+00 2.245362D+00 1.060656D-05
1.0 2.414201D+00 2.414214D+00 1.232161D-05
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10 REM " RALSTON-EN METODOA "

15 DEFDBL A-H,0-Z

20CLS

30 DIM X(100), Y(100), YP(100), YE(100)

40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA "

50 INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT " Y(X0) = BALIOA", Y(1)

60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N+1

70 INPUT "URRATSAREN LUZERA =", H

80 DEF FNG(X) = SQR(1l + X*X) + X

90 DEF FND(X, Y) = (1 + X*Y)/(1 + X*X)

100 FOR I =1TO N

110 K1 = FND(X(I), Y(I)):K2 = FND(X(I) + .75*H, Y(I) + .75*KI1*H)

120 YE(I) = FNG(X(I))

130 X(I + 1) = X(I) + H

140 Y(I + 1) = Y(I) + H*(K1/3 + 2*K2/3)

150 NEXT I : PRINT

160 PRINT TAB(O) " X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";

170 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"

180 PRINT "-=-———cem e "

190 PRINT "----——mmmmmmmmm oo "

200 FOR I =1 TO N

210 PRINT TAB(O) USING "##.#"; X(I); : PRINT TAB(11) USING "##. #itt
###°~"" Y(1); ¢ PRINT TAB(25) USING "##. #itt###~~~"; YE(I);

220 PRINT TAB(40) USING "ii. ######~~"; ABS(YE(I) - Y(I))
230 NEXT 1
240 END
X0 BALIOA = 0 PUNTU-KOPURUA = 10
Y(X0) BALIOA = 1 URRATSAREN LUZERA = .1
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
0.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.104972D+00 1.104988D+00 1.556873D-05
0.2 1.219750D+00 1.219804D+00 5.435944D-05
0.3 1.343918D+00 1.344031D+00 1.126289D-04
0.4 1.476848D+00 1.477033D+00 1.849651D-04
0.5 1.617768D+00 1.618034D+00 2.662420D-04
0.6 1.765839D+00 1.766190D+00 3.517866D-04
0.7 1.920217D+00 1.920656D+00 4.383564D-04
0.8 2.080101D+00 2.080625D+00 5.238533D-04
0.9 2.244755D+00 2.245362D+00 6.070495D-04
1.0 2.413526D+00 2.414214D+00 6.874681D-04
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10 REM " RUNGE-KUTTA-REN HIRUGARREN ORDENAKO METODOA"

15 DEFDBL A-H,0-Z

20 CLS

30 DIM X(100), Y(100), YP(100), YE(100)

40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA "

50 INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT " Y(X0) = BALIOA", Y(1)
60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N+1

70 INPUT "URRATSAREN LUZERA =", H

80 DEF FNG(X) = SQR(1 + X*X) + X

90 DEF FND(X, Y) = (1 + X*Y)/(1 + X*X)

100 FOR I =1TO N

110 K1 = FND(X(I), Y(I)) : K2 = FND(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K1*H)
120 K3 = FND(X(I) + H, Y(I) - KI*H + 2*K2*H)

130 YE(I) = FNG(X(I))

140 X(I + 1) = X(I) + H

150 Y(I + 1) = Y(I) + H*(Kl + 4*K2 + K3)/6

160 NEXT I : PRINT

170 PRINT TAB(0) "X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";

180 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"

190 PRINT "----m-mmm oo e "

200 PRINT "--=--==—mmmmmm oo "

210 FOR I =1TO N

220 PRINT TAB(O) USING "#i.#"; X(I); : PRINT TAB(11) USING "##. #it

#H#°" Y(I); @ PRINT TAB(25) USING "#if. 4~ YE(D);

230 PRINT TAB(40) USING "#it. ######~~"; ABS(YE(I) - Y(I))

240 NEXT 1

250 END
X0 BALIOA = PUNTU-KOPURUA = 10
Y(X0) BALIOA = 1 URRATSAREN LUZERA = .1

X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS

0.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.104992D+00 1.104988D+00 4.045169D-06
0.2 1.219812D+00 1.219804D+00 7.796288D-06
0.3 1.344042D+00 1.344031D+00 1.084010D-05
0.4 1.477046D+00 1.477033D+00 1.326402D-05
0.5 1.618049D+00 1.618034D+00 1.493295D-05
0.6 1.766207D+00 1.766190D+00 1.616478D-05
0.7 1.920673D+00 1.920656D+00 1.704693D-05
0.8 2.080643D+00 2.080625D+00 1.767476D-05
0.9 2.245381D+00 2.245362D+00 1.823107D-05
1.0 2.414232D+00 2.414214D+00 1.881123D-05



294 / ZENBAKIZKO METODOAK

10 REM " RUNGE-KUTTA-REN LAUGARREN ORDENAKO METODOA"
1S DEFDBL A-H,0-Z

20
30
40

CLS

DIM X(100), Y(100), YP(100), YE(100)
PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA "

50 INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT " Y(X0) = BALIOA", Y(1)
60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N : N=N +1

70 INPUT "URRATSAREN LUZERA = ", H

80 DEF FNG(X) = SQR(1 + X*X) + X

90 DEF FND(X, Y) = (1 + X*Y)/(1 + X*X)

100 FOR I =1 TO N
110 K1 = FND(X(I), Y(I)) :

120 K2 = FND(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K1*H)
130 K3 = FND(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K2*H)
140 K4 = FND(X(I) + H, Y(I) + K3*H)
150 YE(I) = FNG(X(I))
160 X(I + 1) = X(I) + H
170 Y(I + 1) = Y(I) + H*(K1 + 2*K2 + 2*K3 + K4)/6
180 NEXT I : PRINT
190 PRINT TAB(0) "X BALIOA"; TAB(i1) "Y HURBILDUA";
200 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"
210 PRINT "————————-—————--——-—--——j ----- "
220 PRINT "--=--——mm oo "
230 FOR I =1 TO N
240 PRINT TAB(O) USING "##.4#"; X(I); : PRINT TAB(11) USING "#i.###
#Hf- YD), PRINT TAB(25) USING "#i#. ###t###~~~""; YE(I);
250 PRINT TAB(40) USING "##. ######~~"""; ABS(YE(D) - Y(I))
260 NEXT I
270 END
X0 BALIOA = 0 PUNTU-KOPURUA =
Y(X0) BALIOA = 1 URRATSAREN LUZERA =
X_BALIOA __ Y HURBILDUA ____ Y _ZEHATZA _____ ERRORE_ABS__
0.0 1.000000D+00  1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.104988D+00 1.104988D+00 1.589457D-08
0.2 1.219804D+00 1.219804D+00 9.536743D~-08
0.3 1.344031D+00 1.344031D+00 1.271566D-07
0.4 1.477033D+00 1.477033D+00 2.463659D-07
0.5 1.618034D+00 1.618034D+00 2.463659D-07
0.6 1.766191D+00 1.766190D+00 2.861023D-07
0.7 1.920656D+00 1.920656D+00 3.099442D-07
0.8 2.080625D+00 2.080625D+00 3.019969D-07
0.9 2.245363D+00 2.245362D+00 3.019969D-07
1.0 2.414214D+00 2.414214D+00 3.417333D-07
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3. GOI-ORDENAKO SISTEMA ETA EKUAZIOAK

3.1 Era normalean adierazitako sistemak

Ekuazio arruntetarako erabilitako urrats bakarreko algoritmoak,
era normalean adierazita, ekuazio-sistemen kasurako ere
erabilgarriak dira; ekuazio bakoitzari aplikatzea besterik ez
dago. Ingeniaritzarako praktikan, sarritan ekuazio-kopuru handiko
sistemak daude. Horrek zenbakizko ebazpen-planteamenduak eskatzen
ditu. Gaia kokatzeko asmoz, bi ekuaziotako kasua aztertuko dugu,
errazena baita. Horretarako Runge-Kutta-ren laugarren ordenako
algoritmo klasikoa erabiliko dugu.

Bira era normalean adierazitako bi ekuazioz osoturiko hurrengo
sistema:

’

f(x,y,2), z’ = g(x,y,2) (1]

y

eta

y(0) =y, z(0) = z [2]

hastapen-baldintzak.

[23] eta [24]-ren arabera, RK-ren algoritmoaren formulazioa
ondokoa da:

v =y + [1(1 + 2k2 + 2k3 + k4]h/6, [25]

z =z + [p1 + 2p2 + 2p3 + p4]h/6, [26]

i+1 i
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non
k =flx,y, z),
1 i i i
p. =glx,y,z),
1 i i i
k = f(x + 0.5h, y + 0.5k h, z + 0.5p h),
2 i i 1 i 1
p_ = g(x + 0.5h, y + 0.5k h, z + 0.5p h),
2 i i 1 i 1
k = f(x + 0.5h, y + 0.5k h, z + 0.5p h),
3 i i 2 i 2
p. = g{x_+ 0.5h, y + 0.5k h, z_+ 0.5p h),
3 i i 2 i 2
k4 = f(xi + h, Y, +k3h, z + pah),
P, =8x +h y +kh z +ph)
diren.

Ekuazio-kopurua handia bada, aldaketak ezartzerakoan =zailtasunak
izango ditugu, emandako biribiltze-errorea kontrolatzea =zaila
izanik. Egoera honetan beste prozedura batzutara joko dugu,
adibidez Gill-enera, prozedura hauek RK-ren algoritmoa aldatuko
dutelarik.

3.2 Goi-ordenako ekuazio diferentzialak

Urrats arrunteko algoritmoa goi-ordenako ekuazioetarako aplikatzea
hurrengoan datza: posible denean, ekuazioa sistema baliokide
bilakatzean.

Adibidez, biz bigarren ordenako ondoko ekuazio diferentziala,

y’=gkx vy, 5),

yix )=y, y’(xo) =z hastapen-baldintzak izanik.
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y = z ordezkapenak emandako ekuazioa hurrengo sistema bilakatuko
du,

y' =z, z' = glx, y, 2),

yix ) =y, z(xo) =2z

direlarik.

Orain, aurreko puntuan deskribatutako algoritmoa aplikagarria da.

Adibidea.- Integratu hurrengo ekuazio diferentziala zenbakizko
metodoen bidez:

(x + 1)y - (3x + 4)y’ + 3y = (3x + 2)e>%, y(0) =1, y'(0) = 4.

E: y’’-arekiko ebatziz, eta y’ = 2z eginez,

., 3x + 4 3 (3x + 2)e*
+

x+17 "x+17 X + 1

, , _3x + 4

(3x + 2)e*
z - +
x + 1 X

1y x + 1

+|W

sistema eta y(0) = 1, z(0) = 4 hastapen-baldintzak lortuko dira.

Oharra: Aurreko adibide batetan ebatzitako ekuazio honek, ondoko
soluzio orokor eta partikularra ditu:

y=(A+x)e3x+B(3x+4) —_——  y = (1 + x)e
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PROGRAMAREN DESKRIKPZIOA

10 REM "GOI-ORDENAKO EKUAZIOTARAKO RK-REN 4. ORDENAKO METODOA"
15 DEFDBL A-H,0-Z

20 CLS

30 DIM X(100), Y(100), Z(100), YE(100)

40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA"

SO INPUT " XO = BALIOA", X(1) : INPUT " Y(X0) = BALIOA", Y(1)

60 INPUT " Z(X0) = BALIOA", Z(1)

70 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N+1

80 INPUT "URRATSAREN LUZERA =", H

90 DEF FNR(X) = (1 + X)*EXP(3*X)

100 DEF FNF(X,Y,Z) = Z

110 DEF FNG(X,Y,Z) =((3*X + 4)*Z - 3*Y + (3*X + 2)*EXP(3*X))/(X+1)
120 FOR I =1 TO N

130 K1 = FNF(X(I), Y(I), Z(I)) : Pl = FNG(X(I), Y(I), Z(I))

140 K2 = FNF(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*KI1*H, Z(I) + .5*PI*H)
150 P2 = FNG(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*KI*H, Z(I) + .5*PI*H)
160 K3 = FNF(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K2*H, Z(I) + .5*P2*H)
170 P3 = FNG(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K2*H, Z(I) + .5*P2*H)

180 K4 = FNF(

190 P4 = FNG(

200 YE(I) = FNR

210 X(I + 1) = X

220 Y(I + 1) = Y(I) + (KLl + 2*K2 + 2*K3 + K4)*H/6

230 Z(I + 1) = Z(I) + (Pl + 2*P2 + 2*P3 + P4)*H/6

240 NEXT I : PRINT

250 PRINT TAB(0) "X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";

260 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"

270 PRINT "-=memmm e "

280 PRINT "-~==-—--—mmm oo "

290 FOR I =1TON

300 PRINT TAB(0) USING "#i#.#"; X(I); : PRINT TAB(11) USING " ###
" Y(I); @ PRINT TAB(25) USING " ######~~"; YE(D);

310 PRINT TAB(40) USING "##. #ititt#~~~""; ABS(YE(I) - Y(I))

320 NEXT I

330 END

) + H, Y(I) + K3*H, Z(I) + P3*H)
+ H, Y(I) + K3*H, Z(1) + P3*H)
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LORTUTAKO EMAITZAK

HASTAPEN-BALDINTZAK:
X0 BALIOA = 0 ; Y(X0) BALIOA =1 ; Z(X0) BALIOA = 4

PUNTU-KOPURUA = 10 ; URRATSAREN LUZERA = .1
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
0.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
0.1 1.484799D+00 1.484845D+00 4.518827D-05
0.2 2.186418D+00 2.186543D+00 1.245499D-04
0.3 3.197227D+00 3.197484D+00 2.570311D-04
0.4 4.647691D+00 4.648164D+00 4.726410D-04
0.5 6.721720D+00 6.722533D+00 8.131504D-04
0.6 9.678093D+00 9.679434D+00 1.341565D-03
0.7 1.388033D+01 1.388249D+01 2.153587D-03
0.8 1.983833D+01 1.984172D+01 3.392919D-03
0.9 2.826624D+01 2.:827149D+01 5.246830D-03
1.0 4.016306D+01 4.017107D+01 8.014743D-03
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1. SARRERA ETA DEFINIZIOAK

1.1 Definizioak

Zenbait aldagairen menpeko funtzioen deribatu edo diferentzialak
dituzten ekuazioei, deribatu partzialetako ekuazio diferentzialak
deritze.

Ekuazio arrunten kasuan bezala, ekuazioaren ordena ordena handiena
duen deribatuarena da.

Bi aldagaietako funtzioen kasuan, z = z(x,y) denean alegia,
normalean lehen eta bigarren ordenako deribatuak idazteko, ondoko
notazioa erabili ohi da:

8z/8x = p, 8z/dy = q, 8°z/8x° =r, 8°2/9x8y = s, 8°2/3y° = t.

Ondoko adierazpeneko ekuazioei, lehen ordenako ekuazio lineal
ez-homogeno edo osotuak deritze:

Y X(x,x,...,X,2) =~ = Z(X,x,...,x ,2), i = 1,2,...,n,
X 1" 2 n
non 08z/0x_  deribatuekiko linealtasuna nabari daitekeen. Orokorrean
1

ez da funtzioarekiko linealtasunik adieraziko. Bigarren atala zero
bada, ekuazio lineal homogenoa dela diogu.

Adibidea.- Sailka bitez lehen ordenako hurrengo ekuazioak:

a) x(y-x)dz/8x + y(z-x)8z/8y = xyz < x(y-x) + y(z-x)q = xyz.

b) (8z/8x)(8z/8y) = xzy2 & pq = xzyz.

2

c) z(y -xz")dx + xzdy - 2xydz = O.

E: Lehenengoa ekuazio lineal osotua da, eta beste biak ez-linealak
dira. Hirugarrenari ekuazio diferentzial totala deritzo.
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1.2 Deribatu partzialetako ekuazioen jatorria

Ekuazio arrunten hedapen gisa, deribatu partzialetako ekuazioak
mota honetako problemetan ageri ohi dira:

1.2.1 Problema geometrikoak.

Plano tangenteekin, zuzen normalekin, zein hauez osoturiko
magnitudeekin  erlazionaturik  dauden  gainazalen  propietateak
aztertzean, lehen ordenako ekuazioak ondorioztatu ziren.

Gogora ekar dezagun ezen, plano tangentearen eta zuzen normalaren
ekuazioak z = z(x,y) gainazaleko P(x,y,z) puntuan, n = [p,q,-1]
bektore normalaren eta v = [X-x, Y-y, Z-z] posizio-bektorearen
arteko biderkaketa eskalarraren eta biderkaketa bektorialaren
anulaziotik ondorioztatzen direla, hurrenez hurren. Hau da:

PLANO TANGENTEA

v.n=0 — (X-x)p+(Y-y)g=2Z- z

ZUZEN NORMALA

Adibidea.- Lor bitez bere puntuetan hurrengo propietate hauek
betetzen dituzten gainazalei dagozkien ekuazio diferentzialak:

a) plano tangentea x/a = y/b = z/1 zuzenarekiko paraleloa da,
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b) plano tangentea Vo(xo, Yy zo) puntu finkotik pasatuko da,

E: Lehenengo kasua gainazal zilindrikoez osoturiko familia bat da.
Gainazal bakoitzeko edozein P(x,y,z) puntutan n = [p,q,-1] bektore
normala zuzenari asoziaturiko r = [a,b,1] bektorearekiko
ortogonala izango da. Honen ondorioz, hauen arteko biderkaketa

eskalarra nulua izango da.

r.n=0 —> [ab,lllp,g,-11 =0 =3 ap + bq = 1.

rla,b,1] T

Vix ,y ,z )
oo o

GAINAZAL ZILINDRIKOA GAINAZAL KONIKOA

Bigarren kasua gainazal konikoei dagokie. fi(zc,y,z) puntu aldakorra
V(xo,yo,zo) erpinarekin lotzen duen VP = [x-x ,y-y ,z—z°]
o o

bektorea gainazalarekiko plano tangentean edukita egon behar da,

hots, n = [p,q,-1] bektore normalarekiko ortogonala izango da.
Beraz, biderkaketa eskalarra nulua dugu:

VP.n = 0 > [x—xo,y—yo,z-zo][p,q,—ll =0= (x—xo)p + (y-yo)q =2z

‘<\V
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1.2.2 Problema fisikoak.

Askatasun-gradu bakarreko fenomeno fisikoak matematikoki
deskribatzean, ekuazio diferentzialak ondorioztatuko dira.
Fenomenoan agintzen duen legeak deribatu partzialak edo
diferentzialak izango dira. Adibideak:

A) (8u/ax)? + (8u/ay)? + (8u/82)% = n(x,y,2).

Ekuazio honek argi-izpiek ingurune ez-homogeno batetan duten
hedapena adierazten du, n(x,y,z) errefrakzio-indizea delarik.

B) au/at = a*(8%u/8x>).

Habe batetan zeharreko u(t,x) denbora eta puntuaren posizioaren
araberako tenperaturaren aldakuntza adierazten du.

") gu,2u,98_ 9

Laplace-ren ekuazioa deritzo. Fisika matematikoan oinarrizkoa da.
Funtzio harmonikoek betetzen dute; adibidez, kargarik gabeko
ingurune batetako eremu elektriko baten potentziala.

1.2.3 Hautazko konstanteen ezabapena.

Biz ondoko n parametroren menpeko jatorrizkoa,

Flx , x, ,x,z C, C,, ,C)=0 [1]

1 2 n 1 2 n
Bere aldagaietariko bat, =z adibidez, gainontzeko xl, x2, ces xn
aldagaien menpe inplizituki definituko du. [1] ekuazioa n

aldagaietariko bakoitzarekiko deribatzean, hurrengo n ekuazioak
lortuko dira:

oF  8F oz L
ax Tazax - LT b
1 1
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zeintzuek [l]-arekin batera, orokorrean C parametroak ezabatzea
1

ahalbidetuko duten. Era horretan ondoko erako lehen ordenako
deribatu partzialetako ekuazio ez-lineala ondorioztatuko da:

f(x, X, ..., X , 2z, 02/8X , 82/8% , ..., 8z/8x ) = O.
1 2 n 1 2 n

Adibidez, bi aldagai independenteren kasuan:

F(x,y,z,A,B) =0,
aF oF A eta B ezabatuz
13x "3zP= % > f(x,3,2,p,9) = 0.
dF aF
3y "8z1°

1.2.4 Hautazko funtzioen ezabapena.

Kontsidera dezagun
¢lulx,y,z), vix,y,2)] = 0 [2]

ekuazio funtzionala, non u eta v bi funtzio ezagun diren eta ¢
delakoa hautazko funtzio deribagarria.

[2] ekuazioak =z aldagaia X eta y-ren menpean inplizituki
definitzen badu, Z-ren deribazioak aldagai hauekiko
ekuazio-sistema bat ondorioztatuko du. Bertan ¢-ren deribatuak
ezabatuz, lehen ordenako deribatu partzialetako ekuazio lineal
batetara helduko gara, hots,

8¢ [ 8u . au ap [ov  av | _
ﬁ[&*ﬁﬂ*%[&*&ﬁ-a
8¢ [ du | du d¢ | dv  av _
ﬁ[ﬁ+é_zq]+6v[6y+azq]_o'
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Sistemaren bateragarritasunak, ¢-ren deribatuen koefizienteez
osoturiko determinante funtzionalak zero izan behar duela

exijitzen du:

du  du . 3v By
X dz P ox az p

du , du év , ov
gy T3z % 3y T az

Determinantea garatu eta ordenatuz, ondokoa lor daiteke:

du dv _ du dv du dv. du 8v| _ Ou dv _ 8u av
3z 9x _ ox o9z

3y 8z oz ay|° " “3x ay 3y %

Edo, determinante jacobiarren notazioa erabiliz,

(u,v) ~, D(u,v) ~_ D(u,v)
v,2) P " D(z,x) 1 T D(x,y)

alegia, ondoko erako deribatu partzialetako ekuazio lineala
daiteke:

X(x,y,2)p + Y(x,¥,2)q = Z(x,y,2).

(3]

lor ‘

(4]

Kontsiderazio geometrikoak

Ekuazio diferentzialetako sistemen  jatorriaz aritu  ginenean,
ondoko ekuazioen bidez adierazitako kurben kongruentzia suposatu

genuen:

>
Il

F(x,y,2,A,B) = 0, u(x,y,z),

0, B

G(x,y,2,A,B) v(x,y,z),

(5]

[6]

non u eta v funtzio uniformeak diren, izate-eremuko puntu
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bakoitzetik kongruentziako kurba bakar bat pasatuko delarik.

A eta B parametroen artean hautazko
#(A, B) =0 (7]

korrespondentzia biunibokoa ezarriz gero, kurba-sorta parametro
bakarrekoa da eta beraren leku geometrikoa gainazal-familia bat,
beraren Kkarakteristikoak edo sortzaileak kongruentziaren kurbak
direlarik. Familia honen ekuazio funtzionala lortzeko, [5], [6]
eta [7] ekuaziocak erabiliz A eta B parametroak ezabatuko dira.
Orduan, ondokoa lortuko da:

¢lulx,y,2), v(x,y,z)] = O. [2]=[8]

[8] gainazal-sortako gainazal bat aurkitzeko, hautazko ¢ funtzioa
partikularizatu behar da. Praktikan normalean bilatzen ari garen
gainazalaren kurba =zuzentzaile bat emango da, hots, sortzaileak
oinarritzeko kurba bat. Garbi dago zuzentzailea ez dela
kongruentziakoa izan behar, kasu horretan sortzaileetariko baten
berdina izango bailitzateke.

Zuzentzailea gainazalen ebakidura eran definiturik badago, hau da,

fl(x,y,z) =0 [9], f‘z(x,y,z) =0, [10]

orduan, ¢-ren kalkulua [5], [6], [9] eta [10] ekuazioen bidez x, ¥y
eta z ezabatuz lortuko da.

Bestalde, ekuazio parametrikoen bidez emanik badator, hots,
x = x(t) [11], y = y(t) [12], z = z(t), (13]

orduan, ¢ kalkulatzeko [5], [e6], [11], [12] eta [13] ekuazioen
bidez x, y, z eta t ezabatuko dira.

Adibidea.- Kalkulatu ¢[x2 + y2 + 22, xy22] = 0 funtzio-erlazioari
dagokion ekuazio diferentziala, eta determinatu
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zuzentzaileko gainazala.

2 2 2 2
E: u=Xx +y +z, vV = XyZ

funtzio laguntzaileak erabiliz, ekuazio funtzionala x eta y-rekiko
deribatuz, ondoko sistema lor daiteke:

% [2x + 2zp] + g—f [y22+ 2xyzpl = O,
¢ 3¢ 2 _
au 2y + 2zq] + v [xz"+ 2xyzq] = 0.

Sistema hau bateragarria denez, hurrengo determinantea nulua da:
2X + 2zp yz2 + 2Xyzp
2y + 2zq xz° + 2Xyzq
Hortik,
(2x + 22p)(xz2 + 2xyzq) - (2y + 22q)(yz2 + 2xyzp) = 0 —
x(z° - 2y9)p + y(2x° - 29)q = 2y

Orain, ¢(A,B) kalkulatzeko sistematik x, y eta z ezabatuko dira.
Era horretan, honakoa ondorioztatuko da:

x2+y2+22=A, xyzzzB, x2+y2=4, zz—xy=0 -

4+2°=A 2z'=B — (A-4°-B=¢AB =0
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A eta B ordezkatu ondoren, hurrengo gainazala lortuko da:

)2 2

(x2+y2+22-4 - xyz° = 0.

2. EKUAZIO LINEALEN INTEGRAZIOA. APLIKAZIOAK

Hasteko, har dezagun bi aldagai independentetako kasurik
arruntena, hots,

X(x,y,z)p + Y(x,y,2)q = Z(x,y,2), (1]
eta demagun u(x,y,z) = A ekuazioak [1] ekuazioaren soluzio den
z = z(x,y) funtzio bat inplizituki definitzen duela. Funtzio honen

p eta q deribatuak hurrengoak dira:

a_u+a_u :O__) =—?lj./a_x-%+_a£ =0_) ——M
ax "3z P P du/oz ° ay & 9z 4 1=~ Fuaz
Balio hauek [1] ekuazioan ordezkatu ondoren,
du du du
X&+Y§+ZE—O [21
ekuazioa ondoriozta daiteke. u(x,y,z) = A ekuazioak [l]-aren =z
soluzio bat definitzen badu, [2] ekuazioa bete beharko du.
Bestalde, u(x,y,z} = A diferentziatuz, hurrengoa lortuko da:
ou du ou
&-dX"‘a—de"'adZ—o. [3]

[2] eta [3] bateragarriak direnez, era kanonikoan adierazitako bi
ekuaziotako hurrengo sistema diferentziala ondoriozta daiteke:
dx _ dy dz

< =5 (4]
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Azken  honi [1]-aren  ezaugarri den  sistema  diferentzial
karakteristikoa deritzo, eta ekuazio linealaren integral guztiek
bete behar dute. Alderantziz, v(x,y,z) = B delakoa [4]-aren
soluzioa bada, era inplizituan definitutako z = z (x,y) funtzioa
(1} ekuazioaren integral bat da. Beraz, v(X,y,z) = B delakoa
diferentziatuz,

Z—;dx+g—;dy+%dz=0, [5]

eta [4] sistematik lortutako dx, dy, dz, hau da,
dx = AX, dy = AY, dz = AZ

balioak, [5]-ean ordezkatu ondoren, hurrengoa lortuko da:

+ Z

av av av
A[X&*PY(—,E E]_

A-ren edozein baliotarako,

ov av av
X§+YE+Z—6—£—

bete behar da, eta honek eta [2]-ak, [4] sistemaren v(x,y,z) = B
integralaren bidez definituriko z = z (x,y) delakoa [l]-en soluzio
bat dela frogatu dute.

2.1.1 Integral orokorra.

"u(x,y,2) = A eta v(x,y,z) = B erlazioak lehen ordenako

X(x,y,z)p + Y(x,y,z)q = 2(x,y,2) (1]

ekuazio diferentzial linealaren
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dx _ dy - dz
X(x,y,z2) Y(x,y,2) Z(x,y,z)

(4]

sistema  diferentzial karakteristikoaren soluzio independenteak
badira, orduan, [1] ekuazioaren soluzio orokorra ondoko ekuazio
funtzionala da:

¢lulx,y,z), vix,y,z)] = 0, (6]

non ¢ delakoa hautazko funtzio deribagarria den".

Frogapena: Hasteko, dakusagun [6] adierazpenak [2] ekuazioa beteko
duela. Hau da,

d¢ o¢ 3¢ _
X5§+Y6y+zaz_0 (7]

dela. Hain zuzen, [6] deribatu eta [7]-an ordezkatuz,

b9 bu 8¢ Ov 8¢ du , 8¢ dv 8¢ du  5¢ ov | _
I:?S_uax+6v6x:|+ [6u8y+6v6y Y2l udztavaz |

¢ du du du a¢ ov ov av | _
E[X§+Y8_y+zﬁ]+ W[X§+Y5}7+ZE]_O

lortuko da, zeren u(x,y,z) = A eta v(x,y,z) = B funtzioak [4]-aren
soluzioak direnez, biek [2] ekuazioa beteko baitute.

Bestalde, hautazko ¢ funtzioa partikularizatuz, [l]-aren edozein
soluzio [6]-tik atera daitekeela froga dezakegu. Beraz, soluzio
orokorra dugu.

Horrela, demagun g(x,y,z) = O ekuazioak [1] ekuaziorako jatorrizko
z = z(x,y) soluzio bat definitzen duela. Bai g(x,y,z) = O
berdintzak, eta bai sistema karakteristikoko u(x,y,z) = A eta
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v(x,y,2z) = B integralek, [2] adierazpena beteko dute, hau da,

x 28, vy, 708

ax Y3y *tZ3: -0
du du du
X§+Y5§+ZE—O,
av av av
X§+Y_6?+25—2—_0'

Sistema homogenoa bateragarria denez, determinante funtzionala
nulua izango da:

ax ay dz

du du du | _ D(g,u,v)
ax 3y dz | ~ D(x,y,z)

av av av
ax ay oz

Daukagunez, g, u eta v-ren arteko dependentzia funtzionala
existitzen da. Era honetan ondokoa dugu:

ylglx,y,z), ulx,y,z), v(x,y,z)] = 0. (8]

Bestalde, [4] ekuazioaren bi integralak independenteak direla
suposatzean, [8]-tik g funtzioa u eta v-rekiko lortzea posible
izango da:

g(x,y,z) = woiu(x,y,z), v(x,y,2)], (9]

hau da, soluzio orokorraren partikularizazio gisa.

Laburbilduz, hurrengo korrespondentziak nabarmengarriak dira:
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Kurba-kongruentzia Sistema diferentzial asoziatua

A = ulx,y,z) dx dy dz

X(x,y,2) = Y(x,y,z) = Z(x,y,2)

B = v(x,y,z)

Kongruentziako kurbez Deribatu partzialetako
osoturiko gainazal-sorta ekuazio lineala

plulx,y,z),v(x,y,2)] = 0 &  X(x,y,2)p + Y(x,5,2)q = Z(x,y,2).

Ekuazio linealaren integrazio-prozesua

N dx _ dy _ dz
X(x,y,z)  Y(x,y,z2)  Z(x,y,z)

X(x,y,2)p + Y(x,y,2)q = Z(x,y,2)

i A = ulx,y,z)
B > ¢lulx,y,z), v(x,y,z)] = O.
B = v(x,y,z)

Oharra: Sarritan, sistema diferentzial karakteristikoaren
integralak lortzeko,

dx dy dz _ udx + vdy + wdz
X Y Z ~ uX + vY + wZ

propietatea erabilgarria da, non u(x,y,z), v(x,y,z) eta w(x,y,2)
funtzio laguntzaileak era  egokian  aukeratuta, jatorrizkoen
kalkulua erraztuko den. Konkretuki, eskuineko frakzioaren
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zatitzailea nulua bada, zenbakitzailea ere nulua izan behar da.

uX + vY + wZ =0 —— udx + vdy + wdz = O.

Era horretan problema ekuazio total bat integratzean laburtzen da.
Hau nahiko erraza izango da, biderkatzaileak biderkatzen duten
aldagaiaren menpe soilik datozenean, u = u(x), v = v(x), w = w(x)
direnean, alegia.

Adibidea.- Integra bitez ondoko ekuazio diferentzial linealak:
a) x(z* - 2y2)p + y(Zx2 - zz)q = z(y2 - XZ),

b) 6yzp + q + 6y = O,

eta bila bedi |

_ 3sint + 8

D= x-= 5 ,

y = ¥3cost, z = 3sint

zuzentzaileko b) ekuazioaren gainazal integrala.

E: a) ekuazioaren sistema diferentzial karakteristikoa ondokoa
da:

dx dy dz

2 2

x(z" - 2y2) y(2x2 - 2% z(y2 - x")

Azter dezagun uX + vY + wZ = O ekuazioa betetzen duten u, v €ta w
biderkatzaile arrunten existentzia.

ux(z® - 2y2) + vy(2x2 - Z2Y wz(y2 - x% = o.

Hurrengo eran ordenatuz,
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x2(2vy - wz) + yz(-Zux + wz) + zz(ux - vy) =0,

2vy - wz = 0,
-2ux + wz = 0,
ux - vy = 0O,

sistema homogenora iritsiko gara, =zeinaren soluziocak w-ren
funtzioan hauexek diren:

u = wz/2x, v = wz/2y, W = W.

w = 2/z, v = Uy, u = I/x aukeratuz, ondoko integrala
ondorioztatuko da:

udx + vdy + wdz = 0 — dx/x + dy/y + 2dz/z = O i:o xy22= A.

Sistemaren beste integral bat determinatzeko, biderkatzaileen
ekuazioa ordenatu behar da:

2xy(vx - uy) + xz(uz -wx) + yzlwy - vz) = 0 —

vX - uy = 0,
uz - wx = 0,

wy - vz = 0.
Sistema honen soluziocak u = wx/z, vV = wy/z, w = w dira.
w =22 — u =2x, vV = 2y eginez, hurrengoa ondorioztatuko da:

i)

udx + vdy + wdz = 0 — 2xdx + 2ydy + 2zdz = 0 —2 x°+ y°+ z°

N
w

Beraz, a) ekuazioaren soluzio orokorra ondokoa da:
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¢[xyzz, x> + y2 + 2% = 0.

Oharra: Ekuazio funtzional honi asoziaturiko ekuazio diferentziala
aurreko adibide batetan lortu zen.

b) ekuazioari asoziatutako ekuazio diferentziala ondokoa dugu:

dx dy dz

6yz 1 -6y

Honek, berehalako bi integral independente ditu:

dx +zdz = 0 35 2x + 22 = A; 6ydy +dz =0 3> 3y% + z = B.

Beraz, soluzio orokorra ondoko hau da:
pl2x + z°, 3y2 + z] = 0.

Eskatutako gainazal integrala determinatzeko, hots, hautazko ¢
funtzioa konkretatzeko, nahikoa da Kkurba integralen (sortzaileen)
eta zuzentzaileen ekuazioetatik x, y, z eta t aldagaiak ezabatzea.

2x + z2 = A, 3y2 +z =B, x = -(3sint + 8)/2, y = V3cost, z = 3sint

Ekuazio parametrikoak kongruentzian ordezkatuz eta lortutako
ekuazioak batuz, honako hau ondorioztatuko da:

9sin’t - 3sint - 8 = A,
—> A+B=1.

9coszt + 3sint = B,
Beraz, eskatutako gainazala hurrengoa da:

2x+22+3y2+z=1.
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2.1.2 Interpretazio bektoriala.

Biz ondoko eremu bektorial jarraia:
F = X(x,y,2)i + Y(x,5,2)] + Z(x,y,2)k.
Normalean bere osagaiekiko era bektorialean idatziko da:

F = [X(x,y,2), Y(x,y,2), Z(x,y,2)].

Definizioa: Puntu bakoitzein bektore tangentea F eremuaren
norabidekoa duten lerroei, F eremuko lerro bektorialak deritze.
Lerro bektorialez osoturiko gainazalak, gainazal bektorialak dira.

dt = [dx,dy,dz] bektoreak puntu bakoitzean r = [x(t),y(t),z(t)]
ekuazio bektorialeko kurba abailduaren tangentearen norabidea

duela gogoratu beharrekoa da.

Bestalde, n = [p,q,-1] delakoa z = z(x,y) jatorrizko ekuazioko
gainazalarekiko bektore normala da.

Lerro bektoriala

Plano normala

Gainazal bektoriala

F = [X,Y,Z] EREMUAREN ELEMENTUAK

Har ditzagun orain biderkaketa bektorial eta eskalarretako ekuazio
hauek:
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Fxdt = 0 — X STy - 7 (1]
F.n =0 — Xp + Yq = Z, [2]
F.dt = 0 — Xdx + Ydy + Zdz = 0. (3]

Aurreko definizio eta biderkaketa eskalar eta bektorialaren
propietateen arabera, ekuazio hauen soluzioetarako interpretazio
hauek ondoriozta daitezke:

a) Fxdt biderkaketa nulua izateak, bektoreak norabide berekoak
direla esan nahi du. Hau da, [1] sistema diferentzialaren kurba

integralak F eremuko lerro bektorialak dira.

b) F.n biderkaketa eskalarra nulua izateak, F eta n bektoreak
ortogonalak direla esan nahi du. Hots, [2] ekuazioaren gainazal
integralak F eremuko gainazal bektorialak dira.

c) Kasu honetan, F eta dt bektoreen ortogonaltasuna, F eremuko
lerro bektorialekiko ortogonalak diren gainazalen ezaugarria da.
Ondorioz, [3] ekuazio diferentzial totalaren gainazal integralak
F-ren lerro bektorialekiko ortogonalak dira.

Eskematikoki:
u(x,y,z) = A .
dx _dy _ dz J F-ren kurba integralez
X Y i’ osoturiko kongruentzia.
v(ix,y,z) = B

Xp + Yq =Z —'£—> ¢lu(x,y,z),v(x,y,2)] = O » Gainazal bektorialak.

Xdx + Ydy + Zdz = O L> G(x,y,z,C) = 0 = Gainazal ortogonalak.
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2.2 n aldagai independentetarako hedapena

Bi aldagaitarako lortutako emaitzak, zailtasun handirik gabe, n
aldagai independentetako lehen ordenako ekuazioen kasura hedatuko
dira. Frogapenik egin gabe, orokortzera pasatuko gara.

2.2.1 Ekuazio osotuaren integral orokorra.

Biz ondoko ekuazio lineal ez-homogeno edo osotua,

Y X_(Xl,X vty X ,2) 3% = Z(xl,xz,...,xn,z), i=12,...,n,

p—
=

non z = z(xl,x ,...,Xx ) delakoa n aldagairen menpeko funtzioa eta
n

2
beraren lehen ordenako deribatuak dauden. Gainera, X funtzioak
1

kontsideratutako eremuan aldiberean nuluak ez direla, eta deribatu
partzial bornatuak dituztela suposatuko dugu.

f(x,x,...x,z) =C_, i=12,...,n,

¢ delakoa hautazko funtzio deribagarria delarik.
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2.2.2 Ekuazio homogenoaren integral orokorra.

Biz hurrengo ekuazio homogenoa:

dz

L Xi(xl’ Xy oo Xn) 3% - °

i=1 i
Aurrekoaren kasu konkretu moduan, Z = O Kkontsideratuz, sistema
karakteristikoa ondokoa da:

g ) dx B _ dxn B fd_E

X X 77T X 70

1 2 n

Azkeneko frakziotik, sistemaren integral bat dz = 0 — z = C dela
n
ondoriozta daiteke. Lehenengo (n-1) ekuazioez osoturiko sistemaren

beste (n-1) integral independente lortutakoan, orduan

flx,x, ... ,x)=C, i=12,...,n1, z=C,

n integralak ditugu, ekuazio homogenoaren soluzio orokorra hauxe
izango delarik,

¢[f1(x1,x2,..,xn), fz(xl,xz,..,xn), . fn_l(xl,xz,..,xn), z] =0

edo explizituki, z bakanduta, hurrengoa:

Adibidea.- Azter bedi =zein soluzio motak beteko duen Euler-en
ondoko teorema:
du du du

-— + — X + ...+ =— X = mu.
8x11 8x22 X “n
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E: Ekuazioaren sistema karakteristikoa hurrengoa da:

Lehenengo arrazoia beste guztiekin berdinduz gero lortzen diren
ekuazioak ebatziz, honakoa ondoriozta daiteke:

x/x =C, x/x =C, ..., x/x =C |, wx" = C
21 1 3 n 1 n-1 1
Integral orokorra
¢[ X /X, X /X, ..., X /X, u/xm] =0
2271 "3 n 1 1
da. Edo era baliokidean:

wx' = w{x /X X /X ,...,X /x] s u=x" zp[x /X, X /X ,...,X /x].
1 27173 71 n 1 1 2 1731 n 1

Beraz, integral orokorra m mailako edozein funtzio deribagarri
homogeno da.

2.3 Ekuazio linealen aplikazioak

Aplikazio interesgarrienen artean, gainazal ortogonalez osoturiko
sorten kalkulua eta integrazio-faktoreen kalkulua aipatu behar
dira, ekuazio diferentzial arrunten integraziorako erabilgarriak
baitira.

2.3.1 Gainazal ortogonalak.

Biz G(x,y,z,C) = O parametro bakarreko gainazal-familia, zeinaren
izate-eremuko puntu bakoitzetik gainazal bakar bat pasatuko den.
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Orduan, C parametroa puntuarekiko funtzio uniforme modura har
daiteke:

G(x,y,2,C) =0 — C = g(x,y,2z). [1]

Gogora dezagun bi gainazalek puntu amankomun batetan
ebakitzerakoan osotzen duten angelua, definizioz bektore normalek
puntu horretan osotzen duten angelua dela. Ondorioz, [1]
sortarekiko ortogonala den z = z(X,y) ekuazioko edozein gainazalen
kasuan, gainazal biei dagozkien  bektore normalen  arteko
biderkaketa eskalarra nulua izango da.

(@
1

g(x,y,z) sortako bektore normala: ﬁl = [8g/8x, 8g/dy, 8g/dz].

z = z(x,y) gainazalarekiko bektore normala: n_ = [p,q,-1l.

Ondoko hau,

- = _ 9g 9g  _ %
n.a, =0 - ax P tay 9T 5z
C = g(x,y,z) sortarekiko ortogonalak diren gainazalek beteko duten

lehen ordenako ekuazio lineala da.

Adibidea.- Lor bedi ardatza OZ-n eta erpina jatorrian dituzten
paraboloideekiko ortogonalak diren gainazalak.

E: Paraboloide-sortaren ekuazioa ondokoa da:

Sorta ortogonalaren ekuazio diferentzialerako, hurrengoa dugu:

8g/dx = 2x/z, 0g/dy = 2y/z, 38g/8z = (%% + yz)/z2 —

(2x/z)p + (2y/z)q = ~(x% + yz)/zz — Xxzp + yzq = ~(x* + yz)/2.
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Ekuazioari asoziaturiko sistema diferentziala

dx _ dy _ -2dz

Xz yz 2 2

da. Honen soluzioak ondokoak dira:

—d—X=§l—L>Lnx—Lny=C—>x/y=A, (1]
Xz yz
%—' = ——;Zdz ~ =Y o —————z'zidz — 2(A® + Dydy + 4zdz = 0 —
y X" +y y y (A" + 1)
(A% + l)y2 + 228 =B ATXV, P y2 + 22° = B. (2]

Beraz, lortu nahi zen sorta ortogonala, hurrengoa da:

olx/y, x% + y2 +27° = 0.

2.3.2 Integrazio-faktoreak.

X(x,y)dx+Y(x,y)dy = O ekuazio diferentzial arrunterako integrazio-
faktoreen teoria aztertu genuenean, ekuazio horren integrazio-
faktore guztiak

_ [8x _ 8y
Y(x,ylp - X(x,y)q = 2[537 ax] (1]

deribatu partzialetako ekuazioaren soluzio direla frogatu zen.
Horretarako deribatu gurutzatuen berdintza planteatzea besterik ez
dago:

a(zX)/8y = 8(zY)/8x — Xq + z(8X/8y) = Yp + z(8Y/3x),
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berau X(x,y)dx + z(x,y)Y(x,y)Jdy = O ekuazio diferentziala zehatza
izan dadin, baldintza nahikoa eta beharrezkoa delarik.

Integrazio-faktore bat aurkitzeko nahikoa izango da

dx _ dy _ dz (2]
Y = -X = z[3X/dy - 8Y/8x]

ekuazioaren integral bat aurkitzea, hots, [l1] ekuazioaren sistema
diferentzial karakteristikoaren integral bat aurkitzea.

Adibidea.~ Aurki bedi ondoko ekuaziorako integrazio-faktore bat:

y(xz - y2 + 1)dx + x(y2 - x2 + 1)dy = O.

E: Asoziaturiko sistema diferentziala hurrengoa da:

dx dy dz

x(y2 - %%+ 1) —y(x2 - y2+ 1) 4z(x
Biderkatzaileei buruzko propietatearen arabera, ondokoa dugu:
ux(y2 - x5 1) - vy(x2 - y2+ 1) + 4wz(x® - yz) = 0.
Fkuazioa ordenatuz, hots,
—xz(ux + vy - 4wz) + yz(ux + vy - 4wz) + (ux - vy) =0
eginez, soluziora iritsiko gara:

ux + vy - 4wz = 0O,

ux - vy = 0,
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2 2

Azkenik, u = o vV = y , w = % biderkatzaileak aukeratuz,

eskatutako integrazio-faktorea ondorioztatuko da:

udx + vdy + wdz = 0 — 2dx/x + 2dy/y + dz/z = 0 __J'_) z = A

3. EKUAZIO DIFERENTZIAL EZ-LINEALAK

Ekuazio ez-linealen arloan, hasteko X(x,yldx + Y(x,y)ddy = O
ekuazio diferentzial arrunten hedapena diren ekuazio diferentzial
totalak kontsideratuko ditugu. Ondoren, Lagrange-Charpit-en
metodoaren bidez, f(x,y,z,p,q,) = O kasu orokorrera pasatuko gara.

3.1 Ekuazio diferentzial totalak

Ondoko adierazpena dute:

X{x,x, ....,x,zdx + Z2(x, x, ..., x, z)dz = 0.
i 1 2 n i 1 2 n

z = z(x,y) bi aldagaitako funtzioaren kasu partikularrerako,
ekuazioa hurrengo eran idatziko da:

X{x,y,z)dx + Y(x,y,z)dy + Z(x,y,z)dz = 0. (1]

Xp + Yq = Z ekuazio linealaren interpretazio bektoriala aztertu
genuenean ondoko hau frogatu =zen: [1] ekuazioaren integral
orokorra, dx/X = dy/Y = dz/Z sistema diferentzial kanonikoaren
kurba integralekiko ortogonala den gainazal-familia bat da.
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3.1.1 Integragarritasun-baldintza. Interpretazio bektoriala.
Adieraz dezagun [1] ekuazioa ondoko eran:
X Y
dz——zdx-zdy. (2]

z = z(x,y) delakoa [1] ekuazio diferentzial totalaren soluzio
bada, beraren dz = p dx + q dy diferentziala, [2]-aren berdina da.

X Y X Y
dz=pdx+qdy=-2dx—zdy — p=-3 [3], q=-5.

Schwartz-en teoremako  beharrezko baldintzak beteko direla
suposatuz, hurrengoa ondoriozta dezakegu:

= — == = =

622 4z dp _ dq a
dxdy ~ dydx dy ~ 8x ay

Y
y ] (5]
[5] adierazpena garatuz eta zatitzaileak ezabatuz, ondokoa dugu:

X 38X 8Z 387 ay aYy 8Z 387

p eta q direlakoak [3] eta [4] adierazpenez ordezkatuz, eta
sinplifikatu ondoren, hurrengo emaitzara helduko gara:

3y oz 8z  0x

oy ayY
4l ) 3 " 8y

[ax - @] ¥ z[aY - 6X] = 0. [6]

Ekuazio hau X, Y eta Z funtzioek bete behar duten baldintza da,
[1] ekuazioa erlazio bakar batez integragarria izan dadin,
G(x,y,z) = C jatorrizkotzat har daitekeelarik.
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Interpretazio bektoriala.

[6] baldintza bektorialki ondoko bektoreen biderkaketa
eskalarraren anulazioaren bidez adieraz daiteke:

F = [X,Y,Z], rotF = Vx

TxF = 62_%6)( 8Z 38Y aX
~ |8y 8z’ 8z 8x’ 8x dy|’

F.rotF = 0. (7]

Beraz, F eta rotF ortogonalak dira.

3.1.3 Integral orokorra.

Demagun F bektorea ez-nulua dela. Integragarritasun-baldintza bi
eratan bete daiteke:

a) rotF nulua bada:

rotF=0—>—y——=O, = 5= =0, —-===0.

Beraz, "deribatu gurutzatuen berdintza" betetzen da.

Kasu honetan  ekuazio diferentzial zehatza  dugu, ekuazio
diferentzial arrunten kasuan ikusi genuenaren hedapena izanik.

X(x,y)dx + Y(x,y)dy = O ED zehatza < oY _oX _

5% "5y = O

Teorema: "X(x,y,z)dx + Y(x,y,z)dy + Z(x,y,z)dz = O [1]

ekuazio diferentziala =zehatza izango da, baldin eta soilik baldin,
deribatuetarako ondoko berdintzak betetzen badira,
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—_—= 8 _— = = a = 5 10
(8], (91, y [10]

eta orduan gutxienez U(x,y,z) funtzio bat existituko da, zeinaren
diferentziala [1] ekuazioa izango den".

Ondorioz, [1] ekuazioaren soluzio orokorra ondokoa da:

- dlU(x,y,2z)] = 0 —lr—> U(x,y,z) = C.

U(x,y,z) funtzioaren kalkulua

U(x,y,z) funtzioa kalkulatzeko, ondoko berdintzatik hasi behar da:

_ au au au _
dU—&dx+5~§dy+-6—zdz—de+Ydy+Zdz —>
au U _ U _
X - X(x,y,z) [11], 3y = Y(x,y,z) [12], 37 - Z(x,y,z). [13]

Hasierako hipotesitzat {8], [9] eta [10] berdintzak hartuta, U
funtzioak [11], [12] eta [13] bete behar ditu.

[11]-tik hasiz gero,

U(x,y,z) = J. X(x,y,z)dx + ¢(y,z) [14]

idatz daiteke, non a konstantea eta ¢(y,z) funtzio laguntzaile
ezezaguna diren.

Era horretan, U(X,y,z) funtzioak [12] adierazpena bete behar
duenez, hurrengoa ondorioztatuko da:
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[ X(x,y,z)dx + ¢(y,z)] oX dx + 22

i 3y 3y [15]

°’|

Parametroen menpeko integralen deribatuei buruzko propietateak
aplikatu ditugu, (kasu honetan y eta z-ren) menpeko integralenak .

Era berean, [13]-a betetzeko, ondokoa izango dugu:

X(x,y,z)dx + ¢(y,z)] = J % dx + % . 6]

Orain, [10] eta [9] hipotesiak, hurrenez hurren, [I5] eta [16]
ekuazioetan ordezkatuz gero, ondokoa lor daiteke:

X

o _ _[OX gy, B0 | [0 4, 08 x, 0
3y = Y(x,y,2) = Lay dx + 5y = | 3 dx + o = |Y(x,y,2)| + 3y
- _ , 8¢ 3¢ _

Y(x,y,2) = Y(x,v,2) - Y(a,y,2) + 3y — By - Y(a,y,z), [17]
au _ ) 3¢ _ 8¢ _ x 3¢
3, = Zxy,2) = J 5, dx + =2 J- 3% Xt 50 = |Zxy2)| + 57—

a
- _ 9¢ 9 _

Z(x,y,2) = Z(x,y,2) - Za,y,2) + 32— - = Z(a,y,2). (18]
Prozedura hau errepikatuz, [17] eta [18] funtzioek ¢ funtzio
laguntzailea finkatzea ahalbidetuko dute. Beraz, [17]-tik

y
oly,z) = J Y(a,y,z)dy + y(2) [19]
b

ondorioztatuko da, non (z) funtzio laguntzaile ezezagun berri bat
den, ¢(y,z) delakoak [18] ekuazioa beteko duelarik. Hau da:
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8¢ _ 8 [ _ [ ay dy
37 = Zay.2) = o UbY(a,y,z)dy + W(Z)] = L 32 g

Azkenik, [8] hipotesia aplikatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

¢ dy

y y
_ _ aY dy _ 8z _ y , dy
7 = Zyz) = Jbg dy + 35 = bﬂ Vg = |Z(a,y,z)|b t i
- _ dy dy _
Z(a,y,z) = Z(a,y,z) - Z(a,b,z) + T — &° Z(a,b,z). [20]
Eta azken ekuazio hau integratuz gero, y(z) zehaztuko da:
z
Ylz) = J Z(a,b,z)dz. [21]

c

{21] delakoa [19]-ra eraman eta, lortutakoa [l14]-ean ordezkatuz,
hurrengoa ondorioztatuko dugu:

x v z
Ulx,y,z) = J- X(x,y,z)dx + J Y(a,y,z)dy + J Z{a,b,z)dz.| [22]
a b c

Kalkulu integrala sinplifikatzeko asmoz, (a,b,c) koordenatu
konstanteetako puntua zehatz daiteke, X, Y, eta Z funtzioak puntu
horretan jarraiak izan behar direlarik. Halaber, integrazio-ordena
alda daiteke, beti ere formularen egitura mantenduz.

Dakusagun orain, deribatu gurutzatuen berdintza betetzen ez
denerako ekuazio diferentzial totala integratzeko metodoa.
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b) F.rotF biderkaketa eskalarra nulua bada:

F # 0 eta rotF # 0 badira,

X(x,y,z)dx + Y(x,y,2z)dy + Z(x,y,z)dz = O [1]

ekuazio diferentzialak ondoren azalduko den metodoaren bidez lor
daitekeen G(x,y,z) = C motako jatorrizko bat onartuko du.

Hasieran, aldagai bat konstantetzat hartuko da, =z aldagaia
adibidez, [1] ekuazioa ekuazio arrunt bilakatuko delarik:

X(x,y,z)dx + Y(X,y,z)dy = O. [2]

Azken hau ebatzi ondoren, integrazio-konstantea ¢(z) funtzio
laguntzaile ezezagun batez ordezkatu, eta hori izango da soluzio
orokor modura planteatuko dena.

[2]-AREN SOLUZIO OROKORRA [1]-AREN SOLUZIO OROKORRA
U(x,y,z) = C — U(x,y,z) = ¢(2)
Gero, o(z) finkatzeko planteatu den soluzio orokorra

diferentziatu, eta [1] ekuazioarekin konparatuko da:

d 4au au au , _
U{x,y,z) - ¢(z) = 0 -5 % dx + 3y dy + [E’E - ¢ (z)]dz = 0. [3]
Beraz, hurrengoa ondoriozta daiteke:
8U/8x _ 8U/8y _ 8U/d8z - ¢’(z) _
=g = > = Alx,y,2). (4]
Eta azken berdintza ebatziz gero,
o) =Y -z (5]

az
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Orain, integragarritasun-baldintza kontutan hartuz, [S]-aren
bigarren atala z eta ¢(z)-ren funtzioan adieraz daitekeela
frogatuko da. Ondorioz, [S]-a ekuazio arrunta izango da, zeinaren
jatorrizkoak U(x,y,z) kalkulatzea ahalbidetuko duen.

au

¢'(z) = 32 AZ = Flz,¢) _f_) o(z) + A = Ulx,y,z) = ¢(z) + A.
Adibidea.- Ebatz bitez ondoko ekuazio diferentzialak:
a) (ze® + &V)dx + (xe” - e’siny)dy + (e* + e“cosy)dz = O.
b) z(y - xz%)dx + xzdy - 2xydz = 0.
E: Lehenengo ekuazioa ekuazio diferentzial zehatza da:
g:—esin =_...X %—ex—g_z. _a_z—ey—%
y Y=%z° 3z ° T ax ' dx T dy
Beraren soluzio orokorra kalkulatuko dugu:
~X y z
X(x,y,z)dx + J Y(a,y,z)dy + J Z(a,b,z)dz = C —
Ya b c
~X y z
(ze™ + e”)dx + J (ae” - e”siny)dy + J (€ + e“cosb)dz = C  —
Y a b c
ze”® +xey|X+ Iaey+ezcosy|z+ |eaz+ezcosb|Z=C —
a [+
ze® + xe” - ze® - ae” + ae” + e“cosy - ae® - e“cosb + e’z + e“cosb

a c X y z b a [
- ec-ecosb =2ze +xe +ecosy-a -ec-ecosbh=C —
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b'4 y z b a c
ze + xe +ecosy =C+ae +ec+ ecosb

X
ze + Xe

y

z
+ e cosy = B.

Oharra: a = b = ¢ = O ordezkatuz, kalkulua sinplifikatu egin da.

X y
(ze* + ’)dx - J e“sinydy +
0 0

J

z 3% z,2 x y z z z
|ecosy|0+|z+e]0=ze + Xe’- z +ecosy ~e +z+e -1

X
— ze

J (1 + e%)dz
0

4
+xey+ecosy=C+l

|zex + Xe

= B.

C

b) ekuazioa ez da zehatza.
betetzen du.

8z aY axX 8z Yy 8X
R RCER
z(y - xz7)(-2x - x) + xz(y - 3xz° + 2y) - 2xy(z - 2z)
X konstante modura hartuz gero, orduan dx
diferentziatuz lortuko den ekuazioa hurrengoa izango da:
I 2
xzdy - 2xydz =0 — y/z = C.

C delakoa x-en menpeko funtzio laguntzaile batez ordezkatuz,
ondorioztatutako ekuazioa diferentziatuz, hurrengoa lor daiteke:

y/z2 = ¢(x) —

Hala ere,

integragarritasun-baldintza

-¢’(x)dx + dy/z2 - 2ydz/23

0.

0

0 da,

eta

eta
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B-rekin identifikatu eta ¢(x) ordezkatuz, ¢(x)-ekiko ekuazio
diferentzial lineal hau lortuko da,

-¢’ (x) _ 1

z(y - xz?)  xz

5 P’'(x) =1 - y/xz2 — ¢'(x) + .)12 P(x) =1,

beraren soluzioa hauxe izanik:

2
¢(x) = [dex+c]=ﬂ.

1
X 2X

y/z2 = ¢(x) ordezkatuz, ondoko soluzio orokorra lortuko dugu:

x(2y - xz°) -

222

2xy - 2%(x% + 2C) = 0, edo, C-rekiko ebatziz, C.

3.2 Lehen ordenako ekuazio ez-linealak. Kasu orokorra

Hautazko  konstanteen ezabapenaren bidez eginiko ekuazioen
jatorriari buruz aritzerakoan, deribazio eta konstanteen
ezabapenaz F(x,y,z,A,B) = 0 jatorrizkoari lehenengo ordenako
ekuazio ez-lineal bat asoziatu zitzaion.

P

F(x,y,z,A,B) =0,
) % % p =0, A eta B ezabatuz} £(x,v,2,p,9) = O.
Alderantziz, F(x,y,z,A,B) = O ekuazicak f(x,y,z,p,q) = O
delakoaren z = z(x,y,A,B) soluzio bat explizituki definitzen badu,

ekuazioaren soluzio osotua dela esango dugu:
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f(x,y,z,p,q) = O [1] - F(x,y,z,A,B) = 0. [2]

Soluzio osotu honez gain, ekuazio diferentzialak beste soluzio-
mota batzu onartzen ditu, beraien interpretazio geometrikoen bidez
justifika daitezkeenak.

3.2.1 Interpretazio geometrikoa.

1] ekuazio diferentzialak, eremu jakin batetan, X, y eta =z
koordenatuen aldakuntzarako p eta q deribatu partzialen artean
g(p,q) = 0 erlazioa ezarriko du. Honek P(x,y,z) puntutik pasatuko
den gainazal integralari dagokion n = [p,q,-1] bektore normalaren
norabidea determinatuko du. Beraz, [1] ekuazioak geometrikoki
interpretatuta, gainazal integralen normaletarako norabide-familia
posible bat definitzen du. Era honetan, gainazal integraletako
sortetarako gainazal Iinguratzaileen existentziaren azterketaren
bidez, ekuazioaren beste soluzio batzu azter daitezke.

3.2.2 Soluzio-motak.

Gogora dezagun gainazal-sorta baten gainazal inguratzailea, puntu
bakoitzean sortako gainazal batekiko ukitzailea dena dela. Hau da,
P(x,y,z) puntuan bektore normalak eta gainazal ukitzaleari
dagokion bektoreak norabide bera dute.

(2] soluzio osotuak bi parametroren menpeko gainazal integraletako
familia infinitua adierazten duenez, gainazal inguratzaileak onar
ditzakeela suposa daiteke, azken hauek halaber gainazal integralak
izanik. Ikus ditzagun kasu posibleak.

[2] sorta biparametrikoak inguratzailea onartzen duela frogatuz
gero, inguratzailea hurrengo ekuazioetatik A eta B ezabatuz lor
daiteke:

Flx,y,z,A,B) = O,

A eta B ezabatuz’ ¢(x,y,z) = 0.
aF oF
a-% B~ %
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Hau kurba-sorten lerro inguratzaileen azterketaren hedapena da,
F(x,y,z) = O sortaren kurba C-diskriminatzailearena, alegia.

Inguratzaileei gainazal integral singular deritze eta Dberaien
ekuazioek soluzio singularrak definitzen dituzte.

Parametro bakarreko sortek ere inguratzaileak onar ditzakete,
hauek soluzio osotutik parametroen artean hautazko dependentzia

ezartzerakoan lor daitezkeelarik. Hau da, B = B(A) hautazko
funtzio deribagarri bat bada,

Fix,y,z,A,B(A)] = O

ekuazioak B=B(A) dependentziaz soluzio osotik ateratako integral-
sorta infinitua adierazten du.

Gainazal-sorta  hauek  inguratzailea  onartuz  gero, hurrengo
ekuazioetatik lortuko da,

Flx,y,z,A,B(A)] = 0,

= 0,

Q@ @
=
+
3
Qo
=

berauek soluzio orokorra osotzen baitute. B funtzioa finkatu
ondoren, soluzio partikularrak lortuko dira.

Laburbilduz, ekuazio ez-lineal baten soluzio-motak  ondokoak
ditugu:
SOLUZIO 0SOTUA SOLUZIO OROKORRA SOLUZIO SINGULARRA
Flx,y,z,A,B(A)] = O, Fix,y,z,A,B) = 0,
F(x,y,z,A,B) = 0.
8F dF dB 8F _ aF _
A *aBaa - ° A -9 3B=°
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Adibidea.- Froga bedi (x - a)’ + (y - b)? + 2% = 1 jatorrizkoa,

z(p + q + 1) = r  ekuazioaren soluzio osotua dela, a eta b

parametroak eta r konstantea izanik. Aurki bitez beste soluzio
batzu, eta geometrikoki interpreta bitez.

E: Ekuazio diferentzial asoziatua deribazioz eta parametroen
ezabapenaz lortuko da.

[ F(x,y,z,a,b) = 0,
oF oF a eta b ezabatuz

4 5% t5zP " 0, > f(x,y,z,p,q) =0 =
oF ar
3y t3z9° 9

(x—a)2 + (y-b)2 + 2% = rz,

2(x-a) + 2zp = O, _XTe TmER 22(p2 + q2 + 1) = rz.
y-b =-zq

2(y-b) + 2zq = 0,

Soluzio osotua, r erradio finkodun eta C(a,b,0) zentru aldakorreko
XOY planoko esfera-familia da.

Soluzio orokorra honakoa da,

Flx,y,z,a,b(a)] =0, (x—a)2 + [y—b(a)]2 + 2% = r‘z,
—
8F  OF db _ (a) =
-a—-g + a—b—'d—a - O, Z(X a) - 2[y b(a)]b (a) - 0,
eta b = b(a) hautazko ekuazioko XOY planoko kurben gain duten

esfera-sorten gainazal inguratzaileez osoturiko familia da.
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Soluzio singularrak ondoko hauek dira:

Flx,y,z,ab) = O, (x-a)% + (y-0)% + 2% = r?,

N —> z=1%r,
8F oF
35 = 0, 35 = 0, -2(x-a) = 0, -2(x-b) = 0,

eta * r altueretan horizontalarekiko plano paraleloak dira,
soluzio - osotuaren esfera guztiekiko, inguratzaileekiko alegia,
ukitzaileak direlarik.

Grafikoan soluzio ezberdinen zenbait elementu adierazi dira.

Integral singularrak (z=%r planoak)

b=b(a)

Integral orokorra (parametro bakarreko

sorten inguratzaileak)




DERIBATU PARTZIALETAKO EKUAZIOAK / 341

3.2.3 Integral osotuak. Lagrange-Charpit-en metodoa.

Metodoa,

f(x,y,z,p,q) = O [1]

ekuazioari beste ekuazio laguntzaile bat,

glx,y,z,p,q) = A [2]

alegia, asoziatzean datza. Bi ekuazio horiez osoturiko sistemak,

p = p(x,y,z,A) (3] q = q(x,y,z,A) (4]

funtzioak inplizituki definituko ditu, eta dz-ren adierazpenean
ordezkatuz gero, erlazio bakar batez integragarria den ekuazio
diferentzial totala ondorioztatuko dute:

f(x,y,z,p,q) = O, p(x,y,z,A),

el
Il

q(x,y,z,A),

g(x,y,z,p,q) = A, q

dz = p(x,y,z,A)dx + q(x,y,z,A)dy [5] L> F(x,y,2,A,B) = 0. [6]

g delako funtzio laguntzailea determinatzeko, [5] ekuazioak
integragarritasun-baldintza bete behar du.

X = px,v,z,A), Y = q(x,y,z,A), Z = -1 diren kasuan, baldintza
hurrengoa da:
X iz - ﬂ + Q(. - _8Z + ﬂ - 6_)_(. =0 -
dy 38z 8z  dx ax dy)
dq p _8q , dp _ dp , dp 8q , 9q
TPt &ty % T mtaiTmtar U

eta hau deribatu gurutzatuen berdintza besterik ez da:
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d a
3y (p(x,y,2,A)] = = la(x,y,z,A)].

(7]-ko deribatuak [1]=[2] sistema x, y eta z-rekiko deribatuz
lortuko dira.

x-ekiko deribatuz,

£+£§_B+§_f;_a_g_—o D(f’g)
dx dp dx 8q ax - 3q _  D(p,x) (8]
ax D(f, g)
dx dp 8x 48q dx ’ ’
y-rekiko deribatuz,
of , of op , of 8a _ D(f )
dy dp dy  dq 9y N op _  Dly,q) (9]
ay D(f,g)
% , % %, 9g 09 _ D(p,q)
dy dp dy 4q 3y ’ ’
Azkenik, z-rekiko deribatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:
of  af 3p  af dq
— 4+t — — + — — =0,
dz ap 0z 8q dz N
dg , 0g 9p , g 9q _ o
oz dp dz 3q 9z
D(f,g) D(f,g)
dp _  D(z,q) dq _  D(z.q)
az D(f,g) ° (10] dz D(f,g) (11l
D(p,q) D(p,q)
[7] baldintzari [8], [9], [10] eta [11] emaitzak erantsi ondoren,
D(f,g)

eta jacobiar ez-nuluaz biderkatuz,

D(p,q)
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D(f,g) , D(f,g)
D(y,q) D(z,q)

_ D(f,g) , D(f,g)
~ D(p,x) Di(p,z) P

Ne)

Jarraian, determinanteak garatu eta g funtzioaren deribatuei
biderkagai amankomuna aterako zaie. Era honetan, deribatu
partzialetako hurrengo ekuazio lineal homogenoa ondorioztatuko da:

ap" " 3q"

dz

3y 3z

dp x = 3dq dy ax ' 3z")ap 3q

of ag  of dg (af , of ]ag _ [af L of ]ag [6f . of ]ag N
non g(x,y,z,p,q) funtzio laguntzailea den.

Azken  honen kalkulurako, nahikoa da sistema diferentzial
karakteristikoaren ahal den integral errazena determinatzea:

dx _ dy _ dz _ -dp _ -dq (12]

ot " Tor T of - ar T ar  af T ar  ar -

3p 53¢ pP "3 TP &y tazd
Integral honek, g(x,y,z,p,q) = A delakoak alegia, p edo q
aldagaietariko bat gutxienez  eduki, eta f(x,y,2z,p,q) = 0
ekuazioarekiko independentea izan behar du. Horretarako, gi;’i;

jacobiarra ez-nulua izatea nahikoa da.

Fkuazioko aldagai-kopuruaren arabera, orokorrean errazagoak diren
kasu konkretuak daude. Horrela, adibidez, ekuazioan x eta y falta
badira, o8f/9x = 8f/8y = 0O dira, eta [l12] sistema Kkarakteristikoko
azken ekuaziotik p/q = A ondorioztatuko da. Kasu honetan z = z(u),
u = X + Ay eginez, ekuazio arrunt bilaka daiteke. Hain zuzen ere,

z = Z(U) u=x+A — = 6_2 = d_z = ?_2_ - gz
- S Y P @ 9555~ *au
eta ekuazioan ordezkatu ondoren, ondokoa dugu:

z=z(x+Ay)
T

f(z,p,q) = O flz(u), z’(u), AZ’(u)] = 0.
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Idatz dezagun azkenik Clairut-en ekuazio orokortua: ‘
z=xp +yq+glpg —— z=Ax + By + g(A,B),

zeinak integral osotutzat plano biparametrikoez osoturiko sorta
duen. Azken hau, ekuazioan p eta q deribatuak A eta B parametroez
ordezkatuz lortuko da. Jatorrizkoa deribatu ondoren p = A eta q =B
ondorioztatuko da, eta parametroen ezabapenak zuzenean Clairut-en
ekuazioa emango du.

Adibidea.—- Integra bedi ondoko deribatu partzialetako ekuazioa,
pq + 2(y - D{xp - 2) + y(y - 2)q = 0,

eta azter bitez soluzio singular posibleak.

E: Lagrange-Charpit-en sistema diferentziala hurrengoa dugu:

dx dy _ dz _ -dp _ -=dq
af T er " of - af " af ar ~af  of
ap dq dp P aq 4 ax 3z P ay 3z 4

dx _ dy _ dz
q + 2x(y-1}) p + y(y-2) 2pq + 2x(y-1)p + y(y-2)q

_ -dp _ -dq
T 2(y-Dp - 2(y-Dp ~ 2(xp-z) + (2y-2)q - 2(y-1)q °

Laugarren frakzioko zatitzailea nulua da. Ondorioz,

dp =0 — p = A.

f = 0, g = 0 eginez, sistema p eta g-rekiko ebatziko dugu:
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f(XlY)Z»prq) = O, pPq + Z(Y-I}(Xp—z) + y(y—Z)q = O,
- -
g(x,y,2,p,q) = A, p=A,
_ _ 2(y-1)(z-Ax)
p=a, T A + y(y-2)

Balio hauek dz-ren adierazpenean ordezkatuz,

2(y-1)(z-Ax)

dZ=AdX+W ¥,

berehalako jatorrizkodun diferentzial totalera helduko gara:

dz - Adx _  2(y-1)dy L)

e T Ax A5G0 Ln(z-Ax) - Ln[A + y(y-2)] = C —

z - Ax
A+ yly - 2)

=B =3 z=Ax+ B[A + y(y - 2)].

Bestalde, soluzio singularrak hurrengo sistematik lortuko dira:

Flx,y,z,A,B) = 0, Ax + B[A + y(y - 2)] - z = 0,
__9

aF dF

5 = 0, a—B—-O, Xx+B=0, A+yly-2)=0.

A eta B ezabatuz, ondokoa ondoriozta daiteke:
z = -y(y-2)x - x[-y(y-2) + y(y-2)1 = z = xy(2-y).
Froga dezagun soluzio bat dela.
z = xy(2-y) — p =y2-y), g = 2x-2xy.
Ekuazio diferentzialean ordezkatu, eta frogatuta dago.

y(2-y)2x(1-y} + 2(y-Dixy(2-y) - xy(2-y)] + y(y-2)2x(1-y) = O.
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1. Ebatz bitez ondoko ekuazio diferentzialak:

a) yz(xcosx - sinx)dx - xz(ysiny + cosy)dy = O.

b) (2xy + 2x + y + )dx + (2xy + x + 2y + 1)dy = O.

c) y’ = sin(x-y) - sin(x+y).

Aldagai banangarritetako ekuazioak dira. Soluzio orokorra

determinatzeko, aldagaiak banandu, integral eragilea aplikatu eta
hautazko konstante bat erantsi behar da.

a) ekuazioa:

2 2
y

J‘ xcosx - sinx - _ [ ysiny + cosy dy = C.
X

Integral hauek zatikako integrazioa aplikatuz kalkulatuko dira.

XCOSX - sinX = u — -xsinx dx = du,
Lehenengo integralean,

2
dx/x" = dv — -1/X = v,
XCOSX - sinx sinXx - Xcosx sinx
dx = + cosx = .
2 X X
X

ysiny + cosy = u — ycosydy = du,
Bigarren integralerako, )
dy/y~ = dv - -1/y = v,

+ siny =
2 y y y

}‘ ysiny + cosy dy = - ysiny + cosy . _ cosy
y
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Ondorioz, soluzio orokorra hurrengoa izango da:

sinx = cos .
X + Yy = C — ysinx + xcosy = Cxy.

b) ekuazioa:

Lehenik, diferentzialen koefizienteak faktorizatuko dira:

2x(y + 1) + (y + Dldx + [x(2y + 1) + 2y + I)ldy = 0 —

(2x + Dy + Ddx + (x + D2y + )dy = 0 —

2x + 1 2y + 1 _ 1 B 1 _
X+1dx+ y+ldy_>J’{2 x+1)dX+J[2 —y+1]dy—C—>

Honi, exp eragilea aplikatuz, ondokoa lor daiteke:
| (x+1)(y+1)| = expl2(x+y) - C] = Aexpl2(x+y)], exp(-C) = A = 0.

Beraz, balio absolutua kenduta, hurrengo soluzioa izango dugu:

(x + 1)y + 1) = + Aexpl2(x + y) = Bexpl2(x + y)], B € R.
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c) ekuazioa:

Aldagaiak banantzeko erabiliko diren formula trigonometrikoak
hauexek dira:

sin(x * y) = sinxcosy * cosxsiny.

Horien arabera,

y’' = sinxcosy - cosxsiny - sinxcosy - cosxsiny = -2cosxsiny —

§y 2cosx dx =0 — J
siny

dy

- + 2sinx = C.
siny

Hurrengo aldaketa eginez,

tg(y/2) = t, siny = 2t/(1+t2), dy = 2dt/(1+t5) —

dy dt _
sy S| T Ln|t| = Ln|tgly/2)|,

honako soluzio orokorra ondorioztatuko da:

Ln|tg(y/2)| + 2sinx = C.
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2. Newton-en hozketa-legeak ondokoa dio: "To tenperatura

konstantepeko ingurune batetan murgilduriko gorputz baten T
tenperaturaren aldakuntza-indizea, gorputzaren eta ingurunearen
aldiuneko tenperaturen arteko diferentziarekiko proportzionala
da".

Lehenengo, gorputza 100 C°-raino berotu da, ondoren TO= 20°C -ko

tenperaturako ingurune batetan murgildu da, eta 10 minutu pasatu
eta gero, 60°C-raino hoztu da. Kalkula bedi gorputzaren
tenperatura 100°C-tik 30°C-ra pasa dadin igaro behar den denbora.

Fenomenoaren legearen arabera, ondokoa beteko da:

dT

Fra k(T - To), k = proportzionaltasun-konstantea.

Aldagaiak banandu eta integratuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

JTA~=Jkdt — Lo|T-T | =kt +C =25 T-T =ae™"
—To 0 0

T(0)} = 100 hastapen-baldintza eta T = 20 delakoa ordezkatuz, A
integrazio-konstantea kalkula dezakegu.

TO) = 100 — 100 -20=A =80 = T =20 + 80e"".

Bestalde, proportzionaltasun-konstantea determinatzeko, datu
experimental batetara joko dugu. Kasu honetan, T(10) = 60 da.
T(10) = 60 — 60 = 20 + 80’ — 10k =Lnl2 s k= ‘IISZ .

Beraz, hozketa-legea hurrengoa izango da:
T = 20 + 80 exp (-tLn2/10).

30°C-raino hozteko pasatu behar den denbora:

T(t) = 30 — 30 = 20 + 80exp(-tLn2/10) — 1/8 = exp(-tLn2/10)

Py Ln 2 = -tLn2/10 — -3Ln2 = -tLn2/10 = t = 30 minutu.
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3. Kalkula bedi M(2,1) puntutik pasatuko den planoko kurba bat,
ondokoa jakinik: OY ardatzak, kurbak P(x,y) puntu batetan duen
zuzen normalaren P eta A muturretako segmentua (0X-ekin normalaren
ebakidura) bi zati berdinetan zatituko duela.

Z.normala

Z.tangentea

y = y(x) kurbak P(x,y) puntuan duen zuzen normalaren ekuazioak,

Y-y=—§,(x—x),

koordenatu-ardatzak A eta B puntuetan ebakitzen ditu.

=0A; X=0 — Y=y +x/y = OB.

>

Y=0 — X=x+yy

PA segmentuko erdiko puntuaren koordenatuak, mutur-puntuen
koordenatuen baturaerdia dira. Hau da:

X=x+yy’+x=2x+yy’ _0+y
m 2 2 TaT T2

= y/2.

Koordenatu hauek B(0O, y + x/y’)x/y’) puntuarenak dira. Hots:

_2x + yy’

0] > ,

y + xX/y = y/2.

Ekuazio hauetatik honakoa ondoriozta daiteke:
s J 2 2
4x + 2yy’ = 0 — 4xdx + 2ydy =0 —— 2x"  +y = C.
M(2,1) puntutik pasatuko den kurba aurkitzeko C Kkonstantea
kalkulatu behar da, zentrua (0,0) puntuan duen eta 3/V2 eta 3

ardatzerdiak dituen elipsea ondorioztatuko delarik:

y2) =1 — 8+1=C — 2x°+y° =09,
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4. Irudian adierazi denez, kurba laun batek P(x,y) puntu
batetanduen zuzen normalak koordenatu-ardatzak M eta N puntuetan
ebakitzen ditu.

Kurba

%

Aukitu bedi MP/MN = (x/y)° propietatea beteko duten kurbei
asoziaturiko ekuazio diferentziala, eta kalkula bedi A(1,1)
puntutik pasatzen denaren ekuazioa.

MP eta MN segmentuen luzerak kalkulatu behar dira.

H—};E\/TSG2+M—Q2=\/X2+(Y+§,'Y)2=|X/y’| Vv 1+y,2,

\/WZ+W2=\/(y+§,)2+(x+yy’)2=

=
z
i

\/(yy’ Fx) oy ix o+ yy)? o= |(yy'+ x)/y" | V 1+ v

|17y’

Kurbek bete behar duten propietatea ondokoa da:

|x/y’|v’1+y’2 2

2= (x/y)° — = X—z ! X

H =

X + yy 2’
[yy> +xiy | Ve y® Y 4
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Era honetan, y’-arekiko ondoko ekuazio diferentziala dugu:

Lo xt v xyy — —_—
y vy y Xy
Fkuazio hau homogenoa da. Hurrengo ordezkaketa eginez,

y=ux — y =UuxXx+u =

"
<
=
=N o

(1;
!

Judu+Jd—§=C — u%/2 + Lnx

y2 = ZXZ(C - Lnx)
soluzio orokorra lortuko da.
Soluzio partikularra:

y) =1 — 1=2(C-Lnl) — C=12 =
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S. Ebatz bedi hastapen-baldintzatako hurrengo problema:

(x2 - yz)dx + 2xydy = 0, y() =1

Ekuazio homogenoa da. Diferentziatuz, ondokoa dugu:
y = ux N dy = xdu + udx =

(x2 - szz)dx + 2xux(xdu + udx) =0 — (1 + uz)dx + 2uxdu = 0.

Aldagaiak bananduz eta | eragilea aplikatuz, ondokoa lor daiteke:

[d—§+[ 2udu =C — Lnx+Ln(l+u2)=C — x(1+u2)=A.
1 +u

u aldagaia y/x delakoaz ordezkatuz, soluzio orokorra Kkalkulatuko
da:

x2+y2~Ax=0.
Soluzio partikularra,
y =1 — 1+1-A=0 — A=2 5 x +y -2x=0,

zentrua (1,0) puntuan 1 erradiodun zirkunferentzia da.
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6. Kalkula bedi ondoko ekuazio diferentzialaren soluzio orokorra:

X-y+5=0,

Xx+y-1=0,

Ondoren,

x=X+h=X-2,

y=Y+k=Y+3_)dX=dedy=dY=>y’=_=_=Yy

ordezkaketa egin, eta hasierako ekuazioa ondoko eran idatziko da:

X-Y

Y=X+Y'

Ordezkaketa honek geometrikoki adierazi nahi duena hauxe da:
"koordenatu-ardatzak jatorritik x -y + 5 =0 eta x +y -1 =20
zuzenen ebakidura-puntura transladatu dira".

Ekuazio homogeno honetan hurrengo eran eragingo da:

1 -u 1—2u—u2
-y = — -

Y=uX—>Y=uX+u=>uX=1+u T+ U

WM

—U+—1———du+ Ei-X—=C—>an(u2+2u—1)+LnX=C 3
2 X
u + 2u -1

(u® + 2u - DX? = A.

Hasierako aldagaietara itzuliz, hots, u = % -y-3 X=x+ 2

2
[[y_3]+2¥-1](x+2)2=A — x2+y2+2xy—2x—2y=B.
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7. Ebatz bedi ondoko ekuazio diferentziala:

(2x - 4y +5)y’ + x - 2y + 3 = 0.

Ekuazio hau ez da homogenogarria, 2x - 4y + 5 =0, x - 2y + 3 =0
ekuazioez osoturiko sistema bateraezina Dbaita, ezezagunetako
koefizienteen determinantea nulua da eta.

Koefizienteen arteko proportzionaltasunak, ekuazioa aldagai

banangarrietakora laburtzea ahalbidetuko du. Horretarako hurrengo
prozedura segituko da:

X -2y =12 BLIN 1-2y =27 >

v =(0-2z)2 — (2z +5)(1 -2’)/2+2z2+3 =0 —
4z + 11 - 2z +5)22 =0 —
dx—z—z-iidz—O%dx-ill——ldz—O—ire
4z + 11 N 2 4z + 11 B

z 1
X—§+§Ln|4z+11| = C.

Azkenik, z = x - 2y eginez,
4x + 8y + Ln|4x - 8y + 11| = A

soluzio orokorra ondorioztatuko da.




ARIKETA EBATZIAK / 359

8. Integra bitez hurrengo ekuazioak:

a) (x + eX/y)dx + eX/y(l - x/y)dy = 0, y(0) = 2.

b) 2x +y - dax + (x -

X +y x+y)dy=0, y(@1) = o.

a) ekuazioa:

Ekuazio diferentzial zehatza da, ondokoa betetzen baitu:

eX/y(l 3y -

- x/y) - e = (-X/yz]e)(/y - X

| =

1
ax y
Soluzio orokorra:

X

x/y o a’/y
j(x+e )dx+Je (1 - a/y)dy = C.
a b

Kalkuluak errazteko, a = O, b = 1 # O hartuko dira. Orduan,

J

X y
(x + e“V)dx + J dy =C — |x2/2 + yeX/ylz + |y|3l’ =C —
1

]

x2/2+yeX/y—y+y—1:C > x2+2yeX/y=A.

Soluzio partikularra: y(0) =2 — 4 =A > %% + .ZyeX/y = 4.
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b) ekuazioa:

Hau ere ekuazio diferentzial zehatza da:

Y _ 2 _ 09X
&—1+1/(x+y)—ﬂ.
Kalkula dezagun soluzio orokorra:
X y
(2x +y - Jdx + | (a - Jdy = C —
y X 1 aty y
a b

x2+xy—Ln\x+y|]z+ ]ay*Ln‘a+y]lz=x2+xy—Ln|x+y] -

az—ay+Ln|a+y|+ay-Ln|a+y|—ab+Ln|a+b|=C —
x2+xy—Ln‘x+y!=C+a2+ab—Lnla+b1=A =
x2+xy~Ln|x+y]=A.

Soluzio partikularra:

y1) =0 — 1 -Lnl=A — A=1 > x2+xy—Ln|x+y]=1.
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9. Ebatz bedi ondoko ekuazio diferentziala,
(2xy4ey + ny3 + y)dx + (xzyqey - x2y2 - 3x)dy = O,

aldez aurretik integrazio-faktore bat determinatuz.

Aldagai bakar baten menpeko integrazio-faktoreak aztertuko dira.

8X _8Y) I _ _ 8X _ 8Y)dx
[W - 6_)?] 7= ¢(x) bada, z(x) = exp [J[W —a—X]—Y ]

3y _ aXx) 1 _ 3Y _ 3X)dx
[5§ - 57} %= Y(y) bada, z(y) = exp [J‘[ﬁ' 5§J_X ]

Ekuazioak ez du z(x) integrazio-faktorerik onartuko, baina bai
z(y) erakoa.

= - 7T = (8xysey + 2xy4ey + 6xy2 +1) - (2Xyaey - 2xy2 -3) =

o = = ¢(x,y) = ez dago z = z(x).

x(xyqey - xy~ - 3)
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3y 2
{@ﬁ 6X]1 - Mawe r 2o v Do gy =gy s

y(2><y363y + ny2 + 1)

_ Y  aX)dx | _ —4dy _ - =yt
z(y) = exp[ J[& E] X:I = epr v expl-4Lny] = y .

Orain, ekuazioa z(y) integrazio-faktorearekin biderkatuz, ekuazio
zehatz baten kasura pasatuko gara:

(2xe” + 2x/y + l/ya)dx + (x5 - xz/y2 - 3x/y4)dy =0 —

X y
I x(e¥ + y ) + y  ldx + j (a%¥ - a%y % - 3ay ")dy = C.
a b

Kalkuluak errazteko, a = 0, b b # O hartuko dira.

J 2x(e” +y 1) + y_3]dx =C — |x
0
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10. Froga bedi ekuazioen arteko hurrengo korrespondentzia:

xzy - 2xy2 - 2= Ay 1], yz(x - yydx + (1 - xyz)dy = 0. [2]

Frogatu beharrekoak ondokoak dira: [2] ekuazioa [1] jatorrizkoari
asoziaturiko ekuazio diferentziala dela, eta [l]-a [2]-aren
soluzioa dela.

(=) Ekuazio diferentzial asoziatua

Deribatuz, parametroa ezabatu egingo da.

2 2 D 2 ,

Xy -2xy  -2=Ay — 2y(x -y)+ (x" -4xy - Ay’ = 0. (3]
[1] eta [3] ekuazioetatik A delakoa ezabatuko dugu:

2y(x - y) + [x? - 4xy - (xzy - 2xy2 - 2)y_1}y’ =0 —

2y2(x—y)+(xzy—4xy2—x2y+2xy2+2)y’ =0 —
“(x - y) 2 2
Y’=3727y —  yx ~-ydx + (1 - xy)dy = 0.
xy -1

(¢) Ekuazioaren soluzio orokorra

Ekuazioa ez da ez homogenoa, ez zehatza. Azter dezagun aldagai
bakarraren menpeko integrazio-faktoreen existentzia:

X _ 2 aY _ 2 X _ aY
a—};——ny 3y, = =-Y — Wiﬁ'
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X _ oY) 1 = Z_Y(i(—-ﬂ # ¢(x) — Ez dago z(x) faktorerik.

dy 06X] Y 2

\ 1 - xy

aY 8x) 1 _2yly - x) _ o =

X Gyl K- © 2/y — zly) = exp(-2Lny) =y
yi(x - y)

Orain, ekuazioa z(y) faktoreaz biderkatu, eta integratu egingo da.

y(x—y)dx+(1—xy2)dy=0 — (x—y)dx+(y_2—x)dy=0 —

@!

y
J(x—y)dx+J(y_2—a)dy=C—> x2/2—xy|:— |1/y+ayz=
a b

> x2/2—xy~a2/2+ay—l/y—ay+l/b+ab=C —
2 2 2 _
—> Xy-2xy -2=(C+a’/2-1/b - ab)2y = Ay —
Xzy—ny2—2=Ay.

Oharra: Integraletan a = 0, b = 1 eginez gero,

kalkuluak arindu
egingo dira.




ARIKETA EBATZIAK / 365

11. Integra bitez hurrengo ekuazio diferentzialak:

N ¢ U x1:gx)y2

2 2
2(xy + cosx)’ b) (y~ + xy)dx - x"dy = 0.

a) y

a) ekuazioa, z(x) integrazio-faktore baten bidez, ekuazio zehatz

bilaka daiteke:

2
, _ 0+ xtgx)y 2 _
y = 2(Xy + cosx) — (1 + xtgx)y'dx + 2(xy + cosx)dy = O,

dX 8y} 1 _ 2y(0 + xtgx) - 2(y - sinx) _ xytgx + sinx _
gy 3X| Y © 2(xy + cosx) T Xy + cosx

>
<
+

cosx)sinx _ _ _ ~ 1
(xy + cosx)cosx ~ tgx — z(x) =expl[tgxdx] = expl[-Lncosx] = o5x

Ondoren, ekuazioa z(x) delakoaz biderkatu, eta gero integratu
egingo dugu, Kalkuluak errazteko a = b = 0 ordezkatuko delarik.

(1 + xtgx)y2 dx + 2(xy + cosx)

dy =0 —
COsX COSX

X y
2
J (1 + xtgx)y dx +J 2(ay + cosa) dy =
cOSsX cosa
a b

X

y
3 '[ (cosx + xsinx)y2 dx + J 2dy = C

2
Ccos X
0 0
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Lehenengo integrala, zatikako metodoa bi aldiz aplikatuz ebatziko
da:

COSX + Xsinx = u — Xcosxdx = du, X=1u — dx = du,
2 .
dx/cos X = dv — tgx = v, sinxdx = dv — -cosx =V,
X
(cosx + xsinx) . . X
dx = (cosx + xsinx)tgx - [-xcosx + sinx] = .
2 cosx
cos X

Lortutako jatorrizkoa ondokoa da:

2
Xy
cosx

X

+ ‘ZY‘Z =C = xy” + (2y - C)cosx = O.

b) ekuazioak, homogenoa denez, hurrengo integrazio-faktorea
onartuko du:

(y2 + xy)dx - xzdy =0 > zlx,y) = ! ! !

xX+yY: 2 2 2
x(y™ + xy) - yx Xy

Horrela,

x y
(I/x + I/y)dx - xdy/y2= 0 — J. (I/x + I/y)dx - [ ady/y2 =C —
a b

X
anX+X/yI:+ |a/y|z:c = Ln'xl +§=A'
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12. F eta G direlakoak x-en funtzioak badira, froga bedi

(yF +G)dx +dy = 0

ekuazio diferentzialak x-en menpeko integrazio-faktore bat
onartuko duela, eta kalkula bedi integrazio-faktore hori.

Aurki bedi xy’ = 2x + y ekuazioaren jatorrizkoa,
a) aurreko emaitza erabiliz,

b) ekuazioa homogenotzat hartuz.

z = z(x) delakoa integrazio-faktorea bada, orduan
z(x)[yF(x) + G(x)ldx + z(x)dy = O

ekuazio diferentzial zehatza dugu, hau da,

Eragiketak eginez, aldagali bar(]iazngarrietako ekuazio Dbatetara

iritsiko gara, non z delakoa (a_z = ——) funtzio ezaguna den:
ax dx
dz - _ zF — _dz = Fdx.
dx 4

Integratuz, ekuazio linealetarako integrazio-faktorea lor daiteke:

Lnz = J Fdx + C — z = e‘erX+C 3 zZ= Ae‘erx.

a) kasuan ondokoa dugu:

Xy =2x +3y — (By/x -2)ddx +dy =0 — Fx)=-3/x >



368 / ARIKETA EBATZIAK

-J3dx/x _ Ax_a.

z = Ae
A = 1 faktoreaz biderkatuz,

(-3x 'y - 2x)dx + x_sdy =0

ekuazio zehatza lortuko da, beraren soluzio orokorra ondokoa
delarik:

X y

J (—3x_4y - 2x O)dx + J a_3dy =C = y-= AX® - x.

a b
b) Ekuazio homogenoa denez, y = ux — y = u'x + u aldagai-
aldaketaz aldagai banangarrietara labur daiteke:
Xy’ =2x +3y — x(Ux +u) =2x +3ux — Ux=2(1+u) >

du _2dx _ S Ln|l + u| - 2Ln|x| = C EXP L (1 + u)/x” = A,

1 +u X
Ordezkaketa deseginez, X +y= Ax3 dugu.

Oharra: Aztertutako ekuazioa y-rekiko lineala da:
y’ + F(x)y = -G(x).

Beraren soluzio orokorra hurrengoa da:

y = e—IFdx[ J—G(x)edexdx +C ]
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13. Froga bedi ezen
8ydx + (y° - 16x)dy = 0

ekuazio diferentziala betetzen duten planoko kurbek, ondoko
propietate hau beteko dutela: "Kurba batetako edozein  P(x,y)
puntutan zuzen tangentea abzisa-ardatzarekin ebaki eta, eta P(x,y)
et3a ebakidura-puntuak osotzen duten segmentuaren erdiko puntua
y~ = 2x kubikan egongo da".

Bila bedi A(8,4) puntutik pasatuko den kurba integrala, ondoko
prozedurak erabiliz:

a) ekuazioa zehatz bihurtuz,
b) ekuazio lineal gisa integratuz.

Y1 Kurba
P(x,y)
U E——
3
y = 2x kubika
Y M I
m —
Z.tangentea
- - 7
0 X X A X
m

M puntuaren koordenatuek, zeintzuek P eta A puntuen baturaerdia
diren, kubikaren ekuazioa bete behar dute. Hemendik aterako da
kurbek beteko duten ekuazio diferentziala.

Zuzen tangenteak OX ardatzarekin duen ebakidura-puntua, A da.

Y-y=yX-x), Y=0 — O0OA=X-=(xXy -yV/y.

Horrela, honakoa ondoriozta daiteke:

X = [x + (xy'- y)V/y'I/2 = (2xy’ - y)/2y’, y_ = y/2 3
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y3 = ZXm — y3/8 = (2xy’ - y)/y’ — 8ydx + (y3 - 16x)dy = O.

m

Ekuazio honetarako y-ren menpeko integrazio-faktore bat dugu:

z(y) = exp[ J[% - g—?]%] = exp[ J ——3% ] = exp [-3Lny] = y_3.

Ekuazioa z(y) faktoreaz biderkatuz, eta a = 0, b = 1 eginez,
integratu egingo da:

-2 -3 x -2 Y -3
8y “dx + (1 - léexy )dy=0——>I8y dx+J(1-16ay dy =C —
a b

-2

X ey =Cc s 8y +y=A — 8x+(y-Ay =0

| 8xy
Bestalde, ekuazioa x-ekiko lineala da:

8ydx+(y3—16x)dy=0 — X —%x:—g—.
Beraren soluzioa hauxe izango da:

2
< = edey/y[J%_ e—J”Zdy/ydy . C] _ yz[ J—dy/S .\ C] .

X = yZ(C - y/8), edo era baliokidean, 8x + (y - A)y2 = 0.
Soluzio partikularra:
Kurba M(8,4) puntutik pasatzen da, y(8) = 4 alegia. Orduan,

64 + (4 - A6 =0 — A=8 = 8x+(y-8y =0
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14. Biz ondoko ekuazio diferentziala:
2
(y2 - x - 2xy)y’ + y2 -x s 2xy = O.
a) Kalkulatu beraren soluzio orokorra, y = ux ordezkaketa eginez.

b) Frogatu x* + yz)—ren menpeko integrazio-faktore bat onartuko
duela, eta ebatzi ekuazioa.

c) Interpretatu geometrikoki integral-sorta.

a) Ekuazioa homogenoa denez, y = ux aldagai-aldaketak aldagai
banangarrietako kasura laburtuko du.

y = ux LN dy = udx + xdu,
(y2 - X+ 2xyl)dx + (y2 - % - 2xy)dy = O N
%) 2)(udx + xdu)J=0 —

2 2 2 2 2 2
(U"x™ - x" +2ux )dx + (U'x” - x~ - 2ux

(uz—2u—1)xdu+(u3—u2+u—1)dx=0 —

2
Ju—Zu—l du+Jdl C.
3 2 X
u - u +u-1

Integrakizuna frakzio sinpleetan bananduko da:

It

u® - 2u -1 A +Bu+C:A(u2+1)+(Bu+C)(u—1)

+1) u-1 u +1 (u - 1)u” + 1)

2. mailako gaiak: 1 = A + B
1. mailako gaiak: -2 =C-B — A =-1, B=2, C=0.
0 mailako gaiak: -1 =A - C
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Orduan, integralen ebazpenerako, ondokoa dugu:

(u2+1)x
u-1

J[ 1, 2u ]du + Jd—i = Ln|u-1| + Ln(u?+1) + Ln|x| = Ln
u-1 u +1

Soluzio orokorra hurrengoa da:

2
exp (uuw_‘i)x N 2 <2 4 yz = Aly - %),

b) Ekuazioa z = z(u) faktoreaz biderkatuko dugu, u = x? + y2

delarik, eta deribatu gurutzatuen berdintza ondorioztatuko da:
z(u)(y2 - %%+ 2xy)dx + z(u)(y2 - %t - 2xy)dy = 0, u = x% + yz,

[Z(y2 - % - 2xy)] = g [z(y2 - %%+ 2xy)l.

ax ay

Funtzio konposatuetarako deribaketa-erregelaren arabera,

Deribatu partzialak garatuz, z(u) kalkulatzea ahalbidetuko duen
aldagai banangarrietako ekuazio diferentzial bat lor daiteke:

sz’(y2 - % - 2xy) + z(-2x - 2y) = Zyz’(yz— X+ 2xy) + z(2y + 2x%)
—> 2’(xy2—x3—szy—y3+x2y—2xy2)+z(—x—y—y—x)=0
(X + y3 + xzy + xyz)z’ +2(x +y)z=0 —

5 Ix(x” + yz) + y(X2 + yz)]z’ +2x +y)lz=0 —
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(x° + yz)(x +y)2 +2x+y)z=0 — (x* + yz)z’ +22=0 >

’

uz’ +2z2=0 5 dz/z+2dw/u=0 > zZu=A = 2=A(x2+y2)_2.

Integrazio-faktoreen bidezko ekuazioaren soluzioa, ondokoa da:

b4 y
j (x% + yz)_z(y2 - %%+ 2xy)dx + J (a® + yzl_z(y2 - a% - 2ay)dy = C.
b

a

Bigarren integralaren kalkulua errazteko, a = 0, b = 1 # O hartuko
dira. Lehenengo integrala, ondoko ordezkapen trigonometrikoaren
bidez kalkula dezakegu:

X = ytgz — dx = ydz/coszz,

y2 - x% 4 2xy dx = y2(1 - tgzz + 2tgz) ydz
(x2 2,2 B B

2 -2 .2 2
+y7) (y“cos “z) cos z

|

J(coszz - sin’z + 2sinzcosz)dz = % I(cosZz + sin2z)dz =

=L (sin2z - cos2z) = N (2sinzcosz - cos’z + sin’z) =
2y 2y
2 2
1 [ 2tgz 1 ,_tgz ]__tgz+2tgz—1
2y 1 + tgzz 1+ tgzz 1+ tgzz 2y (1 + tgzz)

tgz = x/y eginez, hurrengoa ondoriozta daiteke:

y2 - x2+2xydx_tg22+2tgz-1=x2 + 2Xy —y2
(x% + yz)2 2y (1 + tgzz) 2y(x
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Beraz, soluzio orokorra ondokoa da:

2

_2x 1Y 2 _2
x+§xy 2y 1\*_1' —c 5 X +§xy 2y+2_l_l+1=C
2y (x +y)o Yl 2y(x™ + y7) vy ¥
2Xy - z X - 2 2 X
——>——y———y——=A—>———L=A—>x +y——+X=O——9
2 2 2 2 A A
2y(x” + y7) X" +y

(x - 1/28)% + (y + 1728)% = 1/2A%  MZAZB, (x-B)? + (y+B)® = 2B,

c) V2B erradiodun eta (-B,B) zentruko zirkunferentzien familia da,

y + x = 0 erdikariaren gain eta jatorrian y-x = O zuzenarekiko
tangentea delarik.
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I5. Ebatz bitez ondoko ekuazio diferentzialak:

a) y + ycotgx = sin2x, b) (1 + xy)dx = (1 + xz)dy, y(0) = 1.

Biak linealak dira. Beraz, hurrengo formula aplikatuko dugu:

y + P(x)y = Qx) — y= e_fP(X)dX[ JQ(x)efp(X)dde + C ]

a) ekuazioa:

-JPdx 1 JPdx .
e = — , e = sinx,
Sinx

J P(x)dx = J cotgxdx = Ln|sinx]|,

1
sinx

[ J sin2xsinxdx + C ] = [ f ZSiHZXCOSXdX + C ] —

1 [ 2sin°x ] 2sin’x C
+ C = +

y= sinx 3 3 sinx

b) ekuazioa hurrengo era linealean adieraz daiteke:

172 Pd
e‘r *=

1+ xH"? 1+ x>

~-1/2

)
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Soluzio orokorra:

v = (1 +x)"? J(l + 397+ xHV%x + C ] =

=1+ xHY*? J(l + x99 %% + C ]

Integral honetan ondoko ordezkaketa egin daiteke:
2
X = tgu, dx = du/cos u.

Horrela,

I = I(l + xz)_a/zdx = Jcosau du/coszu = Jcosudu = sinu.

X aldagaira itzuliz,

2,-172

[ = sinu = tgu/(l + tgzu)l/2 = x(1 +x7) 77,

soluzio orokorra hurrengoa dugularik:

y o=+ XZ)I/Z[ <0+ 97V . ¢ ] — x4 CU+ AVE

Soluzio partikularra:

yO) =1 — 1=C > y=x+(l+x2)1/2.
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16. Ebatz bitez ondoko ekuazioak:
, 3. -1
a) 2x(x + 1)y’ -y = y sin x.

b) 3dx + (3x3 - 1)x sinydy = 0, y(1) = n/2.

a) ekuazioa:

Bernoulli-ren motakoa da.

3, 1 2 sin'x
yy 2x(x+ DY TIax(x+ 1)
y_2 =z — —2y_3y’ = 7z’ ordezkaketaz lineal bilakatuko da.
, . -1 . -1
-z 1 s = sin X 2 s 1 2=—s1nx
2 2x(x + 1) 2x(x + 1) X(X + 1) x(x +1)°
1 -sin 'x
non P(x) = XX+ 1) Q(x) X 7 1) diren.
_ dx X B _ dx x+1
JP(x)dx - L{(X X5 =tn 2o JP(x)dx - JX(X =L

Ekuazio linealaren soluzio orokorraren formulan ordezkatuko da:

. -1
, = e—dex[ JQ(x)eIdedx . C] _x + 1 J -sin X 4o, ¢
X 2
(x +1)
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Azken integral hau zatika ebaz daiteke:

sin 'x = u — (l-xz)_l/zdx = du, —dx/(x+l)2= dv — l/(x+l) = v =

. -1 . -1 2,-1/2 . -1
-sin X sin 'x (1 - x%) dx sin x
I = — =~ dx = — = - 1.
2 X + 1 x + 1 X + 1 1
{x + 1)
Il-en X+1=2 ! — dx = -z 2dz aldagai-aldaketa egingo da:

2,172

-2 x+1 ~sen 'x sen 'x + (1—x7) + C(x+1)
—— — dx + C = - .
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b) ekuazioa:
x-ekiko kontsideratuz, hau ere Bernouilli-ren motakoa da:
, . 4 .
3x’ - siny x = -3x siny.C
Aurreko kasuan bezala eragiketak eginez gero, ondokoa dugu:
-4, . -3 . -4_, ,
3x x’ - siny x = = -3siny, X =z — -3x X =27 >

-z’ - siny z = -3siny — 2z’ + siny z = 3siny.

Ekuazio lineal honen soluzio orokorra hurrengoa da:
z = e'fp‘y"’y[ J Qe Yy 4 C ]

-JP(y)d -Jsinyd cos Jr(y)a sinyd -cos
IRy -Ssinydy o cosy - JPdy _ Ssinydy _ -cosy

z = e°°sy[ J3siny e “°*Vdy + C ] = e°°s"[3e“°°sy + c] =3 + Ce”¥

z = X~ eginez, X3+ ce-1=0

soluzio orokorra da.

Soluzio partikularra: x(n/2) =1 — 3+C-1=0 — C=-2 =

23 - 2% -1 = 0,
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17. Hiri batetako x(t) populazioa, indibiduo eta denbora-unitateko
a jaiotze-abiadura eta (b+cx) heriotze-abiaduratakoa da.

. -2 -3 -10 . .
Baldin a = 10 ', b = 9.10 , ¢ = 4.10 eta hasierako populazioa
10 ~-ekoa badira, frogatu t = 10 Ln6 urte pasa ondoren, populazioa
bikoiztu egingo dela.

Fenomeno honi asoziatutako ekuazioa, Bernouilli-ren motakoa da:

x'(t) = ax(t) - [b + ex(t)]x(t) — X - (a - b)x = —cx’

x ! = z, x %% = 2 aldaketaren bidez, lineal bilaka daiteke:

’

—x_zx’+(a—b)x-1=c — 2z +(a-Db)z=c

Honen soluzio orokorra ondokoa da:

S, = ef(b—a)dt[ J‘ cef(a—b)dtdt ‘A ] - f - At o

Problemaren datuak erabiliz, hurrengoa dugu:

1

x = 4.1077 + Ae t/1000

-1
X = [4.10’7 + Ae_t/looo]

Soluzio partikularra: =x(0) = 10° 510°=410"A — A= 6.10“,7

-1
x' =410 +6.10 % _, x = {4.10‘7 + 6.10“7e‘m°°°] .
t = 103Ln6 urte pasa ondorengo populazioa:
3 -7 ~7 -1ne] ! 7 717 107 6
x(10°Ln6) = [4.10 + 6.10 ‘e “] = [4.10' + 10'] =& =210

Ondorioz, x(lOsLn6) = 2x(0) = 2.10°.
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18. Integra bedi hurrengo ekuazio diferentziala,
x° - Dy’ - xzy + y2 = 2x,

aldez aurretik 2. mailako soluzio polinomikoak aztertuz.

Ondoko erako Riccati-ren ekuazio bat da:
y + P(xX)y + Q(y)y2 = f(x).

u(x) soluzio partikular bat ezagutuz, ondoko ordezkaketen bidez,
laburtu egin daiteke:

iy . -1 . .
y = u + z = Bernouilli-ren ekuazioa, vy = u + z "= Ekuazio lineala.

Aproba egin dezagun soluzio partikular modura bigarren mailako
polinomio bat hartuz:

2
u=ax +bx+c — u =2ax+b >

3 1)(2ax + b) - xz(ax2 + bx + c) + (ax2 + bx + c)z— 2x = 0.

(x
Ekuazioa ordenatu egingo dugu:
ala + Dx' + 2abx’ + [b%* c(2a - D]x% 2(bc - a - )x + c*~ b = 0.
Polinomioaren anulazioak hurrengoa ondorioztatuko du:

ala +1) =0, 2ab =0, c(2a -1) =0, bc—a-1=0,cz—b=0,

horrela
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u =X + 1, u = -x
2

soluzioak direlarik.
Ekuazioa lineal bilakatzeko, u2 = —x2 hartuko da:

2 -1 , -2,

y=-Xx +z2 —DYy =-2x-2z 2 >
1-x)2x+2%2) -x4(x*+zh)+ (x*+z2H =2x —
-2 3 2 -1 -2 3x2 1
z(1-%x)z2 -3xz2 +z°"=0 — Z + z =
3 3
x -1 x -1

Honen soluzio orokorra ondokoa da:

3

3
z = eXP[-Ln(x3 - 1)] J explLn(x - 1] dx + C -
x -1

z = (x° - 1)_1[ J.dx + C] = (x° - DMx + C).

z = (y + x)7" eginez, y aldagaira itzul gaitezke:
3 2
-1 _ .3 -1 _ x =1 2 Cx +1
(y + x7) = (x l)(x+C)—>y——X—+C X' = =
y - u

Oharra: Beste era batetan, z =

ra— ordezkaketa erabiliz,
2

zuzenean aldagai banangarrietako ekuazio bilakatuko da.
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19. Aurki bedi ondoko ekuazioaren jatorrizkoa:

2
2y dx - [(y - 1)(x2 - yz) + 2xyldy = O.

x funtziotzat hartuz, Riccati-ren ekuazio bat da:

2y2

Har dezagun soluzio partikular erraz bat. Adibidez, x = y. Ekuazio
lineal bilakatzeko ondoko aldagai-aldaketa egingo dugu:

’ _2’
X =y + 2z — X =1-2z 27,

1

’

1- 2% - Y y -1

- (y+z
2y2

2 =l-y

(y + z

<=

Ekuazioa z° gaiaz biderkatuz, sinplifikatu ondoren, hurrengoa
lortuko da: :

z +z=(1—y)/2y2 >

y
z = e_“rpdy[ {Q(y)e‘rpdydy + C ] =e” J' - yle'dy y;e dy | C
2y

Azken integrala zatikako metodoaz kalkula dezakegu.

(1 - y)ey =u — —yeydy = du , dy/Zy2 =dv — v=-1/2y >

(1 -y)eydy=(y—1)ey_e_y=_§i
2y2 2y 2 2y
z =5 E v ordezkatuz, soluzioca x-en funtzioan lortuko da:
y
2= 2 eViayacl=ce’ - 12y s xly) = L& * 20y

X~y 2Cy—ey
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20. Kalkula bitez zentrua OY ardatzean eta OX-ekiko tangenteak
diren zirkunferentzien ibilbide ortogonalak.

Kurben ekuazioa x° + (y - A)? = A® da.

Berari asoziaturiko ekuazio diferentziala, deribatuz eta ondoren A
parametroa ezabatuz kalkulatuko da.

2x + 2y ~A)y =0 — A=Xx+yyVy >

x° + (x/y’)2 = [(x + yy’)/y’]2 - ¥y =

y’ delakoa -1/y’ baliocaz ordezkatuz, ibilbide ortogonalen ekuazioa
lortuko dugu. Era honetan, ondoko ekuazio homogenoa lortuko da,

2Xy
non y = ux — Yy =ux + u aldaketa egingo dugun.

u® -1 SR SN u? o+l
2u T 2u B 2u

Aldagaiak bananduz eta integratuz,

2udu dx
——————— + ———

2 X
1 +u

=0 — Ln(u7+1)+Ln|x|=C Py w4+ x = 2A

lor daiteke.
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u = y/xX eginez, zentrua OX-en eta OY-rekiko tangenteak diren
grafikoko zirkunferentziak ondorioztatuko dira, zeintzuen ekuazioa

den.

Hasierako sorta

Sorta ortogonala

N
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21. Azter bedi ondoko ekuazioen arteko erlazioa:
a) 2x°dx + y(3x2 + yz)dy =0, b) x(x2 + y2) - Cy2 = 0.

Aurki bitez b) kurba-sortarekiko ibilbide ortogonalak.

b) kurba-sortari asoziaturiko ekuazio diferentziala hauxe da:

x(x2+y2)—Cy2=O — x3/y2+x~C=O BN

[3x2y2 - ngyy’]/y4 +1=0 — ngdy N y(3x2 + yz)dx = 0.

Ohar daitekeenez, ekuazio hau, a) ekuazioan y’ delakoa -1/y’ gaiaz
ordezkatuz lor dezakegu. Ondorioz, a) delakoa b) sortari dagozkion
ibilbide ortogonalen ekuazioa da.

a) ekuazioaren soluzio orokorra

Ekuazio homogenoa denez, hurrengo ordezkaketa egingo da:

y = ux i) dy = udx + xdu,

2x3dx + y(3x2 + yz)dy = 0 — 2x°dx + ux(3x® + u’x)(udx + xdu) = O

3
——>(2+3u2+u4)dx+(3u+u3)xdu=0——-)—uj3—u—du+g§=0,

4 2
u + 3u + 2
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Frakzio sinpleetan deskonposatuz, hurrengoa lortuko dugu:

3 3
u +3u u + 3u _2u u

u4+3u2+2 (u

3
4u + 3u du + d_§= 22u_2u du+J9§=C N
ut +3u® 42 u+ 1 u+ 2 X
2 1 2 (u2+l)2x2
Ln(u +1)—§Ln(u +2) + Ln|x| =C °xp > = A.
u o+ 2

Azkenik, emaitza u aldagaia y/x gaiaz ordezkatuz lortuko da:

= A > (y2 + xz)2 - A(y2 + ZXZ)

i
o
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22. Integra bitez ondoko ekuazio diferentzialak,
egokiak erabiliz:

a) 4x2yy’ = 3x(3y2 +2) + 2(3y2 + 2)3.

b) (y2 - sinx)dx + ytgxdy = O.

ordezkapen

a) ekuazioa:

Garbi dago ezen,

3y2+2=z — byy =z

ordezkapenak Bernouilli-ren ondoko, ekuaziora garamatzala:

ZXZZ’/B = 3xz + 223 — Z - _9 z = _:_3__ 23‘
2X 2
X
1 -2 -3 ’ ) .
Orain, z ~=u, -2z Z = u’ aldaketaren bidez,
W+ 2= 6%
X

ekuazio linealera helduko gara, beronen soluzioa ondokoa delarik:

u = e_fng/x[ J(-6/x2)eI9dX/xdx + C :i = x_gl: J—6x7dx + C ] —

u = x [-3x%/4 + Cl.
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y aldagaira itzuliz, soluzioa hurrengoa izango da:

)—2

u= 3y + 2% = -3/4x + C/x0  —  4x = (A - 3xD)3y° + 2)2

b) ekuazioa:

Kasu honetan, y2 eta ydy gaiek y2 = u egitea eskatzen dute,

(y2 - sinx)dx + ytgxdy = O y ~d (u - sinx)dx + tgx du/2 =0
ydy=du/2
u’ o+ 2 u = 2cosx
tgx

ekuazio lineala lortuko delarik.

Honen soluzio orokorra ondokoa da:

u = e-IZdX/tgx[ J 2cosx eIZdX/tgx dx + C ]

jde/tgx = J’ Z(S:?ii dx = 2Ln|sinx|; —Jde/tgx = -2Ln|sinx|.

Beraz,

3
. -2 . 2 . -2
u = sin "X [ JZcosxsm xdx + C ] = sin x[ —_—

. . -2
sinx + Csin X.

(o]
I
WIN
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23.2 Froga 3l'}%di ezen y =u exp(vVx) aldagai-aldaketaren t‘)zidez,
47y - 4x7 Ty ¢+ (x + x - 8)y = 0 ekuazioa u’’ - 2u/x" = 0
bilakatuko dela, eta kalkula bedi beraren soluzio orokorra.

Lehenik, y bi aldiz deribatu, eta ekuazioan ordezkatuko da:

1/2 R , 1 -1/2 1/2
y=uexpx' ) — y =[u + 5 Ux lexp(x™7) —
. . , -1/2 u , -1 -3/2 1/2
y’ o= [u’ + +Z(X - X )] exp(x™ ") >
[4x2[u” P w2 . % L 7 L T % ux?)
+(x +x7% - 8u ] exp(xl/z) =0 5 u'-2wx° =0
qu,, - 2u = 0 ekuazioa, Euler-en ekuazio bat da. Kasu honetan

egin dezagun aproba u = X erako soluzioekin:

m , m-1 s m-2
u=x — U = mx —  u’ =mlm - 1)x >
m = -1,
2 X} m 2
xu’ -2u=0 - mm-1)2x =0 ->m"  -m-2=0—
m= 2
u1 = x_leta u2 = x2 soluzioak linealki independenteak dira,

. . -1 2 .
ekuazioaren soluzioa u = Ax + Bx delarik.

Azkenik, u =y exp(x~1/2) eginez, hurrengoa ondorioztatuko da:

w7z 5y = exp(WX)AX " + Bxl.

i
>
+
jve}
B

y exp(x
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24. Kalkula bedi

y’4 - (x + 2y + l)y’3 + (x + 2y + 2xy)y’2 - 2xyy’ =0

ekuazio diferentzialaren soluzio orokorra.

y’-arekiko ebazgarria den lehen ordenako eta 4garren mailako
ekuazioa da. y’ = p aldaketa eginez ebatziko dugu:

p[p3 - (x +2y + l)p2 + (x + 2y + 2xy)p - 2xy] = O.

p = 0O erro bat da. 3garren mailako ekuaziorako, -2xy gaiaren
zatitzaileak diren gaiekin egingo dugu aproba, adibidez p = x
eginez. Eta Ruffini-ren metodoa aplikatuko da:

1 -(x + 2y + 1) (x + 2y + 2xy) ~-2XYy
X X -2Xy - X 2xXy
1 -2y -1 2y 0

Bigarren mailako ekuaziorako:

ey e+ D@ ray+1-8pt ey iy -0 _ |7

p = 2 2

1

Lau erroak kalkulatu ondoren, ekuazio diferentzialaren idazkera
hauxe izango da:

’

plp - x}p -2y)p-1) =0, p=y.
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Ondorioz, soluziocak hurrengoak izango ditugu:
p=0 —y =0 = y-C=0, (1]

p—x=0——>y’—x=0—>2dy-2xdx=0=>2y—x2—C=0,[2]

p—2y=0—>y’—2y=0—-)dy/y—2dx=0=>y—Ce2x=O, (3]
p-1=0 —- y-1=0-—-dy-dx =0 » y-x-C=0. [4]
Garbi dago era inplizituan adierazitako [1], [2], [3] eta [4]

adierazpenak goi-mailako ekuazioaren soluzio direla. Soluzio
orokorra hauen biderkaketa besterik ez da:

(y - C)2y - x2 - Oy - Ce™)y - x - C) = 0.
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25. a) Aurkitu ondoko kurbei dagokien ekuazio diferentziala:
2
(y - A)” = 2Ax. [1]
b) Lortu ekuazio honen kurba integraletako sorta:
y = 2x(y’ + y’z). [2]

c) Frogatu x + 2y = O kurba [1]-aren inguratzaile eta [2]-aren
soluzio singular bat dela.

d) Irudikatu [2]-aren kurba integraletariko batzu.

a) Lehenik, jatorrizkoa deribatu eta A parametroa ezabatuko dugu:

(y - A)° = 2Ax —> 2(y - A)y’ = 2A — A=1zyy”
yy' )2 _ 2xyy’ 2
s s AR AL TR

b) [2] ekuazioaren integral-sorta [1] delakoa da. Bigarren mailako
[2]1 ekuazioa y-rekiko ebazkarri gisa hartuko da, hots, y° = p
(aldagai laguntzailea) egin eta x-ekiko deribatuko dugu:

y = 2x(p + p?) (3] -2 y'=p=z(p+p2)+2x(1+2p)-§§ R

- dp
0 =(1+2p)p + 2x &). {4]

Ekuazio honen soluzioak eta [3] adierazpena, [2] ekuazioaren
soluzioak dira, era parametrikoan. Soluzio orokorraren
kalkulurako, (4] adierazpenean deribatuaren faktorea hartuko dugu:

p+2xd—X=O —» —+ —=0 — xp =C.
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[2] ekuazioaren soluzio orokorra:

y = 2x(p + p’),

Koordenatu parametrikoetan: .
C =xp.

Soluzioa koordenatu cartesiarretan aurkitzeko, p ezabatu behar da:

p=(C/x)"% = y=2xMCx)'?+cx] - y-2C=200"% 5
(y - 20)° = acx =22 5 (y - A)? = 2Ax, [5]

c) [4] ekuazioaren lehenengo faktorearen anulazioak, [3]-arekin
batera, soluzio singular posibletara garamatza:

2
y = 2x(p +p),
Koordenatu parametrikoetan :
0=1+ 2p.

p ezabatuz: p = -1/2 — vy = 2x[(-1/2) + /4] > y = -x/2 [e]

Froga daitekeenez, [6] funtzioa [2] ekuazioaren soluzioa da.

y = -x/2 — y=-172 A5 32 = 2x[(-1/2) + 1/4).

[5] soluzio orokorretik ondorioztaezina denez, soluzio singularra
da.

Bestalde, [5] integral-sortak inguratzailerik izatekotan, hori A
konstantea [5] ekuazioan sartuz eta beraren A-rekiko deribatuan
ezabatuz lortuko da.
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(y- &% =2ax ,
P, y-x-yi=2x+y)x > x + 2y = 0.

-2(y - A) = 2x

Azken hau [5]-aren inguratzaile bat dela frogatzeko, nahikoa
izango da puntu bakoitzean sortako kurba batekiko tangentea dela
frogatzea. Sortak zuzenarekin dituen ebakidura-puntuak kalkulatuko
ditugu:

xX+2y=0

(y—A)2 =2AX ——— y2 + 2Ay + Ab=0 — y = -A (bikoitza).

Kasu honetan, tangentzi puntua (2A,-A) da.

d) [5] ekuazioa y = A ardatzeko parabola-familia da, beraren
erpinak (0,A) puntuetan OY ardatzarekiko tangenteak direlarik.

Ya
A>0

Kl

A<O
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26. Froga bedi ezen
yy'? + 2xy’ - y=0 [1]

ekuazioa, fokua koordenatu-jatorrian duten OX ardatzeko parabolei
asoziaturiko ekuazio diferentziala dela.

Aurki bitez parabola-familiarekiko kurba ortogonalak.

Zuzentzailea | g

XV

Fokua X

k— A —1\ parabola

~

Lehenengo, kurben ekuazioa aurkitu behar da (ikus 27. orrialdeko
adibidea).

PM=PF — x+A=Vx +y — x*+2Ax+A°=x*+y" =
y° - 2Ax = A% (2]
Ondoren, [2] adierazpena deribatuz eta A ezabatuz, ekuazio

diferentziala lortuko dugu:
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29 ~20 =0 — A=yy s y -2xyy = (y) —

H

yy'? + 2xy’ -y = 0. (31=1]

[3]-an y’ funtzio deribatua -1/y’ gaiaz ordezkatuz gero, ibilbide
ortogonalen ekuazio diferentziala ondoriozta daiteke.

y(—l/y’)2 + 2x(-l/y’) -y =0 — yy’2 +2xy’ -y = 0. [4]

[3] eta [4] adierazpenak berdinak direnez, parabola-familiari
autoortogonal deritzo.

[4] ekuazioaren jatorrizkoa:

[4] ekuazioa x-ekiko ebazgarria den lehen ordena eta bigarren
mailako ekuazioa dugu. Ebazteko, x gaia bakandu, y’ delakoa p
balioaz ordezkatu eta y-rekiko deribatu behar da.

2x = Iy - yy'?l7y LB 2x = [y - ypl/p

Py oox = 2/y’ = 2/p = [(1 - p2 - 2yp g_p)p - (y - ypz)d—p]/p2 —
y dy
3 2 2,dp 2 dp
2p=p-p +(2yp" -y+yp)==0 — 0=00+pMp+y-=")
dy dy
Deribatua daukan faktorea anulatuz,
dp 0—>d—p+9—z=0i>py=c

4+ YV — =
pydy p y

lor daiteke, soluzioa koordenatu cartesiar eta parametrikoetan
ondokoa delarik:
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yp2+2xp—y=0

PEY L y? L oaex = CR [5]=[2]
py =C
Inguratzaileen eta soluzio singularren azterketa
y? - 2cx=C? . .
Kurba C-diskriminatzailea: X x*+y° =0
-2x = 2C
Beraz, [5] sortak ez du inguratzailerik onartuko.
2
yp +2xp—y=0_/ ) )
Kurba p-diskriminatzailea: PPV, %"+ y° = 0.

2yp + 2x = 0
Ekuazio diferentzialak ez du soluzio singularrik.

Oharra: ekuazio laguntzaileko (1 + ‘pz) faktorea anulatu izan
bagenu, ekuazio berberera iritsiko ginateke:

yp2+2xp-y=0; p2+1=0 - x2+y = 0.

Ondoko irudian sorta autoortogonaleko zenbait kurba ikus daitezke.

i
i
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27. a) Froga bedi ezen

1 +y
y=xt ——Y R [1]
1 + y’2
ekuazio diferentziala, R erradioa eta zentrua y = X zuzenean

duten zirkunferentziei asoziaturiko ekuazio diferentziala dela.

b) Integrazioaren bidez, aurkitu [l1l-aren jatorrizkoa koordenatu
parametriko eta cartesiarretan.

c) Azter bitez [l]-aren. integral-sortarako soluzio singular
posibleak eta inguratzaileak.

d) Irudika bedi ekuazioaren kurba integralen zirriborro bat.

a) Kurben ekuazioa: (x - a)® + (y - a)® = R% [2]

Deribatuz eta a parametroa ezabatuz, ekuazio diferentziala
ondoriozta dezakegu:

(x-a)°+ (y—a)2= R 25 2(x-a) + 2(y-a)y’=0 — a = T:—y .
[2] ekuazioan ordezkatuz, hurrengoa dugu:
x + yy')* x + yy)? 2
[X‘TT;’] * [Y‘1—+y'] =R =
s 1252
(1+y’2)(y2—2xy+x2) = (1+y’)2R2 — (y—x)2 = UJ)Z—R- >
1+y’
v =Xt L+ y R.
,2
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b) Ekuazioa x zein y-rekiko ebatz daiteke. y-rekiko ebatziz gero,
y’ = p ordezkatu eta x-ekiko deribatu behar da, ondoko ekuaziora
iris daitekeelarik:

y = x * RU+y’ )(1+y’ )% Y 2By v = x + RO+p)(1+p) Y2 (3]
BN Y =p=1¢%RI+ p2)—1/2 S p(l+ )1+ pz)-s/zg_i -
0=(-p) £RIL+pI> 1 +p?-p- ng_E 5
X
2,-372 dp
0=(-pll £RI+p) &]_ (4]

dp/dx gaia duen faktorea anulatuz, honakoa ondorioztatuko da:

2,-3s2 dp

0=1%R1+p)*E 232 4, J

— 0 =dx £ R(l +p

2,-3/2 dp p=tgu

) dx

o=
]

xtRJ(1+p

A=x1% R‘[cosudu = x * Rsinu -

A = x * Rtgu(l + tgzu)_l/2 i N N Rp(1 + pz)_l/z. [s]
Ekuazioaren soluzio orokorra:
y =x = R(1+ p)(l+ pz)—1/2’
Koordenatu parametrikoak: . o112
A=xRpll +p7) """
p-rekiko ebazteko, ekuazioen arteko kenketa gaiz gai egingo da:
2 2 2,172
y—A=iR(1+p2)"V2—>1+p2= R _ S p=[R_(3_’1;A)]
(y-A) y
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[S]-ean ordezkatu ondoren, soluzioa koordenatu cartesiarretan lor
daiteke:

2 2.1/2
[R™ - (y - A)7] y - A 2 2 2
= + - - =
A=xtR A R — (x - A"+ (y - A) R".
c) Soluzio singularrak aztertzeko, [4] ekuazioaren lehenengo

faktorearen anulazioa eta [3] ekuazioa kontutan hartu behar dira:

y =x t R(IL + p)1 + p) V2 .
Koordenatu parametrikoak: ’ L=,
0=1-p,
Koordenatu cartesiarrak: y = x * V2R. [6]
Beraz, [1] ekuazioa betetzen dutenez, soluzio dira, eta [2]

soluzio orokorretik ondorioztaezinak direnez, singularrak ditugu.
Bestalde, [6]-ko kurbak (zirkunferentziekiko zuzen tangenteak eta
y = X zuzenarekiko paraleloak) (2] integral-sortaren

inguratzaileak dira. [2] ekuazioa a-rekiko deribatuz, eta a
ezabatuz hauxe dugu:

(x—a)2+ (y—a)2= R® -2(x-a) - 2(y-a) = 0 — a = (x+y)/2 >

[x-(x+y)/2]2+ [y~(x+y)/2]2= 0o — (y—x)2= 2R® y = x + V2R,
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28. Frogatu Yy, =%y, = xLnx, y, = anzx funtzioak Euler-en

x3y>») + ny - y = 0 [1]

ekuazioaren soluzio linealki independenteak direla.

Aurkitu ondoko ekuazioaren soluzio orokorra,
x3y”' +xy -y = 3x4, (2]

Y = x'/9 delakoa [2]-aren soluzio bat dela Jjakinik.

E: Yo ¥, eta Y, soluzioak direla frogatzeko, [1] ekuazioa

betetzen dutela ikusiko dugu.

y, = x ——>y=l——>y;’=y;”—0 x -x =0,
’ = ’y — 19 - - 2
y, = xLnx — y, Lnx +1 — y, /X — v, 1/x
—L”% X3(—1/X2) + x(Lnx + 1) - xLnx = O,
y, = xLn’x  —» yé = Lo’ + 2Lnx — y;’ = 2(Lnx + 1)/x —

(1] 3
(

y;” = —2Lnx/x% 5« —2Lnx/x2) + x(anx + 2Lnx) - xLn’x = 0.

Orain, soluzio horiek linealki independenteak dira, baldin eta
soilik baldin, beraiek osoturiko wronskiarra ez-nulua bada.
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2
yl y2 y3 X  xXLnx xLn"x
r — ’ ’ - 2 _
lel,yz,yal =|y, vy, ¥y, =]1 Lnox+1 Ln°x+2Lnx =
y1 y2 y3 0 1/x 2(Lnx + 1)/x

= 2(Lnx + 1)% + Ln%k - 2Ln°k - 2Lnx - Ln°x - 2Lnx = 2 = O.

Ondorioz, Vo ¥ eta Y, funtzioek [l]-aren oinarrizko sistema bat

2
osotuko dute.

[1] ekuazioaren soluzio orokorra ondoko konbinazio lineala da:

y = x(A + BLnx + CLn’x). [3]

Eta bukatzeko, [2] ekuazioaren soluzio orokorra kalkulatzeko
nahikoa da [3]-ari [2]-aren soluzio partikular bat batzeaz:

y = x(A + BLnx + Canx) + x°/9.
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29. m masako puntu material bat CI eta C2 bi zentruz erakarria

izango da, zentruen arteko distantzia 2C izanik eta indarrak
beraien arteko distantziarekiko proportzionalak izanik. Aurki bedi
higiduraren legea, hasierako unean puntua geldirik eta zentruen
arteko erdiko puntutik a distantziara dagoela jakinik.

< C+x C-x
—— —

C 0o F P F c

1 1 2 2

Bi zentruen arteko erdiko puntua erreferentzi jatorritzat hartuko
da. Newton-en legearen arabera, ondokoa dugu:

mx’ = F - Fl (norantza positiboa eskuinerantz).
Bestalde, enuntziatuak dioenez: F1 = kl(c + x), F2 = k(c - x).
Higiduraren legearen ekuazio diferentziala hurrengoa da:

mx’’ = k(c - x) - k(c + x) — mx” + 2kx = 0.

Ekuazio karakteristikoa eta honen erroak

mrl+2k=0 — r=t 2k/mY%
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dira, dagokien soluzio orokorra ondokoa delarik:

x(t) = Acos(Zk/m)I/zt + Bsin(2k/m)1/2t.

Hautazko konstanteak kalkulatzeko, hastapen-baldintzak aplikatuko
ditugu.

x’(t) = -A(2k/m)"?sin(2k/m)"*t + B(2k/m)" cos(2k/m)""*t.
Hasierako posizioa: x(0) =a — a =A

Hasierako abiadura: x’(0)

l

B(2k/m)”* — B = 0.

Ondorioz, higiduraren legea

-

x(t) = acos Vv 2k/m t

da.
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30. Koefiziente indeterminatuen metodoa aplikatuz, kalkula bitez
hastapen-baldintzatako ekuazio hauen soluzioak:

a) x’'(t) - 4x’ (1) + 4x(t) = e'( + te'), x(0) = x’(0) = O.
b) X’’’ - 6x’’ + 11X’ - 6x = e-' - 6t° + 4t - 3,

x(0) = 4; x’(0) = x’’(0) = 2.

a) Ekuazio homogeno asoziatuaren soluzio orokorra:

r° - 4r +4=0 — r =2 (bikoitza) = X = (C1t + CZ)eZt.

Ekuazio osotuaren soluzio partikularra:

f(t)-ren arabera, aproba egiteko, ondoko soluzioa hartuko da:

f(t) = et + e — X = Ae' + (Bt + C)eZt.

X -ren soluzioekin ez nahasteko, beste hau aukeratuko dugu:
X = Ae' + t2(Bt + C)e®t = Ae' + (Bt® + ct?)e®,

X)

Ae' + [2Bt® + (3B + 20)t% + 2Ctle™,

Ae' + [4Bt® + (12B + 4C)t° + (6B + 8C)t + 2Cle*t.

s
I

Ekuazioan ordezkatu eta koefizienteak identifikatuz:

X' - 4X’ + 4X = Ae' + 2Ce®t + 6Bte® = &' + te?t o
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lortuko da.
Horrela, soluzio partikularra hurrengoa dugu:

X = e + t°e’/6.

Ondorioz, ekuazio osotuaren soluzio orokorra ondoko hau izango da:

x(t) = X+ X = (Clt + Cz)ez‘C et + 2?6 —

x(t) = (t2/6 + Ct+ cz)e2t + et

Soluzio partikularra. Hastapen-baldintzetatiko ondorioa:

x'(0) =0 — O=C1+2C2+l——)C1=1 =

x(t) = (t2/6 + t - 1)e?* + e

b} ekuazioa: X' - 6x’” + 11X’ - 6x = eZt - 6t2 + 4t - 3.

Homogenoaren soluzioa:

Ekuazio karakteristikoa: r3 - 6r‘2 + 1lIr - 6 = 0.

Honen erroak (-6 zenbakiaren zatitzaileak), hots, r =1, r = 2,
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r = 3 dira, eta Ruffini-ren erregelaren bidez kalkula ditzakegu
Hau da:
1 -6 11 -6
1 1 -5
1 -5 6 0
2 2 -6
1 -3 0
3
1

Erro erreal bakun hauei dagokien soluzioa:

t 2t 3t
x =Ce +Ce +Ce .
h 1 2 3

Ekuazio osotuaren soluzio partikularra:

£(t) = et - 6t° + 4t - 3 — X = Ate’" + Bt® + Ct + D,

non, tekuazio homogenoaren soluziorik ez izateko, Ae”* gaiaren ordez
Ate delakoa idatzi baita. X funtzioa zehazteko koefizienteen
identifikazioaren bidez, ekuazio osotuan ordezkatuko dugu. Era
honetan:

Ate® + Bt + Ct + D — X =A@t + et +2Bt+C  —

>
]

Al4t + 4)e®t + 2B X’ = A8t + 12)e”t N

=
It
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X - 6X" 4+ 11X’ - 6X = A8t + 12 - 24t - 24 + 22t + 11 - 6tle’

2t

- 6Bt? + (22B - 6C)t - 12B + 1IC - 6D = e° - 6t% + 4t - 3 —

-A =1 -6B = -6; 22B ~ 6C = 4; -12B + 11C - 6D = -3 -

A=-1, B=1, C=3, D=4 = X(t)=-te?" +t%+3t+ 4.

Ekuazio osoturaren soluzio orokorra:

x=%x +X = x(t)=Clet+(Cz—t)e2t+C3e3t+t2+3t+4.

h

Soluzio partikularra:

Hasteko 1. eta 2. ordenako deribatuak kalkulatu behar dira:

ke
]

' clet +(2C -1 - 2t)e?t + 3(:3e3t + 2t + 3,

x’’ Clet + (4C2 -4 - 4t)eZt + 9C3e3t + 2.

Gainera, problemaren baldintzak kontutan hartuko ditugu:
x(0) =4 -54=C +C_+C_+4,
1 2 3

2 — 2

><\-
S
!

C +2C +3C +2->C =2,C =-4,C_ =2,
1 2 3 1 2 3

It

x’'(0) =2 — 2 C +4C + 9C_ - 2.
1 2 3

Balio hauek soluzio orokorrean ordezkatuz, ondokoa lortuko da:

x(t) = 2et - (4 + t)eZt + Ze3t +t% + 3t + 4.
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31. Kalkula bitez ekuazio diferentzial hauen jatorrizkoak:

a) yV + 3y’!’

’

- 4y’ = 6sinx - 2le .

b) yIv -y = Xe© + cosx.

a) Homogeno asoziatuaren soluzioa:

Ekuazio karakteristikoa:

r5+3r3—4r=09r(r4+3r2—4)=09r=0, r‘4+3r2-4=0.

Ekuazio bikoadraturako: r = ———-=

Bost erro errealak hauexek dira: r =0, r = -1, r =1, r = £ 2i.

Dagokien ekuazio homogenoaren soluzioa ondokoa da:

-X
y =C +C2e

X .
+ C e” + C cos2x + C_sin2x.
h 1 3 4 5

Ekuazio osotuaren soluzio partikularra:

Frogarako soluzioa:

f(x) = 6sinx - 10e © — Y = Acosx + Bxe .

Ekuazioan soilik ordena bakoitiko deribatuak daudenez, eta Acosx
ez dagoenez y,-n edukita, soluzio partikularrean (Acosx + Bsinx)

adierazpenaren ordez Acosx idatziko dugu. Halaber, e * delakoa
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. -X . -X . . .
y,-ren soluzio denez, Be gaia-en ordez Bxe gaia jarri duguy,

era horretan koefizienteen identifikazioa ahalbidetuko delarik.

Y delakoa bost aldiz deribatu eta ekuazioan ordezkatuko da:

Y = Acosx + Bxe * — Y’ = -Asinx + B(l - X)e ¥ —
Y’'’ = -Acosx + B(x - 2)e = — Y’’’ = Asinx + B(3 - x)e © —
Y = Acosx + B(x - 4)e X — Y'Y = -Asinx + B(5 - x)e =
Y + 3"’ - 4Y’ = -Asinx + B(5 - x)e * + 3Asinx + 3B(3 - x)e * +

+ 4Asinx - 4B(1 - x)e = = 6Asinx + 7Be = = 6sinx - 2le .

Koefizienteak identifikatuz, ondokoa dugu:
6A =6, TB=-21 — A=1B=-3 =3 Y=cosx-3xe .

Hortik, y = Yy, + Y soluzio orokorraren ekuazioa hurrengoa da:

y=C+ (C2 - 3x)e * + C36X + 7C4c052x + Cssin2x + COSX.

. v x
b) ekuazioa: y -y = Xe + cosX.

Ekuazio karakteristikoa eta bere erroak ondokoak dira:

oDt + 1) =0 5 r

1l
=
=3
1l
|
=
"3
1l
I+
—_

r -1=0 — (r
Ekuazio homogenoaren soluzioa:

X ~X .
y =Ce +Ce” + C cosx + C sinx.
1 2 3 4
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Aproba egiteko soluzio partikularra:
f(x) = xe* + cosx — Y = x(Ax + B)e" + x(Ccosx + Dsinx).

Kasu hauetan, e* eta cosx funtzioak ekuazio homogenoaren soluzio
dira. Beraz, normalean erabiliko diren (Ax + B)ex eta (Ccosx +
Dsinx) adierazpenak x aldagaiaz biderkatu behar dira.

Y delakoaren lehenengo lau ordenetako deribatuak kalkulatuko dira:

Y = (Ax® + Bx)e® + Cxcosx + Dxsinx —>

Y’ = [sz + (B+2A)x + Ble® + x(-Csinx + Dcosx) + Ccosx + Dsinx,
Y '= [sz + (B+4A)X + 2B + 2Ale™- x(Ccosx+Dsinx) - 2Ccosx + 2Dsinx,
Y ' '= [Ax2+ (B+6A)x + 2B + 6Ale’+ x(Csinx-Dcosx) - 3Ccosx - 3Dsinx,

Y= [Ax2+ (B+8A)x + 4B + 12A]e™+ x(Ccosx+Dsinx) + 4Csinx - 4Dcosx.

Y hori aurreko ekuazioan ordezkatuz, eta koefizienteak berdinduz,
hauxe dugu:

YIV - Y = (8AxX + 4B + 12A)e* + 4Csienx - 4Dcosx = xe© + cosx —>

8A =1 4B+ 12A =0, 4C =0, -4aD =1 =
A=18 B=-3/8, C=0, D=-1/4 >

(x% - 3x)ex_ xXsinx
g g

Y =

Soluzio orokorra:

Ekuazio homogeno asoziatuaren Yy soluzioari soluzio partikularra

batuko zaio:
- (x? - 3x)e® xsinx
y=Cex+Cex+Ccosx+Csinx+ - .
1 2 3 4 8 4
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32. a) Froga bedi ezen

=X = COSX = sinx
yl ’ Y2 ’ y3

soluzioek hirugarren ordenako ekuazio diferentzial batetarako
oinarrizko sistema osotuko dutela.

b) Determina bedi aurreko ekuazio diferentziala.

c) Gara bedi parametroen aldakuntzaren metodoa,

xy,n _ yn ¥ Xy, -y = 2X3 [l]

ekuazioaren soluzio orokorra aurkitzeko.

a) Lehenik wronskiarra ez-nulua dela, hots, soluzicak linealki
independenteak direla frogatuko dugu.

X cosx sinx

. . . 2 2
Wix,cosx,sinx] = 1 -sinx cosx = xsin"x + Xcos' X = X.
0] -COSX -sinx
b) y = Ax + Bcosx + Csinx konbinazio linealeko konstanteak,

deribatuz ezaba ditzakegu.

. D . D

y = Ax + Bcosx + Csinx — y = A - Bsinx + Ccosx —>
)y . D Y .

y’’ = - Bcosx - Csinx — y’”’ = Bsinx - Ccosx =

y + y$’ = AX; y) + y”? _ A H y + y’) = (y’ + y”’)X EN

IR E]

xy'” -y’ +xy -y =0. [2]
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c) [2] ekuazioa [1] delakoari asoziaturiko ekuazio homogenoa da.
Parametroen aldakuntza-metodoa aplikatzeko, [2]-aren soluzioko
konstanteak funtzio laguntzaileez ordezkatuko dira:

v, = Ax + Bcosx + Csinx —221, y = X L1 + CoSX L2 + sinx L3. (3]

Ll, L2 eta L3 funtzioak determinatzeko, y aldagaia [1] ekuazio

osotuaren soluzio izan behar da, eta lehenengo bi deribatuek
ondoko baldintzak bete beharko dituzte:

’

y = L1 - sinx L2 + COSX L3 + X L; + cosX L’2 + sinx L;.

Lehenengo baldintza: X L; + cosxX L; + sinx L; = 0. (4]
y = L1 - sinx L2 + cosx L3 erlazioa berriro deribatuz,

y’’ = - cosx L2 - sinx L3 + L; - sinx L’2 + cosx L; dugu.
Bigarren baldintza: L; - sinx L’2 + CcosX L:’; = 0. (5]
Orain, y’’ = - cosx L2 - sinx L3 deribatuz,

y’’’ = sinx L2 - cosx L3 - cosx L; - sinx L’3 lor dezakegu.

[3] delakoa eta beraren deribatuak [l]-ean ordezkatuz hauxe dugu:
x(sinx L - cosx L - cosx L’ - sinx L’) - (-cosx L_ - sinx L_) +
2 3 2 3 2 3

+ x(LL - sinx L + cosx L ) -(xL + cosxL +sinxL)=2x3.
1 2 3 1 2 3
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yh delakoa homogenoaren soluzioa denez, L funtzioak dituzten

gaiak nuluak izatea ondorioztatuko da. Ondorioz,

) 3 . 2
~XCOSX L’2 - xsinx L; = 2x° — -cosx L; - sinx L; = 2x°. [6]

(4], [5] eta [6] ekuazioek sistema ez-homogeno bateragarria
determinatzen dute, L’ funtzioen koefizienteetako determinantea,

Y yzeta Y, soluzioen wronskiarra (W = X) besterik ez baita.

x L’ + cosx L’ + sinx L’ = O, (4]
1 2 3

L’ - sinx L’ + cosx L’ o, [5]
1 2 3

2x°. (6]

1l

- cosx L’ - sinx L’
2 3

Cramer-en erregelaren bidez ebatziz, hurrengoa lor daiteke:

0] CcCOSX sinx
1 . 1 2 . 2 2
L’ == 10 -sinx cosx | = = (cos X + sin"x)2x" = 2x,
1 W X
2 .
22X -c0SX =-sinx
X 0 sinx
, 1 1 . 2 .
L2 = W 1 0 CosSX | = - % (xcosx-sinx)2x~ = 2x(sinx-xcosx),
2 .
0 2X -sinx
X CcosX 0
s 1 . 1 . 2 .
L3 =W 1  -sinx 0| =- X (xsinx+cosx)2x~ = -2x(xsinx+cosx).
2
0 -COSX 2X
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Behin funtzio laguntzaileen deribatuak ezagututa, [ eragilea
eta zatikako integrazioa aplikatuko dira:

L=JL’dx=J2xdx=x2+C,

1 1 1

L2 = J L;dx = '[ZX(sinx - xcosx)dx = —2xzsinx - 6XCcosX + 6sinx + C2 ,
. 2 .

L3 = J L:’gdx = —JZx(xsmx - cosx)dx = 2X cosx - 6Xsinx - 6cCosx + C3 .

L funtzio hauek [3] soluzioan ordezkatuko dira:

2 2 . . 2

y = (x" + C1)X + (-2x"sinx - 6xcosx + 6sinx + Cz)cosx + (2x°cosx -
. . . 3

- 6Xsinx - 6cosx + C3)smx = C1X + Czcosx + C3s1nx + X - 6X.

Azkenik, gaiak x-ekiko ordenatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

y = (C1~ 6)x + Czcosx + Casinx + x3 3 y = AX + Bcosx + Csinx + x3.

Oharra: Garbi dago Y = x> delakoa [1] ekuazioaren soluzio
partikular bat dela. Ekuazio osotuaren soluzio partikulartzat
hirugarren mailako polinomio bat hartu izan bagenu, problema erraz
ebatziko genukeen.
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33. Ebatz bitez hurrengo ekuazio diferetzialak:

1 e2x
a) V'Y = ook b) y—3y+2y=-—X
e +1
a) ekuazioa.- Homogeno asoziatuaren soluzioa hauxe da:
2 . .
r +1=0 —- r=%i > y=Clcosx+C2s1nx.

Soluzio partikularraren adierazpena ezezaguna denez, ekuazio
osotua ebazteko ezin izango dugu indeterminaturiko koefizienteen
metodoa aplikatu. Parametroen aldakuntzaren metodoaren bidez,
soluzio orokor modura hurrengo hau hartuko da,

y = cosx L1(X) + sinx Lz(x),

non L; eta L; direlakoek ondoko sistema beteko duten:
cosx L;(x) + sinx L’z(x) =0, -sinx L;(x) + CcOsX L’z(x) = 1/cosX.
Sistemaren soluzioak: L;(X) = -tgx , L;(X) = 1.

J eragilea aplikatuz, eta
L1(X) = —J tgx dx = Ln|cosx| + A , Lz(x) = j dx = x + B
balioak kalkulatuz, eta soluzio orokorra ondoriozta daiteke:

y = cosx L1(X) + sinx Lz(x) = cosx (Ln|cosx| + A) + sinx (x + B) =

y = Acosx + Bsinx + xsinx + cosx Ln|cosx]|.
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b) ekuazioa.- Homogeno asoziatuaren soluzioa hauxe da:

r2—3r+2=0——>r=1;r=2 > yh=C1ex+C2e2x.

Aurreko kasuan  bezala, parametroen aldakuntzaren metodoa
aplikatuko da, soluzio orokorrerako hurrengoa izango delarik:

y = exLl(X) + ezxLZ(x).

L; eta L; horiek ondoko sistema bateragarriaren soluzioak dira:

2x
e’L’ (x) + ezxL’(x) = 0, "L’ (x) + ZeZXL’(X) = _
1 2 1 2 x
e + 1
e” -1
L'(x) = , L’ (x) =
1 X 2
e + 1 e’ + 1

Hauen jatorrizkoak hurrengoak ditugu:

[ e*dx
L (x) = | — =Ln|e" + 1| + A,

1 b4
J e + 1
-dx X X

LZ(X)= —= e +1=t — edx =dt — dx = dt/(t-1) =

J e’ + 1
L (x) = ~dt L 1 dt = Ln t + B t=e +1

= —_— = _— - —_—— = _—_—
2 t(t-1) t t-1 t -1
J

L(x) = Ln|l +e | + B

Era honetan, lortuko den soluzio orokorra ondokoa da:

y = exLl(x) + ezxLz(x) = Ae® + Be’™ + e*Ln(e* + 1) + e“*Ln(l + e ¥).



ARIKETA EBATZIAK / 419

34. Fluido biskotsu uniforme batetan murgildutako a erradiodun
esfera txiki baten gaineko arrastrea determinatzeko,

4 3 2
pad_£+8p29_§+8p—df_

dp dp dp

g &L —

>
2 dp 0, p>a

ekuazio diferentziala ebatzi behar da, non p delakoa esferaren

zentrutik neurturiko distantzia den. Lor bedi ekuazioaren soluzio
orokorra.

Aurrekoa, Euler-en ekuazio homogeno bat da, zeinetarako f(p) = pm

erako soluzio partikularrak frogatuko diren.

flp) = p" LN ’(p) = rnpm-1 NN 27 (p) = m(m—l)pm_2 2,
£ (p) = m(m-1)(m-2)p™"° Ly ) = mim-1)(m-2)(m-3)p™ .

Ekuazio diferetzialean ordezkatu ondoren, hurrengoa lor daiteke:

pam(m—l)(m—z)(m—3)pm_4+ 8p2m(m—1)(m—2)pm_3+ 8pm(m—1)pm_2~ 8mpm_1

= pm_l[m4 + 2m° - 5m° - Sm] =0 —Ve—> m(m® + 2m® - 5m - 8) = 0.
Fkuazio honen erroak: m =0, m =2, m= -1, m = -3.

Hauei hurrengo soluzio independenteak dagozkie:

fp)=1, flp)=p", f3(p)=p—1, f(p) =p

Beraz, ekuazioaren soluzio orokorra ondokoa izango da:

2 -1 -3
f(p)—C1+C2p +C3p +C4p.
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35. Ebatz bitez ondoko ekuazio diferentzialak:
a) xzy” -2y = x " cosx.

b) (2x + 3%y’ - (16x + 24)y’ + 32y = 32[Ln(2x + 3) + 2.

a) Euler-en bigarren ordenako ekuazio diferentziala da:

ao(ax+b)ny(n)+ al(ax+b)n_1y(n_1)+ ..... + a 1(ax+b)y’+ ay= f(x).
n-

Kasu honetan a =1 eta b = 0 dira. x = et ordezkaketaren bidez,
koefiziente konstanteetako ekuazio bilakatuko da:

X =€ t=Lnx, x>0 — dy/dx=dy/dt

-t D
Ix/dt - e dy/dt —

—Zt(

(dzy/dxz)et= e“t(dzy/dt2 - dys/dt) -» dzy/dx2 =€ dzy/dtz— dy/dt).

Baio hau, a-ren ekuazio homogeno asoziatuan ordezkatuz,

Py -2y =0 O] — ee ?NdPydt’ - dy/dt) -2y = 0 —

d?y/dt® - dysdt - 2y = 0O

ekuazioa lortuko da, beraren soluzioa hurrengoa delarik:

2 -r-2=0 — r=2;r=-1 = y = Ae®t + Be™t

x aldagaira itzuliz, [1]-erako ondoko soluzioa lor daiteke:

2t -t t=Lnx 2 -1
yh=Ae + Be e yh=Ax + Bx .
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Oharra: [1] ekuazioaren soluzioa kalkulatzeko, era baliokidean
zuzenean y = x" erako soluzioez egin dezakegu aproba:

m , m-1 ’s m-2
y=x — y =mx — ¥’ = m(m-1)x 7,
2 ,, m 2
Xy’ -2y=0 » mm-1)-2]x =0 - m -m-2=0 —
m=2 m=-1 — y1=x2, y2=x_1 s y = Ax* + Bx!

Parametroen aldakuntzaren metodoa aplikatuz, ekuazio osotua erraz
ebatz daiteke. Soluzio orokortzat hurrengoa planteatuko da:

y = XZLI(X) + x—le(x). [2]

Funtzio laguntzaileen kalkulua:

XZL;(X)+X_1L;(X)=O,

5 5 — Lix) =
ZXL;(X)-X_ L’ (x)=x"cosx,

Zatikako integrazioa aplikatuz, hauen emaitzak kalkula daitezke:

(xsinx + cosx) + A,

1
J xXcosxdx = 3

._.
Wl —

J—x4cosxdx = %(—x4 + 12x° - 24)sinx + %(4x3 + 24x)cosx + B.

N
Wl -

Azkenik, hauek [2]-an ordezkatuz, soluzioa hurrengoa izango da:

y = Ax® + Bx ' - (x® - 8)cosx + (4x - 8% ')sinx.
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b) ekuazioa ere Euler-en ekuazioa da, hots,
(2x + 3%y’ - 8(2x + 3)y’ + 32y = 32[Ln(2x + 3) + 2I.
Hurrengo aldaketarekin koefiziente konstanteetakoa bilakatuko da:
t

2Xx + 3 =e > t=Ln2x + 3), 2x + 3 > 0.

Aurreko probleman adierazi zenez, ekuazio homogeno asoziatua

ebazteko zuzenean y = (2x + 3)™ erako soluzioez egin dezakegu
aproba:

y=@2x +3)" 5y =2m(2x + 3™t vy’ = 4m(m - 1)(2x + 3)™?
— y’’’ = 8m(m - 1)(m - 2)(2x + K RN

(2x+3)°y" "= 8(2x+3)y’+ 32y = 0 » [8m(m-1)(m-2)-16m+321(2x+3)™ = 0

LmB—3m2+4=0——>(m+1)(m-2)2=0%m=—1,m=2(2).
Erro bakunei, linealki independenteak diren y,= (2x + 3)7' eta
y, = (2x + 3)2 soluzioak dagozkie. Eta gainera, m = 2 erro
bikoitzari, v, delakoaz gain, vy, = (2x + 3)%Ln(2x + 3) soluzio

independentea dagokio. Horrela, ondoko konbinazio lineala ekuazio
homogenoaren soluzioa da:

y = A@x + 3) + (2x + 3)%B + C Ln(2x + 3)].

b) ekuazio osotuaren soluzio partikular bat lortzeko, kasu honetan
koefiziente intdeterminatuen metodoa aplika dezakegu. Horretarako,
2x + 3 = e aldaketari dagokion x aldagaiarekiko soluzio batez
frogatzea besterik ez dago.

Hau da, transformaturiko ekuazio homogenoari dagokion ekuazio
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karakteristikoa m° - 3m° + 4 = 0 da. Ekuazio osotua hurrengo hau
da:

d®yrdt® - 3d%y/dt? + 4y = 32(t + 2).

Ekuazio honetan aprobarako hartuko den soluzio partikularra, lehen
mailako Y(t) = Clt + C2 polinomioa da.

b) ekuaziorako Y(x) = Can(2x+3) + C2 izango da.

Deribatuz eta b) delakoan ordezkatuz, honakoa ondoriozta dezakegu:

Y(x) = CLn(2x +3) + C, — Y'(x) = 2C (2x + 3)7! N
Y(x) = -4C 2x + 37 o Y(x) = 16C (2x + 3)7° 5
(2x + 3%y - 8(2x + 3)Y’ + 32Y = 32[Ln(2x + 3) + 2] —
16C1 - 16C1 + 32[C1Ln(2x +3) + C2] = 32[Ln(2x + 3) + 2] N

32C2=64, 32C1=32 — C =1, C_ =2

Era honetan, soluzio partikularra determinaturik dago, hots,
Y(x) = Ln(2x+3) + 2.

Homogenoaren soluzioari azkeneko hau batuz gero, soluzio orokorra
ondorioztatuko da:

y = Ax + 3) + (2x + 3)°[B + C Ln(2x + 3)] + Ln(2x + 3) + 2.
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36. Ebatz bedi ondoko ekuazio diferentzial homogenoa,
2 vy 2\,
(x" - x)y”’ +0-2x)y’ + (4x - 2)y = 0, [1]

u = e** delakoa integral partikular bat dela jakinik.
Lor bedi ekuazio ez-homogeno honen soluzio orokorra:

2

(x* - x)y” + (U - 2x)y’ + (4x - 2)y = 2(x° - x)°. [21

[1] ekuazioaren soluzio orokorra:

Fkuazio lineal homogeno baten u = u(x) soluzio partikular bat
ezagututa, y = uz ordezkaketak ordena unitate bat txikiagotzea
ahalbidetuko du, aldagai banangarrietako lehenengo ordenako
ekuazio bat izango dugularik. Ordezkaketaren garapena honela da:

y = ¥z 2 y' = ezx(22 + 2Z) LN y’ o= er(4z + 4z + Z277)
2 2 = ™%z
(x" - x)y’ + (1 -2x)y + (4x - 2)y =0 _y=e z,

(xz—x)ezx(4z + 4z + 27) + (l—sz)ezx(Zz + z')+ (4x—2)e2x2= 0 —
(x°-x)z"+ [4(x°-x) + (1-2x9)]z’+ [4(x%-x) + 2(1-2x°) + 4x-2]z = O.

u = ezxdelakoa [1]-aren soluzio bat denez, z-ren faktorea anulatu
egingo da. Gero, z’ = w eginez, aldagai banangarrietako lehenengo
ordenako ekuazio batetara pasatuko gara.

(x2 - x)Z2"7 + (Zx2 -4x + 1)z =0 2w,
2 , 2
(x" -2x)w + (25" -4x + 1Dw =0 —

<|%

2x% - 4ax + 1 dw 1 - 2x
X + 2 + ———
x(x - 1) W
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Ln|w| + 2x - Ln|x(x - )| =C — Ln|———0x| = C - 2x —XB,
x(x - 1)
w =A™ 5w = Ax(x - 1)e X
x(x - 1)
Orain, zatika integratuz, z kalkulatuko dugu:
zZ2=w — z= dex = AJ(X2 - x)e Pdx = — % x%e ™ 4+ B.

Azkenik, hasierako ordezkaketa aplikatuta, hurrengoa lortuko da:

y = erZ — y = Be2x + Dx°.

[2] ekuazioaren soluzio orokorra:

[1] ekuazioa ebatzita, eta parametroen aldakuntzaren metodoa
aplikatuz, [2]-aren soluzio orokor modura ondokoa planteatuko da:

y = ezxLl(x) + szz(x). [3]

L’l(x) eta L’gx) hurrengo sistema bateragarritik kalkula daitezke:

2x 2
e + xL’ 0,
1 2 -2x

— Llx) = x2e L)(x) = -L

2e2xL; +2xL) = 2(x” - x),

J eragilea aplikatuz, ondoko balioak ondorioztatuko dira:

L (x) = sze_zxdx = —(2x% + 2x + 1)e **

+B,L(x)=J-dx=-x+D.
1 2

Azkenik, [3]-an ordezkatuz soluzioa determinatuko da:

y = eZXLl(X) + XZLZ(X) 3> y = Be™ + Dx* - (4x° + 2x° + 2x + 1)/4.
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37. Integra bitez ondoko ekuazio diferentzialak, kasu bakoitzean
emandako soluzio partikularra erabiliz:

(1+x2)y”+xy’—y/4=0, y=\/x+\/1+x2. [1]
1

x(4x> + Dy’ + 20 - 2x3)y’ - 12x2y =0, y, = 1/x. [2]

Aurreko ariketan garatu den y = ¥,z ordezkaketak, ekuazio lineal

homogenoaren ordena unitate bat txikiagotzea ahalbidetuko du.
Bigarren ordenako kasurako, ondoko emaitza praktikora garamatza:

y’ + P(X)y + QxX)y =0 — y, = le exP[_ﬂ:(X)dX] dx, [3]
Yy
non y, eta Y, soluzio linealki independenteak diren.
[1] ekuazioaren soluzio orokorra:
2 2 1 2
P(x) = x/(1 + x") — -fP(x)dx = —dex/(l + X)) = - 5 Ln(l + x7) —>

expl-SP(x)dx] = exp[-% Lol + x3)] = (1 + )2

[3]-an ordezkatuz, ondokoa dugu:

_ 2,1/2:1/2 dx _
y, = lx+ L+ x7 J 2,172 21/2]—)’11.

(1 + x7)"7[x + (1 + x9)
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I-ren integrakizuna bider eta zati [x - (1+x2)1/2] egingo dugu:

=x - (l+x2)1/2.

I ___J [x - (1+x°)"?1dx _ | x - (1+x%)"?]dx
(1+x9)! 2 [x%-1-x?] (1+x 2)1?

Beraz,
v = Ix+ (1) P x-(14x5YF = [x+(1+x5) " ? 11x-(1+x)"?] _
2 [x+(1+x2) 72172
- x% - (1+x2) _ _[(sz)l/z_ x]l/z
[x + (1+x?‘)1/2]1/2 [(1+X2)1/2+ X11/2[(1+X2)1/2_ X]1/2
y = -[(1 + X2)1/2_ X]1/2.

Soluzio orokorra Y, eta y,-ren konbinazio lineala da:

Y=AVV1+x2+x+B\/\/1+ 2 x.

[2] ekuazioaren soluzio orokorra:

Kasu honetan hurrengoa dugu:

3 3 3
-P(x) = 3(_2"—3"#) | —fP(x)dx = J %@53‘_” dx = iJ _(_%};"_1) dx.
x(4x"+ 1) x(4x7+ 1) x(x"+ 1/4)
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Integrakizuna frakzio sinpleetan banandu behar da. x = -2_2/3
delakoa x> + 1/4 = 0 ekuazioaren erro bat denez, izendatzaileko
polinomioa ondoko eran faktorizatuko dugu:

3 2 -2/3 -4/3

x(x° + 1/4) = x(x + 2772 - 2% + 27Y°).

Beraz, frakziotan deskonposatuz,

-1 _ 4, 2 . 4x-27
X(X3 + 1/4) X X + 2—2/3 XZ _ 2—2/3X + 2—4/3
kalkula daitekeen jatorrizkoa ondokoa izango da:
3
-é- J _ex-l) dx = -2Ln|x| + Ln|x + 2'2/3\ + Ln[x2 - 2% 4 2_4/3‘
3
x(x"+1/4)

= Ln|x3 + 1/4|/x2 —  expl-JP(x)dx] = x> + 1/4)/%°

[3] ekuazioa aplikatuz, hurrengoa ondoriozta dezakegu:

3
y, = le expl-SP(x)dx] dx = % I(Xs ¢ 1/a)dx = Xt 1

2 4

Yy

Soluzio orokorra Y, eta y,ren konbinazio lineala da:

+ B(x3 + 1).

= A
Y =%
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38. Lortu ondoko ekuazio diferentzialari dagokion kurba integrala:
) ) )2
xy'y’ -y - x° = 0, m

y = 4(x - 2) zuzena (2,0) puntuko tangentea delarik.

H

Ekuazioan y aldagairik ez dagoenez, y’ = 2z aldagai-aldaketak
ekuazioaren ordena unitate bat txikiagotuko du:

s 2 3 = 2 2 3 2 -1
xy'y? -y -x =0L 3%z -2 -x" =0 52 - z/x = x°z .
- . 2
Hau Bernouilli-ren ekuazio bat da, z° = u, 2zz’ = u’ aldaketaren

bidez ekuazio lineal bilaka daitekeena:

2
22’ -2 /x = x> 2 2% . W - 2wx = 2%% [2]

[2]-aren soluzioa ondokoa da:
u = e“rz“"/x[ JZXZe_‘erX/xdx + A ] = x%(2x + A).

z aldagaira itzuliz gero,

z = u’? = x(2x + &)/, (3]

azkenean, hasierako y aldagairako ondokoa izango dugu:
y =z — y= szx = JX(ZX + A %dx.

Ondoren, hurrengo eragiketak eginez,
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2x + A2 =t 5 2x+A=t° — dx=tdt =
2 172
_ [t -A.2. _ 1 5 _ 3 t=(2x+A)
y—J 5 tdt—30(3t 5AtY) + B
y = % B2x + A)¥% - 5a02x + A% + B [4]

soluzio orokorra lortu dugu.

Soluzio partikularra:

Problemako baldintzak ondokoak dira:

Kurba (2,0) puntutik pasatuko da: y(2) = 0.

Kurbak (2,0) puntuan y’ = 4 malda du: y’(2) = 4.

[3] eta [4]-an ordezkatuz, A eta B konstanteak finkatuko dira:
VR =z2) =4 — 26+A)" =4 5 4+A=4 5 A=o0.

3/2 A=0

y(Z)=0—>%[3(4+A)5/2—5A(4+A) J+B=0228=_16/5.

Azkenik, eskatutako kurba lortzeko, balio hauek soluzio orokorrera
eramango dira, honako emaitza hau erdietsirik:

_2x)¥?% - 32
y = 10 :
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39. a) Aurkitu ondoko funtzioari dagokion ekuazio diferentziala,

y = A - Ln[cos(x + B)], [

non A eta B hautazko konstanteak diren.

b) Bilatu ondoko propietatea betetzen duten planoko kurbei
dagokien ekuazio diferentziala: "“ P(x,y) puntu bakoitzeko
kurbadura-erradioa, zuzen tangenteak abzisa-ardatzaren norabide
positiboarekin osotzen duen angeluaren sekantearen berdina da".

c) Bilatu b)-ko kurba-familia, eta determinatu M(0,1} puntutik
pasatuko den kurba, zeinak puntu horretan zuzen tangentea
abzisa-ardatzarekiko paraleloa duen.

a) [1] ekuazioa bi aldiz deribatuz, A eta B konstanteak ezabatuko
dira:

’

y = A - Ln[cos(x + B)] — y’ = tg(x + B) — y’’ = I/cos’(x + B) =

I

=1+ tgz(x + B) = y’' =1+ y’z. [2]

b) Propietatean parte hartzen duten magnitudeak hauexek dira:

2 172

secB® = 1/cos8 = (1 + tg'8) "~ = (1 + y,z)l/z‘

Kurbadura-erradioa: p = (1 + y’z)a/z/y”.

Enuntziatuko propietatearen arabera, [2] ekuazioaren baliokidea
den

,2\1/2 ,2 vy

2)372 ) > 1+y " =y

p =sec8 — (1l +y /y’= (1 +y
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ekuazio diferentziala ondoriozta dezakegu. Hau da, dagokion
integral-sorta [1] jatorrizkoa da.

c) [2] ekuazio diferentzialean ez dago y aldagairik. Beraz, y' = z
aldaketak ordena txikiagotzea ahalbidetuko du:

Lrylay 223 1422 5 dzl+ZD) =dx s
arctgz = x + B — 1z = tg(x + B). (3]
y aurkitzeko, ondoko eran eraginez,

y =z > y= jzdx = ‘[tg(x + Bldx = -Ln|cos(x + B)| + A (4]

ondorioztatuko dugu, adierazpen hau [1]-aren baliokidea delarik.

Integral partikularra:

Kurbaren propietateak: y(0) =1, y’(0) = 0.

[3] eta [4] adierazpenetan ordezkatuz, A eta B finkatuko dira.
y()=2(00=0 — tgB=0 => B =0.
y0) =1 — A -Ln|cosB| =1 = A =1
A eta B integral orokorrera eramanez, hurrengoa lortuko da:

y =1 - Ln|cosx| =1 + Ln|secx]|.
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40. Froga bedi ezen
L4 ’2
yy’ =mQ + y’") [1]

ekuazio diferentziala hurrengo propietatea betetzen duten planoko
kurbei dagokiela: "P(x,y) puntu bakoitzeko, p kurbadura-erradioa,
puntuak eta OX ardatzak mugatzen duten segmentu normalaren
luzerarekiko proportzionala da".

Aurki bitez kurba horiek hurrengo kasuetan:a) m = -1 , b) m = 1/2.

y’} Kurba integrala

Zuzen normala

Normalaren PC segmentuaren balioa, iruditik ondoriozta daiteke:

PC =

o
o]
+
W
Q

BC magnitudea, zuzen normala OX ardatzarekin ebakiz lortuko da:

Y-y=_%,(x—x) —Zi) 6(—:5X=X+Yy,’
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Enuntziatuko propietatearen ondorioz,

p=KPC — 1+ y,z)a/z

y =Ky V1o yt 5 1ey? =Ky s

yy? = (1 + y’z)/K BLSSUALN vy’ = m(l + y’z). (1]
a) m = -1 kasua:
[1] ekuazioa hauxe da: yy'' o+ y’2 +1=0, [2]

bigarren ordenakoa, ez-lineala eta x aldagairik gabekoa delarik.
&

>

y’ = z(y) ordezkaketa eginez, ordena unitate bat txikiagotuko da.
x-ekiko deribatuz, eta [2] adierazpenean ordezkatu ondoren,

= 2y) - ,,=g_z,=dzz
y y A TR

yy’’ +y +1=0 — y%;z+22+1=0

aldagai banangarrietako ekuazioa da, beraren soluzioa hau izanik:

exp

2dz/(z% + 1) + dy/y = 0 35 Laz% + 1) + 2Lnly] = C —5

2 2,172
-3

+
(z° + l)y2 =A" S z= t(AZ/yz -V = :—(—é—y——)— . {3]
Egindako aldagai-aldaketatik,
, tydy J
y = zly) — dy/zly) = dx — = dx =
(AZ _ yz)l/z
F(A® - yz)l/2 =x+B > (x+B?+ y2 = A® [4]
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soluzioa lortuko dugu, zentrua (-B,0) puntuan duten eta A
erradiodun  zirkunferentziez  osoturiko familia  biparametrikoa
delarik.

b) m = 1/2 kasua:

Orain, [1] ekuazioa hauxe da: -2yy’’ o+ y’2 +1=0 (5]
Aurreko kasuan bezala, y’ = z(y) eginez ondokoa ondorioztatuko da:
- )2 dz 2
=2yy’’ +y +1=O—>—2ya—§z+z +1=0

22dz/(z2 +1) -dy/y =0 —J—> Ln(z2 +1) - Ln‘y. =Cc —XB,

(z2+1)/y=B#0 — z=2%By- 1" (6]

y' = zly) — dy/z(y) = dx — dy/(By - DY? = dx -

172
)

i%(By—l =x+C = By-—l=B2(X+C)2/4.

y-rekiko ebatziz gero,

2
y=Blx+Cfasm 20,y 2O p [7]
soluzioa dugu, ardatza x = -C zuzenean duten parabolez osoturiko

familia biparametrikoa delarik.
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‘ 41. Demagun r eta r, erradiodun bi gainazal esferiko

zentrukideren barnean karga elektriko bat dugula. Bi gainazalen
artean, zentru amankomunetik r distantziara dagoen edozein
punturen V potentzialerako ekuazioa, ondokoa da:

42
dr‘2

+

<
=SIN
D-|Q-
Bl

= 0. (11

Ebatzi [1] ekuazioa V-rekiko, V(rl) = V1’ V(rz) = V2 direla
Jjakinik.

2
Menpeko aldagairik ez dagoenez, — =2z — dv = dz aldaketa
dr dr 2 dr

egingo dugu. Orduan, [1] ekuazioa ondoko hau bilakatuko da:

d’v 2 dv dz 2 dz 2
- — =0 — — 4+ = =
r dr dr r r

Honen soluzioa: Ln|z| + 2Ln|r| = C SXPy or? 2 A 5z = A/rE
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V potentziala lortzeko, koadratura berri bat behar da:

% =z — V= fzdr = J Adr‘/r2 =-A/r+B = V(r) = (Br - A)/r.

Orain, determina ditzagun konstanteak:

<
-
I
<
l
<
f

(Br - A)/r
1 1

=

o]

I

<
W)

<
N

I

(Br - A)/r 11 2 2 1 2
2 2

Soluzio orokorrean ordezkatuta, ondoko soluzioa lortuko da:

Vr(r-r)-Vri(r-r)
2 2 1 11 2
rir - r )
2 1

Vir) = Br - A)/r = V(r) =

Oharra: [1] ekuazioa Euler-en ekuazio gisa ebatz daiteke:

=0 — iV +2rV = 0.

+

o
N <
RN
a,a
<

m

Aproba egiteko soluzioak: V=r — V' =mr — V’ = m(m-Dr

rZV”+2rV’=O—9rn(m—l)+2m=O — m={ 0 —> V={1’

Ondorisz, soluzio orokorra: V(r) = A + B/r.
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! 42. Transforma bedi 1+ xz)zy” -y=0 (1]

| ekuazio diferentziala, t eta u aldagaiak

X = tgt , y = u/cost
erlazioen bidez ezarriz, non u = u(t) den.

Aurki bedi [1] ekuazioaren soluzio orokorra.

Emandako erlazioak t-rekiko deribatuz,
x'(t) = 1/cos’t , y'(t) = (ucost + usint)/coszt,
lehenengo deribaturako ondokoa lor daiteke:
y'(x) = y'(t)/x’(t) = u’cost + usint.

Berriro deribatuz, y’’{x)-erako hurrengoa ondorioztatuko da:

y’(x) x'(t) = u’cost + ucost — y’(x) = (U’ + u)cos’t.
[1] adierazpenean ordezkatuz gero,
1+ XZ)Zy” -y=0 — (1+ tgz)z(u” + u)cos’t - u/cost = O
— (u”’ + u)/cost - u/cost = 0 > u”’ = 0, (2]

eta, J eragilea bi aldiz aplikatuz hauxe dugu: u(t) = At + B. [3]
[B]-an t eta u aldagaiak x eta y aldagaiez aldatuko dira:
x = tgt — t = arctgx, y = u/cost — u = ycost = ycos(arctgx) =

2,1/2 [3]

= y/(1 + x°) y=(1+ xz)l/z(Aarctgx + B). (4]
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43. Bilaka bedi

’

y’ + 2axy’ + a’x’y =0 [l
ekuazio diferentziala, y = u exp(—axz/Z) ordezkaketa erabiliz.

Kalkula bitez a-ren balio ezberdinetarako soluzio orokorrak.

Bi aldiz deribatuz, eta [l]-ean ordezkatuz, hurrengoa lor daiteke:

y =u exp(-axz/Z) BLIN y = - axu)eXp(—axZ/Z) LN

y’' o= lu’’ - 2axu’ + (a’x* - a)u]exp(—axz/z),

v’ o+ 2axy’ + azxzy =0 — [u

’ )

- 2axu’ + (a%x” - a)u]exp(—axz/z)

+ 2ax(u’ —axu)exp(—axz/Z) + azxzuexp(—aXZ/Z) =0 —
’ 2 Va,x 5y
(u”” - aulexp(-ax /2) =0 —5 u”’ - au = O. (21

Azken hau koefiziente konstanteetako ekuazio homogenoa da, soluzioa

r’-a=0 — r=tva — u= Aexp(Vax) + Bexp(-vVax)

duelarik. Ondorioz,

a > 0 bada, y = [Aexp(Vax) + Bexp(-vax)] exp(—axz/Z),

i

a < 0 bada, y = [Acos(Vax) + Bsin(Vax)] exp(—axz/z),

a = 0 bada, vy’ =0 — y=Ax + B.
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44. Laplace-ren transformatuaren metodoa aplikatuz, ebatz bitez 30
ariketako ondoko ekuazio diferentzial hauek:

x'(t) - 4x’(t) + 4x(t) = el + teh) , x(0) = x’(0) = 0. [a]

X - 6%’ + 11X - 6x = e° ' - 6t° + 4t - 3 R

x(0) = 4, x'(0) = x’(0) = 2. [bl
a) ekuazioa:
£[x(t)] = X(p) eginez, Laplace-ren eragilea aplikatuko da:

1 1
— + S
p-1 (p-2)

p?X(p) - px(0) - x’(0) - 4lpX(p) - x(0)] + 4X(p) =

Hastapen-baldintzak ordezkatuz, eta X(p)-rekiko ebatziz gero,
ondokoa daukagu:

X(p) = L PO S [1]

(p-2)%(p-1)  (p-2)°

Orain, 2™' alderantzizko eragilea aplikatuko da:

x(t) = 2 X(p)] — x(t) = 87! L 4 [2]

(p-2)%p-1)  (p-2)* |

[2] ekuazioa ebazteko, lehenengo frakzioa deskonposatu behar da:

A B C
+ +

p-1)  (p-2)* p-2 p-1

(p-2)%(
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Izendatzaile amankomunera laburtuz, eta zenbakitzaileak berdinduz:

1 = Alp-1) + B(p-2)(p-1) + C(p-2)>.

p = 1 denean: 1 = C, p = 2 denean: 1 = A

Bigarren mailako gaiak: 0 =B+ C — B = -1.

Linealtasuna aplikatuta, alderantzizkoa hauxe da:

x(t) = ¢! 12_L+L+ 14 =
(p-2) p-2 p-1 (p-2)
=te® - et et w23 5 x(t) = (%6 + t - et + el
Oharra: Beste era batetan, [2]-ko lehenengo frakzioaren
alderantzizkoa kalkulatzeko, konboluzio-propietatea aplika

daiteke, hau da:

t
2 F(p)G(P)] = J f(t-wglu)dy; f(t) = £ [F(p)], g(t) = £ [G(p)]
0

t t
L gt __%__ _ J Y Le?dqy = etJ‘ weldu = et|eu(u-1)]t -
(p-2)"(p-1) 0 0 °

= e'let(t-1) + 1] = (t-1e** + &%,
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b) ekuazioa:

Oraingoan ere £ eragilea aplikatu eta lortutako ekuazioa
X(p)-rekiko ebatzi behar da:

X - 6x + 1IX - 6x = e2t — 6t + 4t -3 =

[p°X(p) - p*x(0) - px’(0) - x’(0)] - 6[p°X(p) - px(0) - x’(0)] +
+ L[pX(p) - x(0)] - 6X(p) = 1/(p-2) - 12/p° + 4/p° - 3/p.
Hastapen-baldintzak: x(0) = 4, x’(0) = x’(0) = 2.

(p°- 6p>+ 1lp - 6)X(p) = 1/(p-2) - 12/p°+ 4/p’~ 3/p + 4p°- 22p + 34

- 30p° + 78p" - 70p° + 10p® - 20p + 24

3 5 [1]
(p-2)(p - )(p -3)

4p®
— X(p)=2P

p

Gero, frakzio sinpleetan deskonposatu behar da, hots,
X(p) = A/p° + B/p> + C/p + D/(p-2)° + E/(p-2) + F/(p-1) + G/(p-3).

Izendatzaile  amankomunera laburtu eta  zenbakitzaileak  [1]
ekuaziokoekin berdindu ondoren, hurrengo emaitza lor daiteke:

X(p) = 2/p° + 3/p° + 4/p - 1/(p-2)° - 4/(p-2) + 2/(p-1) + 2/(p-3).
x(t) soluzioa lortzeko, alderantzizko eragilea aplikatuko da:

x(1) = £UX(p)] = t + 3t + 4 - te®* - 4t + 2¢* + 2e°.
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45. Laplace-ren transformatua aplikatuz, bila bitez ondoko ekuazio
diferentzialen soluzioak:

<) - x(t) = 8Cht, x(0) = x’(0)

x’’(0) = x’’(0) = 0. [a]

X" + xX’=sint + 2, x(0) = x’(0)

0, x’(0) = 2. [b]

[a] ekuazioa:

t = 0 parametroaren balioak nuluak direnean, transformatuaren
metodoa bereziki sinplea izango da, kasu honetan ekuazioaren
adierazpen diferentziala, polinomio karakteristikoa bider
funtzioaren X(p) transformatua besterik ez bait da izango.

xV(t) - x(t) = 8Cht , x(0) = x’(0) = x’’(0) = x*"'(0) = 0 >y

(p* - DX(p) = 8p/(p% + 1) —> X(p) = % [1]
(p+ 1)7(p - D)7(p~ + 1)
Deskonposa dezagun [1] adierazpena frakzio sinpleetan:
X(p) = A - B N C . D +E;;+F
(p + 1) p+1 (p-1) p-1 p +1
8p = Alp - DXp™+ 1) + Blp + Dip - DAp% 1) + Clp + DAp™+ 1)

+Dlp+D%p - DEZ+ 1)+ Ep+Fp+D%p - 1% o

T
]

-] denean — -8 = 8A — A = -1.

ko)
Il

1 denean — 8 =8C — CcC = 1
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Il
N
]

il
=

p= idenean —» 8i = (Ei + F]4 — E

+
=

Bosgarren mailako gaiak : O = B + D

|
)
+
.

Zero mailakogaiak : 0 = A+ B + C

Alderantzizko eragilea aplikatuz gero, ondokoa lortuko da:

X(p) = 2 8p2 2 = —1 2 —_ L + 1 __L + ip =
(p+1)7"(p-1)"(p"+ 1) (p+1)” p+1 (p-1)" p-1  p~+1
x(t) = g—l[X(p)] = te ' - et 4 tet - €'+ 2cost. (2]

Oharra: (1] adierazpena beste era honetan ere adieraz daiteke:

8p - b _2p _
(p2 - l)z(p2 + 1) (p2 - 1)? p2 -1 p2 + 1

2p

X(p) =

Tauletara jorik, eta ondoko soluzio baliokidea lor dezakegu:

~1

x(t) = £ [X{(p)] = 2tSht - 2Cht + 2cost.

[b] ekuazioa:

X’ + x’ = sint + 2 ; x(0) = x’(0) = 0, X'(0) = 2.

Aurreko kasuetan bezala, eragile zuzena aplikatuko da lehenengo,
gero, ondorioztatutako ekuazioa X(p)-rekiko ebatziko da:
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[p%X(p) - p?x(0) - px’(0) - x"(0)] + [pX(p) - x(0)] = —— + 2
2 p
p o+ 1
3 1 2 2p° + 2p% + 3p + 2
(p~ + p)X(p) = + -+ 2= —
2 p 2
p- o+ 1 p(p” + 1)

2p3+2p2+3p+2

X(p) =
pz(pz . 1)2

(1]

[1] adierazpenaren deskonposaketa frakzio sinpleetan, hauxe da:

3 2
2p + 2p +3p+2_%+§+ Cp +D +Ep+F

pz(p2 + 1)° p p (p2 + 1)° p2 + 1

2p3 + 2p2 +3p +2 = A(p2 + 1%+ Bp(p?‘ + 1%+ (Cp + D)p2 +
+ (Ep + F)p’(p° + 1.

0 eta p = i erroak kontutan hartuz, ondokoa lor daiteke:

T
Il

o
Il
o
N
1l
e
T
Il

i — -2i-243i+2 = -(Ci+D) —- C = -1, D = 0.

Horrela  berdintza polinomikoaren  zenbait koefiziente finka
ditzakegu.

Lehenenengo maila: 3 = B.

Bigarren maila: 2 =2A+D+F — F = -2,

Bosgarren maila: O = B + E — E = -3.
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Era honetan, alderantzizko eragilea aplikatuz, hurrengoa dugu:

X(t)=2-12p3+2p2+3p+2:g-12_+§_ P 3p+2
2 2

pZ(pZ + 1)2 2

p p (p2+1) p° o+ 1

Hirugarren frakzioaren alderantzizkoa, tauletan edo hurrengo
konboluzio-propietatea aplikatuz kalkula daiteke:

F(p) = 5 — f(t) = sint , G(p) = P — g(t) = cost.
p +1 p +1
. t t
2 F(p)G(p)] = f ft-wgluda » &7 —P = J sin(t-u)cosudu
0 (p” + 1) 0
1 t 1 1 t tsint
=5 JO[smt + sin(t - 2u)ldu = zlusmt *5 cos(t - 2u)‘0 =

Ondorioz, problemaren soluzioa ondoko hau da:

tsint

5 - 3cost - Zsint.

x(t) =2t + 3 -
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46. Bira hurrengo ekuazio diferentzialak:

X’ + 2ax’ + a’x = f(t) [A; x’7 -x7 +x -x=gt). [B]

a) Konboluzio-propietatea aplikatuz, lor bitez hastapen-baldintza
nuluetako ekuazio hauen soluzioak.

b) Aplikatu lortutako emaitzak f(t) = tze_at, g(t) = e’ kasuetan.

[A] ekuazioa:
x{0) = x’(0) = O izanik, £ eragilea aplikatuko da:

(p% + 2ap + a2 )X(p) = &If(t)] = F(p) — X(p) =

Konboluzio-propietatea:

t t
2 UF(p)G(p)] = j f(t-wg(u)du = J glt-w)f(Wdu, (2]
0 0

f(t) = £ 'F(p), gt) = 27'G(p) direlarik.
[1] adierazpenean, Gl(p) = —1———5 , F(p) = F(p) eginez,
(p + a)
glt) = ﬁ_l[G(p)] = te™ izanik, eta [2] adierazpena aplikatuz

gero, ondokoa dugu:

t t
= J f(t-u)ue du = J f(u)(t—u)e—a(t—mdu. (3]
0

(p + a)2 0
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Era berean, [B] ekuaziorako,

x(0) = x’(0) =x’'(0) =0 — (p° -p*+p - DX(p) = Glp) —

X(p) = — L
(p - D(p” +1)

(4]

Orain, F(p) = ! > , G(p) = G(p) dira.

(p - Dip~ + 1)

Bestalde, F(p)-ren funtzio sortzailea hurrengoa izango da:

F(p) = % L I; * 1 — f(t) = % (et - cost - sint),
p -1 p +1
t
x(t) = E_I[X(p)] = g—l_CLp)_z_ = % J (e" - cosu - sinu)g(t-u)du
(p-1)(p +1) 0
1 t t
- 'z‘J '™ - cos(t - u) - sin(t - w)] glu)du. (5]
0
b) Aplikazio partikularra:
\ [A] ekuaziorako f(t) = t%e™®'  funtzioa [3] soluzioko edozein

| integraletan ordezkatuko dugu, bigarrenean adibidez. Orduan,

t

t
x(t) = J. wle Mt - we 1t Way = e_atf it - wdu = e*4%Y/12,
0 0
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[B] ekuaziorako, [5] soluzioan g(t) = e’ funtzioa ordezkatuko
dugu. Hau lehenengo integralean aplikatuz gero, ondokoa beteko da:

t

x(t) = % J (e" - cosu - sinu)et_udu %j [1 - e “(cosu + sinu)ldu
0
ot ot
|u+e cosu[ §(t+e ‘cost - 1) =
(t - l)et + cost
x(t) =

2
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47. Aplika bedi Laplace-ren transformatua, y(0) = 0 , y’(0) =1
hastapen-baldintzatako

x+1Dy”’ -x+2y +y=0 (1]

ekuazio diferentzialaren soluzioa lortzeko.

Transformatuaren deribazio-propietatea kontutan hartuko dugu:
2 [x"f(x)] = (-1)" dIF(p)l/dp".

Ekuazioko biderkaketarako hurrengo eran eragingo da:

2xy’’] = - 3—p [p%Y(p) = py(0) - y’(0)] = -2pY(p) - p°Y’(p) - y(0),
8[xy’l = - g—p [pY(p) - y(O)] = -Y(p) - pY'(p).

Ondoren, [1] ekuaziocari £ eragilea aplikatuko zaio:

g
x+ Dy’ -(x+2)y’+y=0 — -2pY(p) - pZY’(p) - y(0) +
p>Y(p) - py(0) - y’(0) + Y(p) + pY'(p)- 2[pY(p) - y(0)] + Y(p) = O.

Gero, hastapen-baldintzak ordezkatuz eta sinplifikatuz,

(p - pPIY'(p) + (p° - 4p + 2)Y(p) = 1

ekuazio lineala ondoriozta daiteke, zeinaren soluzioa ondokoa den:
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Y(p) = expl-SP(p)dp] [ J Q(p)exp([P(p)dpldp + C ] -

J-Pdp - J D’ P ‘fpp’L 2 4p = J- [-1 + 2 — }dp = -p + Lalp%(p-1)]

— expl-JPdp] = 2_?_ , explJPdpl = e'ppz(p -1 -
p(p - 1)
p -p_2 p
Y(p) = © Je 1?1(1_) ))dp+C D U Ce .
pz(p - 1) P p pz(p - 1) pz(p - 1)

Transformatuaren lim [Y(p)] = O propietatetik: C =
p>®

Ondoren, alderantzizko eragilea aplikatuz, soluziora hel gaitezke:

o = e =gt | Rl foer b2, 2
p(p -1) p L
yix) = -(x + 2) + 2e”.

Oharra: Ariketa hau berredura-serieak erabiliz ebazteko

proposatuta dago. (Ikus 45(b) zenbakia).
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48. x = 0 eta X = a muturretan finkaturiko a luzeradun habe batek
luzera-unitateko w(x) karga jasaten du:

W, 0 < x < a/2,
wi(x) = (1]
o, a/2 < x < a.

Aurki bedi habearen ardatzaren zeharkako y(x) deflexioa edozein
puntutan, kurba elastikoak hurrengo ekuazio diferentziala bete
behar duelarik:

d*ysdx* = w(x)ZEI, EI = kte, [2]

eta muturretako puntuei dagozkien mugalde-baldintzak

y() = y(a) = y’(0) =y’ = 0 3]

direla jakinik.

wix)

L

&—— a/2 ——>

Y2l

Laugarren deribatuaren transformatuan parte hartzen duten y’’(0)
eta y’’’(0) ©balioak ezezagunak direnez, eragile-kalkuluaren
teknikak aplikatzeko, y’’(0) = b eta y’’’(0) = c idatzi behar
dugu. Hautazko konstante gisa ageri diren b eta c¢ balioak,
azkenean y(a) = y’(a) = O baldintzetatik ondorioztatuko dira.
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[2] ekuazioari £ aplikatuz, £[y(x)] = Y(p) izanik, ondokoa dugu:
[p'Y(p) - p y(0) - p°y’(0) - py’’(0) - v’ (O)EI = &lw(x)]. [4]

Definizioaren arabera, w(x)-en transformatua hurrengoa da:

a’2
glw(x)] = W(p) = J e Ptwdt = |-We®'/p| 2% = (1 - e Pwyp.
)
Edo Heaviside-ren maila-funtzioen bidez adierazita:
wix) = Wu -u ) — &lwx)] = Wl/p - e ®%/p).

0 a’2

Balio hau [4] adierazpenera eraman eta Y(p)-rekiko ebatziko da:

~ap/2

p*Y(p) - bp - cl EI = (1 - e Hw/p N

b, e, - e P %)W (5]
o o Elp®

Y(p) =

Alderantzizko eragilea aplikatuz, soluzioa lortuko dugu:

bx* ex’, wx' wix - a2)'
2 "6 T 23EI 24E1 a2’

«
]
2

b eta c balioak kalkulatzeko, y deribatu egin behar da, [3]
baldintza erabiliz.

9_2(_3 . Wx° _ Wix - a/Z)3 u
2 6EI 6E1 a2’
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() =0 — O=Piz+c—a—:i+ Waa— Wa u
y z 6 T 24EI  384EI Yarz’

k<\.
3
i1
o
o
|
o
o
+
+
|

X = a denean u P 1 denez, sistemaren b eta c-rekiko soluzioa
a -

ondokoa da:

b=~——— C = ——

=
o
I
y
8]
Sk

Balio hauek ([6] ekuazioan ordezkatuta, habearen y(x) deflexiorako
ondoko soluzio partikularra lortuko da:

_(ua’x® 1zax’  x' owix - a2)® )W -
Y= | 384 192 ' 23 24 a2) EI°
Soluzioa tarteka adieraz daiteke:
0 < x < a/2 bada,
llazx2 13ax3 x4 W
- - + = =, (8]
384 192 24 EI
a/2 < x < a bada,
B 11a’x” _ 13ax”’ . x_4 _Wix - as2)? w [9]
Y= | 384 92 ' 24 24 EI
[8] zein [9] adierazpenean ordezkatuz, x = a/2 erdiko puntuko
deflexioa ondokoa da:
4
y(as2) = =W [10]
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49, Irudian ikus_bdaitekeen LRC serie-zirkuituan L = 0,16 H,R
800 Q eta C =10 " F dira. Demagun hasieran pasiboa, eta gero E
24 V-tako tentsio konstatea aplikatuko zaiola. Kalkula bitez:

a) i(t) korronte-intentsitatea eta q(t) kondentsadoreko karga,
edozein t > O-tarako.

b) Behin etengailua itxi eta gero, i(t) intentsitatea maximoa
izateko pasatu behar den denbora, eta intentsitate maximo hori.

. L=0,16
-~ —{
—_—
i(t)
—— E=24
-6
c=10 R=800

a) Datuak ordezkatuz eta Laplace-ren eragilea aplikatuz:

0,16[pI(p) - i(0)] + 800I(p) + 10°I(p)/p = 24/p —>

I(p) = 150 - 150 [1]

p? + 5.10% + 625.10° (p + 2.500)?

Beraz, i(t)-ren balioa hurrengo hau da:
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i) = £ P = 150te™>0% [2]
Kondentsadoreko kargaren kalkulua:
¢ t 2500t
i) =q () — q) = J i(t)dt = j 150te 25%%t.
0 0
Zatikako integrazioaz, hurrengo emaitzara iritsiko gara:
3.107° -2500t
q(t) = TZ—S—— [1 - (2500t + 1)e 1. (3]

b) Intentsitate maximoa:

i’(t) deribatua anulatu behar da. [2] delakoa deribatuz ondokoa
dugu:

i'(t) = 150(1 - 2500t)e =%

i't) =0 > t =1/2500 s.
Denbora honi i(t) maximo bat dagokio. [2]-aren arabera, hauxe da:

. 3 N
i = Zoe A (ampére).

Irudian sistemak i(t)-rekiko duen erantzun hurbildua ikus daiteke:

i(t)jx

172500 t
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50. Izan bitez hasieran pasiboa, hau da, i(0) = q(0) = 0 den LC
zirkuitu bat eta zirkuitua kitzikatuko duen honako e(t) tentsioa:

1-e", o<t<m,

e(t) =
o, n<t.

Aurki bedi sistemaren erantzuna i(t) korronte-intentsitatearekiko,
L =1 henry eta C = 1 faraday balioetarako.

Grafiko hauetan zirkuitua eta aplikaturiko tentsioa adierazi dira.

—_
1(t)
e(t) 3

L—

— >
t
I =1
Ohm-en legearen arabera, sistema elektrikoaren eredua ondokoa da:
1 t
L i) + & J i(t)dt = e(t), i(0) = q(0) = O, [1]
0
e(t)-ren transformatua definizioaren bidez kalkula daiteke:
00 ¢ (4 ¢ -t _e—pt e—(p+1)t L1
Lle(t)] = j e Pe(t)dt = J e Pl - e )dt = + =
p p+1
0 0
e 1) me 1 _ 1 _ 1 " - Up-1 _ m [,
p+1 p p p+1 plp+1) p(p + 1) ’
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Edota, maila-funtzioak erabiliz:

-t g 1
et) =l -eNu -u) — Llet)]l==-——-
p+1
_ 2T g -(t+M) - 1 -mp (e - 1)p-1
© M- e ! p(p + 1) te p(p + 1) [2]
Ondoren, £ eragilea [1] adierazpenari aplikatuko zaio, L = C = 1
eta i(0) = O izanik.
2 -
_ I(p) _p +1 _ 1 (e " - 1)p-1 -mp
pl(p) - i(0) + b = 5 I(p) = 5+ 1) + 5 1) e
-T
N I(p) = 1 L -Uvp-1 T (3]

(p+ DpZ + 1) (p+ 1(p* + 1)

[3] adierazpeneko lehenengo  frakzioaren  alderantzizkoa era
honetan kalkula daiteke:

1 p -1 g et - cost + sint
5 .

1

N =
N

(p+1)(p2+1) p+1 p +1

Bigarren frakzioaren alderantzizkoaren kalkulurako erabiliko den
propietatea, hauxe da:

2 F(p)e ] = f(t-a) u, non f(t) =&
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[4] propietatetik (e 5 e’ gaiaren alderantzizkoa lor
(p+ 1)p~ + 1)
daiteke:

eT (—e_(t—m + cos(t - m) + (1 - 2¢M)sin(t - n)] u.

Beraz, [3]-aren funtzio sortzailerako, ondokoa dugu:

e " - cost + sint e —(t-T0)
[H(p)] = s P [—e + cos(t - m)

T, . sinplifikatuz
+ (1 - 2e Jsin(t - @) u P

-t . -T -T .
€ - cost + sint & + e cost + (e - 2)sint

i(t) = 5 - > u. - [5]
o, O0<t<mn

u = bada, i(t) funtzioaren adierazpena tarteka
1, <t

adierazita ondokoa da:

-t .
e - cost + sint

0<t<m bada — ilt) = > , [6]
P +e ™ 3 -
m<t bada — i(t) = - — cost + —s sint, [7]
1L +e ™
t =1 bada — i(m) = ——— . [8]
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51. Irudiko 100 ohm-etako erresistentzia eta 2.10_6 faraday-tako
kapazitateko RC zirkuituari e(t) kitzikapena aplikatu zaio.
Kalkula bedi zirkuituko i(t) intentsitatea.

R=100

e(t)A
1(t)
— e(t) h
1 ¢ v
AN | NP t
1 C=2.10
e(t) funtzioaren adierazpen analitikoa:
o, 0<t,
2-t, 0<t<1,
e(t) =4 1, l<t<2, (1]
3-t, 2<t<3,
o, 3<t.
\
Edota, maila-funtzioak erabiliz, ondokoa da:
et) =2 -ty -u)+u -ul)+@B-tiu -u) —
0 1 1 2 2 3
e(t) =2 -thu_ +(t-Du +(2-thu_ + (t -3u_. (2]
0 1 2 3

Kasu honetan, £[e(t)] lortzeko, hurrengo propietatea aplikatuko
da:

Lf(thu 1 = LUft + a)le™?

2le(t)] = 22 - t] + tle ™ + 2[-tle %P + 2[tle™P —
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gle(t)] = 2/p - 1/p° + e P/pt - e 2P/p? 4 e-ap/pz. (3]

Beste era batetan:

1 2 3
fle(t)] = f e P2 - t)dt + J e Ptat + J ePY3 - t)dt.
[¢] 1 2

Zirkuituaren ekuazio integrala ondokoa da:

t
Li*(t) + Ri(t) + &[ i(t)dt = e(t) > 100i(t) + 5.105J i(t)dt = e(t).
0

¢ eragilea aplikatuz eta I(p)-rekiko ebatziz, hurrengoa dugu:

100I(p) + 5.10°I(p)/p = 2/p - 1/p° + e P/p® - e 2P/p% + e P/p?

_ -p -2p -3p
1001(p) = ——2P-L € - c - ° .14
p(p+5000) = p(p+5000) p(p+5000) p(p+5000)
Frakzioak deskonposatuz,
2p-1__ 210" 20+10"%) ! _2.10" 210"
p(p+5000) p p+5000 ’ p(p+5000) = p p+5000 °’

eta [4]-aren alderantzizkoa kalkulatuz, ondokoa ondorioztatuko da:

i(t) = -2.10"% 2.10 21410 H)e 000t

N 2_10—6[1 _ e—sooou—n] "

5107 [1 _ e—SOOO(t—Z)]

u - 2107 [1 _ e—5000(t—3)]u

3
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52. Ebatzi hurrengo ekuazioak Laplace-ren eragilea aplikatuz:

t
y(x) = x> + J y(t)sin(x-t)dt, [a]
0

t
f'(t) - Jf(z)cos(t—z)dz =0, f()=1. [b]
0

Ekuazioetako integralak konboluzio-motakoak dira. Erabili behar
den transformatuaren propietatea ondokoa da:

t
2 J P()g(t-udu = SIF(0)12gt)] = F(p)G(p) (1]
v}

[a] ekuazioa:
£ aplikatu, Y(p)-rekiko ebatzi eta azkenik 2_1ap1ikatu behar da.

t
?
y(x) = x° + J- y(t)sin(x-t)dt —> Y(p) = 6/p4 + Y(p)/(p2 + 1) —
0
2 6 4 e &7 3 5
Y(p) = 6(p” + 1)/p =6/p + 6/p — ylx)=x" +x/20.

[b] ekuazioa:

Ekuazio integro-diferentzial bat da. Beraz,

t
() - Jf(z)cos(t-z)dz =0, flO) =1 >
0

PF(p) - (0) - F(p) &lcost] = 0 — pF(p) - 1 - F(p) — P __o
p o+ 1

2 3 3 gt 2
— Fp)=@E +1)/p =1l/p+1/p0 —— f(t) =1+ t7/2.
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53. A substantzia erradioaktibo baten desintegrazio-abiadura
aldiune bakoitzean materia-kantitatearekiko proportzionala da. Biz
k2 delakoa beste B substantzia bihurtuko den A-ren proportzioa,

B-ren k3 desintegrazio-abiadura aldiuneko B-ren kantitatearekiko
proportzionala delarik.

Bira x(t) eta y(t), hurrenez hurren, A eta B-ren kantitateak t
aldiunean. kl:t k3 suposatuz, aurkitu x(t) eta y(t) funtzioetarako

formulak, hasierako kantitateak x(0) = a, y(0) = b direla jakinik.

Bi askatasun-gradutako sistema da. Desintegrazio-abiadura masaren
denborarekiko deribatuaren bidez adierazten da. Fenomenoa arautzen
duten legeak, ondoko ekuazioen araberakoak dira:

x'(t) = -klx(t), [1]

<
—
-
I

—kzx"‘(t) - k3y(t). [2]

Ekuazio diferentzialetako sistema osotzen dute.

[1]-ean y{t) koordenaturik ez dagoenez, zuzenki x(t)-rekiko
ebatziko da:

x'(t) = —klx(t) — dx/x = -k dt i>~ Ln|x| = exp(-klt) +C >
x(t) = Aexp(-klt). [3]

y(t) kalkulatzeko [1] eta [3] adierazpenak [2]-an ordezkatuko dira:

y'(t) = kzklAexp(-klt) - kay(t) — y'{t) + ksy(t) = kzklAexp(—klt).

Azken hau ekuazio lineal bat da, beraren soluzica hurrengoa
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delarik:
y(t) = exp(—kat) J kzklAexp(-klt) exp(kgt)dt + B ] —
y(t) = exp(—kgt) _ J Aklkz[exp(k3 - kl)t]dt + B ] —

<
—
—
Il

exp(-k t)[ Ak k expl(k -k )tl/(k -k )+ B ] —
3 12 3 1 3 1

Aklkzexp(-klt)
y(t) = Pam—
3 1

+ Bexp(-kst). (4]

Hastapen-baldintzek A eta B konstanteak zehaztuko dituzte.

x(0) = a —— a = Aexp(0) — A = a,
ak k exp(0) ak k
0 =b M, p=_12 4 Bexpl0) —» B=b- L2
y K - x kK - &
3 1 3 1
Era honetan, [3] eta [4]-ean ordezkatuz, soluzioa lortuko da:
x(t) = aexp(—klt), [5]
o) = aklkzexp(-klt) + {b(k3 - kl) - aklkzlexp(—k3t) 6]
k -k )
3 1

Oharra: Proportzionaltasun-konstanteak aurkitzeko experientzietako
datuak behar dira.
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54. Aplikatu laburtze-metodoa ondoko ekuazio-sistemaren soluzioa
aurkitzeko:

x -4x -y + 36t =0, (1]
Yy +2x -y + 2 =0. (2]
Hastapen-baldintzak: x(0) = 0, y(0) =1. [3]

Sistema era normalean idatziz,
X’ = 4x + y - 36t [4], y = -2x +y -2  [5]

Sistemaren koordenatu batekiko, adibidez x(t)-rekiko, asoziaturiko
bigarren ordenako ekuazio  bat  aurkitzeko, deribazio eta
ordezkaketa-prozesu bat segituko da. Hain =zuzen, [4]-a deribatu
eta [S}-ean ordezkatuz,

X = 4%’ + y'- 36 = 4x’ - 2x + y - 2e" - 36. (6]
Orain, [4]-tik y bakandu eta [6]-an ordezkatuko da:
y = x" —4x + 36t [7], 25 x*" - 5%’ + 6x = 36t - 36 - 2e".[8]
[8] adierazpena integratuz, x(t)-rekiko erantzuna lortu dugu.

Homogeno asoziatuaren soluzioa:

r2-5r+6=0 — r=2;r=3 > x=Cle +C2e

[8]-aren soluzio partikularra:
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X=At+B+Cet — X’=A+Cet — X”=Ce‘L —[?]—>

6At + 6B - 5A + 2Ce' = 36t - 36 - 2" — A=6, B=C=-1 »
t

X=6t-1-¢e.

{8]-aren soluzio orokorra: X = Xh + X

x(t) = Cle + CZeSt +6t-1- e {9l
y(t)-rekiko erantzuna, [7]-tik: y = x - 4x + 36t —
y=2ce™ +3c” +6-¢ -aCe +Ce” v 6t -1~ e') + 36t

> y = -zcle2t - (:2e3t + 12t + 10 + 3e". (10]

Sistemaren soluzio partikularra:

Hastapen-baldintzak [9] eta [i0l-ean ordezkatuko dira, hots,

X(O)=O—)C1+C2—2=O,y(0) 1——9—2C1—C2+13=1—)

c =10, C_=-8 =
1 2

t

tret -1 - e (11

x(t) = 10t - 8C,

y(t) = -20e™* + 8(:23t + 12t + 10 + 3e. [12]
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5S5. Ebatzi ekuazio diferentzialetako ondoko sistema,
X -y +2x-6t-1=0 1], X +y -4x+4t+3 =0 [2]
hastapen-baldintzak x(0) = y(0) = O direlarik, [3]

a) laburtze-metodoa erabiliz.

b) eragile-kalkulua erabiliz.

a) Hasteko, sistemaren adierazpen normala kalkulatu behar da,
{1]-[2] direlakoak x' eta y’ deribatuekiko ebatziz.

TEx b2y vt -, (4]

b
I

y’ =3x + 2y -5t - 2. (5]

[4] ekuazioa deribatu eta y’-ean [5] delakoa ordezkatuko dugu:

’_5_[_5]._)X”=x’+6x+4y—10t—3. (6]

’ ’

X =x" + 2y

[4] ekuazioa y-rekiko ebatzi eta emaitza [6]-an ordezkatuz,

[6]

y== X -x-t+1 [7] —> x’’ - 3x’ - 4x = -(12t + 1).[8]

N —

x(t) soluzioa:

. 2
Homogenoaren soluzica: r" ~-3r-4=0 — r=-1,r=4 —
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[8]-aren soluzio partikularra:
X=At+B — X =A — X’ =0 -85 30 - 4(At+B) = -(12t+1)

— A=3,B=-2 > X =3t -2

X=X +X —> x(t)=Cle'+C2et+3t—2. [9]

y(t) soluzioa:

Nahikoa da [9] erlazioa deribatu eta [7]-an ordezkatzea:

x =-Ce '+ ace*+ 3 L yt) = -ce™t 2 ce*t- 2t + 3. [10]
1 2 [7] 1 2

N W

Sistemaren soluzio partikularra:

[3] baldintzen arabera, ondokoa dugu:

=0 Y C +C,-2=0

X
e
[

- C1 = 12/5 , C2 = -2/5.

=0 -9, € +3C/2 -2=0

<
o
I

[9]-[10] soluzio orokorrean ordezkatuz, hurrengoa ondorioztuko da:

-t 4t
x(t) = I_ZE_“%_E‘E__‘ + 3t - 2, {11]

-t 41t
g(t) = - E% _ 2t + 3. [12]
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b) & eragilea (1]-[2] sistemari aplikatuz,eta [3] hastapen-
baldintzak ordezkatuz, hurrengoa ondoriozta daiteke:

pX(p) - x(0) - pY(p) + y(0) + 2X(p) - 6/p> - I/p = O

—9
pX(p) - x(0) + pY(p) - y(0) - 4X(p) - 4Y(p) + 4/p*> + 3/p = O
(p+2)X(p) - pY(p) = (6+p)/p°, [4]
(p-4)X(p) + (p-4)Y(p) = -(4+3p)/p°. (5]
X(p) eta Y(p)-rekiko ebatziz, ondoko emaitzak lortuko dira:
(6+p)/p° -p
~(4+3p)/p2 p-4 2
p+2 -p p(p + 1)(p - 4)
p-4 p-4
2
p+2 (6+p)/p
2
p-4  -{4+3p)/p 2 _
Y(p) = = RO 8
p+2 -p plp+ ip - 4)
p-4 p-4

gt eragilea aplikatu baino lehen, [6] eta [7] ekuazioak frakzio
sinpleetan deskonposatu behar dira. [6] delakorako ondokoa dugu:

2
2p+p+12_A+B+C+D=
(

2

p(p + 1)(p - 4) p p p+1l p-4

_Alp + 1)(p - 4) + Bp(p + 1)(p - 4) + Cp°(p - 4) + Dp(p + 1)
2(p + 1)(p - 4)

p
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Zenbakitzaileen berdintzan p delakoari erroen 0, 4 eta -1 balioak

ordezkatuz, eta lehen mailako gaiak identifikatuz, koefizienteak
determina daitezke.

p=0:-12=-4A—>A=3, p=4:-32=80D-—D=-2/5,

-1: =12 = -5C —- C = 12/5, 1. maila: -1 =-3A-4B — B = -2.

T
1l

Era berean, [7] ekuazioaren kasuan, frakzioaren zenbakitzailea
aldatuta, honakoa ondoriozta daiteke:

p=0: 8=-4A-—>A=-2, p=4:-48=80D —D = -3/5,

-1: 12 = -5C — C = -12/5, 1. maila : -6 = -3A-4B — B = 3.

ko)
I

Modu honetan, hurrengo transformatuak lor daitezke:

2
X(p) = — ZP + p+ 12 _ iz__@_+12/5 _2/5 , (8]
p(p+ Lip - 4) P p p+1 p-4
2
Yp) = — 22p +6p - 8 =_%+3_12/5_3/5_ (9]
p(p+ Dip - 4) P p p+l p-4
Transformatu hauen alderantzizkoak hurrengoak dira:
-t 4t
x(t) = £ X(p)] = 3t - 2 + 128—;2-3~ , [10]
-t 4t
y(t) = £ Y(p)] = -2t + 3 - 128 _* 3¢ [11]
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56. Laplace-ren transformatua aplikatuz, aurkitu sistema hauen
soluzio partikularrak, x(t) koordenatuarekiko:.

, 2t

X' =X +y -e
y’=-x+2y+z+e2t, x(0) =1, y(0) = z(0) = 0. [a]
z’=x+z+eZt

x(t) + y (1) - 4x(t) + 12
yt) - 10x’'(t) - y(t) + 7 =0, [b]
x(0) = y(0) =x'(0) =y’(0)

i
e

1
e

[a] sistema. Sistemari eragile zuzena aplikatuko zaio,

pX(p) - x(0) = X(p) + Y(p) - 1/(p-2)
pY(p) - y(0) =-X(p) + 2Y(p) + Z(p) + 1/(p-2) —
pZ(p) - z(0) = X(p) + Z(p) + 1/(p-2)
{(p-1)X(p) - Y(p) = (p-3)/(p-2),
X(p) + (p-2)Y{p) + Z(p) = 1/(p-2),
-X(p) + (p-1)Z(p) = 1/(p-2),

eta X(p) transformatuarekiko ebatziko da:

p° - 6p° + 12p - 6

X(p) = ) .
(p-2)7(p~ - 2p + 2)

Frakzio sinpleetako deskonposaketa eginez,

X(p) = A/(p-2)° + B/(p-2) + (Cp+D)/(p°-2p+2) — p° - 6p> + 12p - 6

= A(p® -2p +2) + Blp - 2)(p° - 2p +2) + (Cp + D)(p - 2)° —»
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3. maila: 1 =B + C ; 2. maila: -6 = A - 4B - 4C + D,
1. maila: 12 = -2A + 6B + 4C - 4D , O maila: -6 = 2A - 4B + 4D.
Soluzioa: A=1, B=-1, C=2, D=-3 —

Beraz, X(p) = ! PR S 2(p - 1) - 1

p-2°% p-2 (p-12+1

Alderantzizko eragilea aplikatuz, ondokoa lortuko da:

x(t) = & "[X(p)] = te’t - e®* + 2¢tcost - e'sint.

[b] sistema:

X (t) +y’(t) - 4x(t) + 12 = 0
y(t) -10x’(t) - y(t) + 7=0 ———g——>

x(0) = y(0) =x’(0) =y’ (0) =0

|

‘ p*X(p) + pY(p) - 4X(p) + -2 = 0 (p%-4)X(p) + pY(p) = —% ,

—

2 7 2 -7
p Y(p) - 10pX(p) - Y(p) + o =0 -10pX(p) + (p"-1)Y(p) = — .

Sistema honetatik, X(p)-rako ondoko emaitza ondoriozta daiteke:

-12p® + 7p + 12 _ 3 ,8p+7/3  5p - 1/3

X(p) = 2 2 2 2
p(p” + (p~ +4) p p-+ 1 p-+ 4

Ondorioz, [b] sistemaren x(t)-rekiko soluzioa ondokoa da:

_I[X(p)] = 3 - 8cost + % sint + 5cos2t — % sin2t.

9

x(t) =
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57. Kirchoff-en legeen arabera, irudiko sistema elektrikoa
mugatzen duten il(t) eta iz(t) koordenatuek ondoko ekuazio-sistema

beteko dute:
Li’+ R -1) = e(t),
1 11 2
Ri +R( -i)+—Jidt=0.
22 1 2 1 2

Etengailua ixtean kondentsadoreko karga eta sareko intentsitateak
nuluak direla jakinik, determina bitez i1(t)’ iz(t) eta q(t),

hurrengo kasuan:

R = 200, R_= 300,
1 2

R L=0,5, e(t) = 50,

C=50.10°.

Zenbakizko datuak ordezkatu eta sistema ordenatu egin behar da:

i’ + 400i - 400i_ = 100,
1 1 2

t [1]
-2 + 51 + ZOOJ i dt = 0.
1 2 o 2

Laplace-ren eragilea aplikatuko da, il(O) = 12(0) = 0 izanik:

. 100
le(p) - 11(0) + 4001 1(p) - 40012(p) =5

200 B
—le(p) +512(p) + 5 Iz(p) =0
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100
(p + 400)11(1)) - 400]2(9) = *5*'— ’
[2]
5p+200 _
le(p) + . Iz(p) = 0.
[2] sistemaren emaitzak ondokoak dira:
_ 100p + 4000 _ 40

I1(p) ~ plp + 80)(p + 200) (31, Iz(p) ~ (p + 80)(p + 200) 141

Hauek frakzio sinpleetan deskonposatuko ditugu:

100p + 4000 A B ®
o —

L) = S5 807(p + 2000 " p ' p + 80 T p ¥ 200

100p + 4000 = A(p + 80)(p + 200) + Bp(p + 200) + Cp(p + 80).

p=20 : 4000 = 16000A — A = 1/4,
p=-80 : -40000 = -9600B — B = 5/12,
p = -200 : -16000 = -24000C — C = -2/3,
1/4 5/12 273
I1(p)_T+p+8O_p+200' (51

Era berean, [4] adierazpenari dagokionez, hurrengoa lor daiteke:

o) = 40 _ B ., C
2P’ = [p+80) (p+200) ~ p+80 ' p+200

— 40 = B(p+200) + C(p+80),
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p = -80 40 = 120B — B = 1/3,
p=-200: 40 = -120C — C = -1/3,
1/3 1/3

L) = 585 ~ 5+ 200 6]
Sarean zehar doazen sistemak duen Kkorronte-intentsitateekiko
erantzuna, [S]  eta [6] adierazpenei alderantzizko eragilea
aplikatuz kalkula dezakegu.
. - ¢! ﬂ 5/12 _ 2/3 _ l 5_ -80t g -200t
) =% p ' p+80 ~ p+200 i 12 € 3 -

-1( 1/3 1/3 1 -sot 1 -2o00t

i = ¢ — = = —_ =
(0 = 8 [ s e ] Le Lot [s]

Kondentsadoreko kargaren kalkulua:

Definizioa aplikatuta, ondoko eran kalkula dezakegu:

1Y _got 200t 1| —e 80t 200t 4t
alt) = J L (0dt = 3 [ ( - Mt =3l —g5* 200 | °
0 0 )
1 -80t 1 -200t 1
q(t)—~me * o0 © * 106 (9]
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58. Determinatu irukiko zirkuitu elektrikoko il(t) eta iz(t)
korronteak eta kondentsadoreko q(t) karga, i1(0) = iz(o) = 0 eta
q(0) = 0 direla jakinik.

R =R =10Q, L=1H, C=0,01lF, e(t)=500sinl0t V.

Kirchoff-en legeen bidezko sarearen analisitik, ondoko
ekuazio-sistema ondoriozta daiteke:

Ril(t)+L i’(t)+R_i(t)=e(t) f1]
11 1 22
Lot
R,i,® + ¢ [ L0 -1 (m1dt =0 [2]
22 C o 2 1
i (0) = O izanik, zenbakizko balicak ordezkatu eta (£) aplikatuz,

1
hurrengoa lortuko da:

IOi1 + i; + lOi2 = 500sinlOt }.OI1 + le + lOI2 = ioﬁ
g p +100
— -

t
i+lOJ(i—i)dt=0
2 o 2 1
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000
(10+p)L(p) + 101 (p) = 2200 (3]
p +100
—1011(p) + (p+10)12(p) = 0. {4]
Sistema honen soluzioa ondokoa da:

Il _ . 50002p+10) 51, 12 - - 50020 6]
(p"™+100) (p"+20p+200) (p™+100) (p " +20p+200)
Alderantzizko eragilea  aplikatu baino lehen, [5] eta [6]

adierazpenak deskonposatu egin beharko dira.
1(p) = 5000(p+10) _ Ap+B . Cp+D -

! (p*+100) (p°+20p+200)  p2+100 pZ+20p+200

5000(p + 10) = (Ap + B)(p® + 20p + 200) + (Cp + D)(p° + 100).

Maila bereko gaien koefizienteak identifikatuz, A, B, C eta D
konstanteak determina daitezke:

3. maila: A+ C =0, 2. maila: 20A + B + D = 0,

1. maila: 20A + 2B + 10C = 500 , O maila: 2B + D = 500.

Beraz: A= -10, B=300, C=10, D = -100 dira.

(p2 + 20p + 200) = (p + 10)° + 100 denez, Il(p) honako eran idatz
daiteke:

1=-10 —P 43019 g __Pp*10 — 20 10

! p%+100 p%+100 (p+100)2+100 (p+100)2%+100
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Beraz, alderantzizko transformaziotik ondoko emaitza lortuko da:

il(t) = ﬁ'l[ll(p)] = -10cost + 30sint + 10e '°*(coslOt - 2sinlOt).

Era berean eraginez, ondokoa lortuko da:

[=-20 P 41010 0 P10 + 10 10

2 p?+100 p2+100 (p+100)2+100 (p+100)2+100

i(t) =28 [Iz(p)] = -20cost + 10sint + 10e ' °*(2coslOt + sinlOt).

Kargaren kalkulua:

1
Kondentsadorearen egoeraren arabera, q(t) = ‘[ (i1 - iz)dt
0

t

= J [10cos1Ot + 20sinlOt - 10e °Y(coslOt + 3siniOt)ldt  da.
o}

Zatikako integrazioaren bidez,

10t
(

q(t) = sinlOt - 2coslOt + e (sinlOt + coslOt)

emaitzara helduko gara.
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59. Biz irudiko zirkuitu elektrikoa, beraren koordenatuak
sareetatik doazen il(t), iz(t) eta is(t) korronte-intentsitateak

direlarik.

Lortu il(t) intentsitatea, ondoko datuak ezagutuz: e(t) tentsioa

maila-funtzio bat da, kondentsadoreen artean boltaiarik ez dago,
eta etengailua ixterako unean korronte guztiak nuluak dira.

R R
A ' B L z C D
1
L 7 T ,
i i
1
1 2 3
e(t) -+ _ -— R
c o
1 2
< Y
H G F E

Zirkuituari asoziaturiko sistema integro-diferentziala:

t
ABGH sarea: 1000i + 5.104J G - i)t =,
0

t t
BCFG sarea: 20i’ + 1000i_ + 5.104J (i, -1i)dt + 5.104J (i, - i)dt,
2 2 0 2 1 0 2 3

t
CDEF sarea: 1000i_ + 5,104J (i, - i)dt.
0

Hastapen-baldintzak: ql(O) = qz(O) = il(O) =1i(0) =1(0)=0.
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Sistema integro-diferentzialaren algebrizazioan, £ aplikatuko da:

10001, + 5.10“(11 - L)/p = 1/p, 1]
a 4
20pI_ + 10001 + 5.10°(1 - 1)/p + 5.10°( - )/p = 0,  [2]
10001 + 5.10%(1_ - 1)/p = 1/p. [3]
3 3 2

Sistema algebraikoa ordenatuz, eta Il(p)-rekiko ebatziz,

3 [/
I (p) = p + 100p~ + 7500p + 125000 (4]

! 1000p(p + 50)(p° + 100p + 7500)

dugu, beronen frakzio sinpleetako deskonposaketa hauxe delarik:

10001 (p) = V3, 12 . p/6 - 25/3

p p+50 (p°+ 100p + 7500)

Azken frakzioaren alderantzizkoa kalkulatzeko, honela egingo da:

p+ 50 1 50v2

p/6 - 25/3 _ _
(p+50)%+ (50v2)% V2 (p+50)%+ (50v2)°

(p2+ 100p + 7500)

1
6

[5]-ari alderantzizko eragilea aplikatuta, il(t)—erako emaitza:

. Pc] 1 -s0t 1 -so0t 1 -s0t .
11(t) = 10 [ 3*5e tze cos50V2t — 375 © smSO\/ft] >
1073 50t
11(t) = —C [ 2 + e (3 + cos50V2t — V2sin50v2t) ]
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60. Hautazko ¢ funtzioa ezabatuz, aurki bitez ondoko erlazio
funtzionalei dagozkien ekuazio diferentzialak:

2, 2
qS(x2 + y2 + 22, xyzz) =0 [a] , z = e’g(ye" /2y ). [b]
[a] ekuazioa. Deriba dezagun x eta y-rekiko , u eta v funtzio
laguntzaileen bidez.
u=x o+ y2 + 22, v = xyz2 izanik, ¢(u, v) = O.
8¢ 8u 8¢ v _ 8¢ 2 8¢ _
555;+5‘75§—O%(2x+22p)53+(y2 +2xyzp)m—0, [1]

op ou | 99 ov _ 9, (4o o9 _
3 8y+6v ay—O — (2y + 22zq) 6u+(xz + 2xyzq) =0, [2]

oz

non p = =— eta q = 9z diren.

dy

¢ funtzioa deribagarria dela suposatuz, sistema homogenoaren
bateragarritasunak ondoko determinantearen anulazioa eskatzen du:

2x + 2zp yz2 + 2Xyzp
=0 — (3]
2y + 2zq xz2 + 2Xyzq

(2x + Zzp)(xz2 + 2xyzq) - (2y + qu)(yz2 + 2xyzp) =0 =

X(2Y2 = ZZ)P + y(22 - ZXZ)q = z(x2 - yz). (41
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Azken ekuazio hau deribatu partzialetako

lehen ordenako ekuazio
ekuazio diferentzial lineala da.

[b] ekuazioa. Oraingoan u aldagai laguntzaileaz baliatuko gara.

izanik, z = e’¢(u). (1]

2, 2
82= _dz du Y, X x /2y
——‘ax-P—ﬁ—ax—)P—eﬁb(u)?e ) [2]
2, 2 2 2
8z _ _ dz du .y , x/2y y - X
5}7_q—duay_—)q_e ¢(u)+¢(u)[e ————yz ].[3]

Hautazko funtzioa ezabatzeko, [1]-eko ¢ funtzioa eta [2]-ko ¢’
funtzioa hartu eta [3]-an ordezkatzea nahikoa da:

2, 2 2,2 2 2 2 2
q=¢"| zeV + IR V¥ /2y x /2y Yy - X
X

2 X ’
y y

Hortik,

2

(x° - yz)p + Xyq = Xyz (4]

ekuazio lineala ondorioztatuko da.
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61. Hautazko konstanteen ezabapenaren bidez, aurki bitez ondoko
jatorrizkoei dagozkien ekuazio diferentzialak:

X +2z-Cxy=0 [al, (z+A-Bx)*-2By>-1=0, I[b]

z = AX - AB + By(2 - y). [c]

[a] ekuazioa. C konstantearekiko ebatziz, eta gero diferentziatuz,

ekuazio diferentzial total bat lortuko da:

X + z d

X+z-Cxy=0 — C=
Xy

Xy‘y(X2+2)dX__x+zdy+ L 4220 o

2
X"y Xy Xy

yzdx + x(x + z)dy - xydz = 0.

[b] ekuazioa. Kasu honetan, x eta y aldagaiekiko deribatu, eta

ondoko hiru ekuazioen artean A eta B ezabatu behar dira:

(z + A - Bx9)® - 2B(y* - 1) = 0, [b]

8/8x
—

2(z + A - BX)(p - 2Bx) [1]

I
o

8/0y
_

]
@]
S

2(z + A - Bx)q - 4By
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[2] adierazpenetik: z+A-Bx = 2By/q.

Jatorrizkoan ordezkatuz, B kalkulatuko da, eta azken hau [1]-ean
ordezkatuz, emaitzara helduko gara:

4B%%/q® - 2B(y* - 1) = 0 — B = (y° - q*/2y",

2(2+A—Bx2)(p-28x) =0 —>p-2Bx=0->p- x(y2 - l)qz/y2 =0—-

yp + x(1 - yq" = 0.

{c] ekuazioa. Orain 2z explizituki emanik dator. Deribaketa eta

geroko parametroen ezabapena berehalakoak dira. Ikus dezagun nola.

p=A
z =Ax - AB + By(2 - y) — =
q=2B-2By — B = q/2(1-y)
2_
z = Pd__ . y(2-y)q _ 0 — pq + 2(l-y)xp-z) + y(y-2)q = O.
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62. Kalkula bedi hurrengo propietatea betetzen duten gainazalei
dagokien ekuazio diferentziala: “Bira P(x,y,z) puntua, O jatorria,
X0Y  plancaren  gaineko P-ren  A(x,y,0) projekzioa, eta
gainazalarekiko normalaren eta XO0Y planocaren arteko B
ebakidura-puntua. P(x,y,z) puntu bakoitzerako 0, A(x,y,0) eta B
erpinetako triangeluaren azalera, P puntuaren x abzisarekiko
proportzionala da".

Aurki bedi ekuazioaren integral-sorta orokorra, eta aukera bedi OY
ardatza barnean daukan gainazal integrala.

Ondoko grafikoan aipatutako propietatea duen triangelua ikus
dezakegu.

Za / Zuzen normala

6(0,0,0) N
: y
:A(x,y,O)
B(zp+x, zq+y,0)
X
B-ren koordenatuak bilatzeko, z = z(x,y) ekuazioko ¢ gainazal

batekiko zuzen normala z = O planoarekin ebaki behar da:

it

o-rekiko bektore normala: n = [8z/8x, 8z/8y, -1] = [p, q, -1l.

o-rekiko zuzen normala, P(X,y,z) puntuan: X 5 = =
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Zuzenaren ebakidura, XOY planoarekin: Z = O egin behar da.

=z — Y=2zq+Yy.

Ebakidura-puntuaren koordenatuak: B(zp + x, zq + y, 0).

O, A eta B erpinetako triangeluaren azalera:

0 0 1
S--l X 0 -l(z-xz)
Zp + X zq +y 0

Enuntziatutako propietatearen arabera, hurrengo ekuazioa lor
daiteke:

1 az 0z

S=kx—>—2—(yzp—xzq)=kx > yz-——xz—y=2kx. [1]

Deribatu partzialetako ekuazio diferentzial hau integratzeko,
sistema diferentzial kanonikoaren bi integral determinatu behar
dira:

dx/yz = -dy/xz = dz/2kx, {2]
2

dx/yz = -dy/xz — 2xdx + 2ydy = 0 > x% + y = C, [3]

-dy/xz = dz/2kx —s 4kdy + 2zdz = 0 » 4ky + z° = D. (4]
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Beraz, [l] adierazpenaren integral orokorra hautazko ondoko
erlazio funtzionala da:

p(x> + y°, aky + 29 = 0, (5]

zeina [3]-[4] ekuazioez definituriko kurbez (sortzaileez) osoturik
dagoen gainazal-familia bat den.

Integral partikularra:

¢ delakoa finkatzeko bilatzen ari garen gainazaleko kurba
zuzentzaile bat ezagutu behar da, OY ardatza alegia. Beraz,
sortzailearen eta kurba-kongruentziaren [3]-[4] ekuazioetatik x, y
eta z aldagaiak ezabatu behar dira.

x> +y°=C 3], 4ky +2°=D [4], x=0 [6], z=0 [7] —

y°=C, 4y=D — (D/4k)®=C s D®- 16kC = 0. (8]

[3] eta [4] adierazpenak [8]-an ordezkatuz, eskatutako gainazala
lortuko da:

(4ky + 24)?% - 16k%(x% + yz) = 0. [9]
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63. Kalkula bitez deribatu partzialetako ekuazio hauei dagozkien
gainazal integralak:

xylp - q)- x -y)z=0,
[a]

. 2 2
Zuzentzailea: y  +z =x , z = 1.

2Xyp + (y2 -x?% - zz)q = 2yz,
[bl

Zuzentzailea: x = 2cost, y = 2sint, z = 2.

[a] ekuazioa. Lehen ordenako ekuazio lineala da, zeinaren sistema

diferentzial karakteristikoa ondokoa den:

dx dy dz
Xyp - xyq = (X - ylz —» —= = =

xy -xy (x - y)z~ (1]

Sistemaren integralak:

J

Lehenengo ekuaziotik: dx +dy =0 — x+y=A [2]
. dx dz .
[2] ekuazioa —— = ————— berdintzan ordezkatuz gero, hauxe dugu:
xy (x - y)z
dx _ dz y=A-x dx  _ dz 2x-A 1 _
Xy - xy)z X(A-x) - Zx-Az Cx(Axn &¥-z8=0

[I/x - 1/(A-x)ldx + dz/z = O i> Ln|x| + LnlA—xl +Ln|z| =C —

A=x+y

i
o

x(A - x)z xyz = B. [3]

[al-ren soluzio orokorra hautazko dependentzia funtzional bat da:

¢(x + y, xyz) = O. [4]
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Integral partikular bat determinatzeko, ¢ finkatu behar da. Hori,
X, y eta =z aldagaiak, [2] eta [3] integral eta kurba
zuzentzailearen ekuazioen artean ezabatuz lortuko da:

— x(A-x)=B, A=2F°1 4 A*-4aB-1=o0. (5]

[2]-[3] integralak [5] berdintzan ordezkatuz, ondokoa lor daiteke:

(x + y)4 - 4(x + y)zxyz -1=0. [6]

[b] ekuazioa: 2Xyp + (y2 - x% - 22)q = 2yz.

Kasu honetan sistema diferentzial asoziatua ondokoa da:

d
X . dz = dz _ (1]
2Xy y - X -2z 2yz

Ekuaziotik: dx/2xy = dz/2yz _f_) z/X = A. [2]

Bigarren integral bat kalkulatzeko, sistemako lehenengo ekuazioan
[2] adierazpena ordezkatuko dugu, hots,

dx dy z=AX dx dy

2xy  y - x -z 2xy y2 - (1 + AHX?



490 / ARIKETA EBATZIAK

Hemendik, hurrengo ekuazio homogenora iritsiko gara:

[y? - (1 + A®x%1dx - 2xydy = 0 _yTux,
[u?x? - (1 + AHx%ldx - 2ux®(udx + xdu) = 0 —
Zudu s Llax=-0L Loju® + (1 + A% + Ln|x| = ¢ =&,
2 2 X
u” + (1 + A7)
W2+ (1 + A9k = B —S¥2%, 0% L1+ ADx% = Bx AT,
<2+ v2 4 P
y = B. (3]
X
Integral-sorta orokorra:
z x%+ yia+Zt
(280t ¥
X X

Integral partikularra: ¢ funtzioa finkatzeko, X, y, z eta t

aldagaiak, [2]-[3] integral eta Kkurba zuzentzaileen ekuazio
parametrikoetatik ezabatuko dira, hau da,

z 2 2 .
;(—=A,x2+y + 2z =Bx, Xx = 2cost , y=2sint, z=2 —

=A,8=Bx > B = 4A. [5]

[2]-[3] ekuazioak [5]-ean ordezkatu eta ondoko esfera lortuko da:

X2+y2+(2—2)2=4. [6]
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64. Kalkula bitez ekuazio lineal hauen integral orokorrak:

2 2,07 0z
(x —y)§+xyw=xyz, [a]

x(2y2 _ Zz)g_)z( N y(22 - 2x? dz

2
Yax

). [b]

= 2(x® - y

Aurki bedi hurrengo kurba edukita duen [b]-ren gainazal integrala:

Xy -1=0, x2+y2-zz=0.

[a] ekuazioa: Sistema diferentzial asoziatua:

dx/(x°- yz) = dy/xy = dz/xyz. (1]

Sistemaren integralak: Bi ekuazio har daitezke, non soilik
diferentzialei dagozkien aldagaiak egongo diren, hau da,

dy/xy = dz/xyz — dy = dz/z —» y = A€’ (2]
dx/(x* - y%) = dy/xy — § = % (ek. homogenoa) X=X
X -Y
wx +u = —2 5 dx/x+(u2—1)du/u3=0 -
1 - u

dx/x + (1/u - 1/u)du = 0 _f__) Ln|x| + Ln|u| + vl =¢c —

2 2 2
2.2 ~1/u u=y/x 2 x/y
X u = Be —> ye

= B. [3]

[a]l ekuazioaren soluzio orokorra lortzeko, [2] eta [3] integralen
arteko hautazko dependentzia funtzional bat ezarri behar da:

-y sz/y2 _ _ .y 2x2/2
plze”, ye =0 [4], edo z = eyYly’e . I51
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[b] ekuazioa:

dx/X = dy/Y = dz/Z — dx - dy _ dz

x(Zy2 - Z% y(z2 - 2x%) z(x® - y

2

)

sistema diferentzial karakteristikorako bi integral aurkitzeko,
ondoko biderkatzaileak erabiltzea komenigarria da,

]

uX + vY + wZ 0 — udx + vdy + wdz = O,

non u = ulx,y,z), V v(x,y,z) eta w = w(x,y,2) funtzio
laguntzaile ezezagunak diren. Honela, udx + vdy + wdz = O ekuazio
diferentzial totalak eta sistema diferentzial karakteristikoak
integral sinple bat izango dute.

Kasu honetarako,

2

uX + vY + wZ = 0 — ux(2y2 -2+ vy(z2 - 2x%) + wz(x® - y)=0

ekuazioak, biderkatzaile bakunetako hirukoteak ondorioztatzea
ahalbidetuko duten bi ordenaketatara garamatza. Lehenengotik,

xz(-Zvy + wz) + y2(2ux - wz) + ZZ(—ux +vy) =0 Vx,y,z

2vy + wz =0, 2ux -~-wz=0, -ux +vy =0

sistema bateragarri indeterminatu hau lortuko dugu (ekuazioen
arteko dependentzia lineala existitzen da), zeinaren soluzioek

u=wz/2x,v=wz/2y,w=w—w:——2—/i)u=1/x,v=1/y,z=2/z

direlakoek alegia, ondoko integralera eramango gaituzten:

udx + vdy + wdz = 0 — dx/x + dy/y + 2dz/z = O i) xyz2 = A.

Bigarren ordenamenduaren bidez, eta era berdintsuan eraginez,
hurrengoa lortuko da:
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2xy(yu - xv) + xz(-zu + xw) + yz(zv -yw) = 0 VX,y,z

u=3xw/z VvV=yw/z, wW=W —> U=X
J 2 2 2
udx + vdy + wdz = 0 —- xdx + ydy + zdz=0 —— X +y + 2z = B.

Era horretan, [al-ren integral orokorra lortutako bi integralen
arteko hautazko erlazio funtzional honen bidez adieraz daiteke:

¢ (xyzz, x2 + y2 + zz) = 0. [1]

Emandako zuzentzailea barnean edukiko duen gainazal integrala
finkatzeko, hurrengo pausuak eman behar dira: =zuzentzaile eta
sistemako integralen ekuazioen artean x, y eta =z aldagaiak
ezabatu, eta ondoren integral-sorta orokorreko ¢ funtzioa aurkitu.

Sistemaren integralak: xyz2 = A [2], x% + y2 +z% = B. [3]
. 2 2 2

Zuzentzailearen ek.: xy -1=0 [4], x" +y - 2" = 4. (5]

[2]-[4]-tik: z° = A, [3]-[5]-etik: 22° =B - 4 5 2A - B + 4 = 0.

Erlazio honetan sistemaren integralak ordezkatuz gero,
nyzz—xz—y2—22+4=0 [6]
emaitza lor daiteke.

Oharra: Ebatzitako ekuazio diferentzial hauen jatorria 59.
ariketan aztertuta dago.
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65. Aurki bedi 2z(2y + l)g—)z( + 2z(2x + l)g—; =1 - 4xy [1]

ekuazio diferentzialaren gainazal integrala, gainazal horrek
x2+y2+222—4=0 [2] , X+y-1=0 [3]

elipsea barnean edukitzeko baldintzaz.

Sistema kanoniko karakteristikoa:

dx _ dy _dz (4]
2z(2y + 1)  2z(2x + 1) ~ 1 - 4xy
Lehenengo berdintzatik honakoa ondorioztatuko da:
dx . __ 4y — (2x + 1)dx - (2y + )dy = O L)
2y + 1 2x + 1
x2+x—y2—y=A. [5]

[4] delakoaren beste integral bat aurkitzeko, biderkatzaileen
metodoa aplikatu behar da, hots,

2z(2y + Du + 2z(2x + v + (1 - 4xy)lw =0 —

4y(zu - xw) + 2z(u + 2xv) + (2zv + w) = O —

Zu~-xw =0, u+2xv=0, 2zv+w=0 —

u = Xw/z u = 2Xx

w=2z
v = -w/2z —_—> v = -1 RN
W =W w = 2z

udx + vdy + wdz = 0 —> 2xdx - dy + 2zdz = 0 — x> - y + z° = B.[6]
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Integral orokorra:

Horretarako, [5] eta [6] adierazpenen artean hautazko erlazio
funtzional bat ezarriko da:.

w(x2+x-y2—y,x2—y+22)=0. (71

Integral partikularra:

(2], [3], [5] eta [6] ekuazioetatik x, y eta z ezabatuz, hots,
X +y°+22°-4=0 2], x+y-1=0, [3)
X +x-y -y=A (51, xz—y+22=B (6]
eginez, eta [2]-ari [6] ekuazioa bi aldiz kenduz, z ezabatuko da:
[2]—2[6]Ey2-x2+2y—4+2B=0.
Honi [5) adierazpena batu, eta [3] delakoan ordezkatuko dugu.

x+y=1

X+y-4-A+2B=0 A-2B+3=0. [8]

Eskatutako gainazal integrala, [8]-an [5] eta [6] integralak
ordezkatuz ondoriozta daiteke. Honela, =zentrua (172, 1/2, O0)
puntuan duen eta V5/2, V5/2, V5/2 ardatzerdiak dituen elipsoidea
dugu, hau da,

A-2B+3=0 — x2+y2+222—x-y—3=0 —

(x - 1/2)% + (y - 1/2)% + 22° = 5/2. (9]
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66. Aurkitu ekuazio arrunt hauei dagozkien integrazio-faktoreak:
y{ - xy)dx + x(1 + xy)dy = 0, [a]l ydx - x(Lnx + y2dy = 0, [b]

(y2 - x% 4+ 2xy)dx + (y2 - x?% - 2xy)dy = O. [c]

Ekuazio hauek ez dute  aldagai bakar baten menpeko
integrazio-faktorerik onartuko. Orokorrean, z = 2z(X,y) integrazio-
faktoreez  osoturiko multzoa  determinatzeko, lehen ordenako
deribatu partzialetako ekuazio hau integratu behar dugu, hots,

ax ay
. ax]. 0

dz 0z _
X(x,y)dx + Y(x,y)dy = 0 — Y(x,y)—a; - X(x,y)a = z[

Faktore bakarra eskatzekotan, nahikoa litzateke [1] ekuazioari
asoziaturiko [2] sistema diferentziala z-rekiko ebaztea.

dx dy dz

Y(x,y)  ~ X(x,y)  z(8X/8y - 8Y/3x) (2]
[a] ekuazioa:
_ X  aY _ _
X =y - xy), Y—X(1+xy),37—5§— 4xy —>
. . dx _ dy _ dz
[2] sistema: x0T+ xy) - 3%y =D - Saxyz -

Kasu honetan, biderkatzaileen metodoa aplikatuko da, hau da,
x(l+xy)u + y(xy-1)v - 4xyzw = 0 — xy(Xu + yv - 4zw) + Xu - yv = O

w=1/z

XU + yv - 4zw = O
- —u=22ZW/X , VvV =2ZW/y , W = W

Xu - yv =20
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u=2/x,y=2/y,w=1/z——)gg+@l+9£~=o_‘r_)
X y z
2Ln|x| + 2Ln|y| + Ln|z| = A = x’y’z = C — z=C/x5%

[a] ekuazioa zehatz gisa (C = 1) ebatziz, ondokoa dugu:

y(1 - xy) dx + x(1 + xy) dy

2 2 2 2
X'y X'y

=0 —

X

y
[L—;—ﬁdx+‘{l+aydy=c —> Ln|y/x| - I/xy = A.
X

2

a y b, ay
[b] ekuazioa : ydx - x(Lnx + y2)dy = 0.
[2] sistema: o dx  _dy _ dz

-x(Lnx + yz) -y z(Lnx + y2+ 2)

Hemen ere biderkatzaileen metodoa aplikatuko da, hots,

-x(Lnx + yz)u - yv + z(Lnx + y2+ 2w = 0 —
(-xu + zw)Lnx + (-xu + zw)y2 + (-yv + 2zw) = 0 —
-xu + zw = O iy

— u=zZw/x,Vv=2zZw/y ,w=w —2%
~-yv + 2zw = O
u=1l/xX,y=2/y,w=1z — -q;—+——23y+——d§ =0 ——>‘r

Ln|x| + 2Ln|y| + Ln|z| = A XPy xy’z2=C — z = C/xyz.



498 / ARIKETA EBATZIAK

Soluzioa integrazio-faktorea erabiliz kalkulatuko da:

2 X y
ydx _ x(Lnx +y)dy _ 0 — J dx/xy - J [(Lnl)/y2 +1lldy =C —
1 b

2 2
Xy Xy
Lnx v 1 a _
ES ‘\Ylb—c“*§Ln|X|‘Y—A—>Ln|x|-(y+A)y-0.
1
[c] ekuazioa : (y2 - X+ 2xyldx + (y2 - %% - 2xy)dy = O.

Aurreko kasuetan bezala eragin behar dugu.

[2] sistema : 5 SX = — d)z’ _ dz .
y - x - 2Xy -y + X - 2Xxy 4z(x + y)

u(y2 - %% - 2xy) + v(—y2 + x5 2xy) + 4zw(x + y) =0 —
(y2 - XZ)(U -v) -2xylu +v) + 4z(x + y)lw =0 —
(y - x)y + x)(u - v) - 2xylu +v) +4z(x + y)w =0 —

u = xz, v = yz eginez, z (x+y) faktorea sinplifikatu egingo da.

(y-x)(y+x)z(x-y) - 2xyz(x+y) + dz(x+ylw = 0 — w =
Ondorioz, integrazio-faktorea hurrengoa dugu:

udx+vdy+wdz=0—>xzdx+yzdy+§—2——y—dz=0,

w+_§§=oi>2Ln(x2+y2)+an=C—)z

2
X +y
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67. Aurki bitez gainazal hauei dagozkien sorta ortogonalak:

2 2 2
a) ELIPSOIDEAK: 3(-5 + y_2 + zz =1, a = kte. , « = parametroa.
a a a -«
2 2 2
b)  KONOAK: x“ +y =(a-2) , a= parametroa.

Biz ¢ gainazal-familia. o-ren parametroa explizituki emanik
badator, orduan o-ren gainazalekiko ortogonalak diren gainazalei,
hurrengo ekuazio diferentziala asoziatuko zaie:

og 92 , Og 9z _ og

[e): glx, vy, 2)=C 3% 9x " 9y By - 8z

(1]

[a] ariketa:

Lehenengo, elipsoideen ekuazioa « parametroarekiko ebatzi, eta
gero ,[1] adierazpena planteatuko da. Alegia,

2 2 2 2 2
X y z _ , 2 a“z
= =+ =] » a=gx,yz) =28 - ———— —
2 2 2 2
a a a” -« a” - x" -y
dg —2a2xz og —2a2yz2 ag -2a22
ax |, 2 2 2,2’ 8y |, 2 2 2,2 9z 2 2 2
(a” - x° -y} (a” - x~ -y7) a~ - x -y
2 2 2
(1] dg dg _ og _a - -y
— H»PrtF a=3 > Xp + yq = = (2]
[2] delakoaren sistema diferentzial karakteristikoa integratuz,
dx/x = dy/y = zdz/(a% - x°- yz). (3]
Lehenengo ekuaziotik, dx/x = dy/y — y/xX = A, (4]
2 2 2 2 2,2
2dz = 2~ ;(( Y ax [“, 2zdz = 2 &= (1x+ A )X dx __f_)
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22 = 2a2Lnx - (1 + A )x + B ix—) x2+ y 2y 22— Zaanx = B. [5]

Sorta ortogonala: [2]-aren soluzio orokorra da:

oly/x, x° + y2 + z° - 2a°Lnx) = O. [6]

[b] ariketa. Kono-familiarako [1] ekuazioa hurrengoa da:

x2+y2=(a—z)2——>a=z+Vx2+y25g(x,y,z)——>
9g 98 . % X y =
8Xp+6yq— - p + q = L (2]

dz
/Xz . yz /Xz N yz
Sistema diferentzial karakteristikoa:
/Xz N yz /Xz . y2

= dz. [31]

Honen soluzioak: dx/x = dy/y — xX/y = A, (4]

/2
_—*—y—dy—dz[“ A2+ 1dy-dz=0-VA%+1y-2=8B

y

Ay \/x2+y2—z=B. (5]

Azkenik, kono-familiarekiko sorta ortogonala, hurrengoa da:

[
=

6(A, B) = 0 —s ¢[ 6]

SEET R

~<:i><

B=ylA) — z=V x% + y2 - Ylx/y). (7]
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68. Biz ondoko ekuazio diferentziala:
yzzsdx + 2xy23dy + 3xyzzzdz = 0. [11
a) Aurki bedi [1]-erako gainazal integraletako familia.

b) Determina bedi M(l, 2v2, 2v3-1) puntutik pasatzen den gainazal
integrala.

c) Aurki bitez [1] ekuazioaren gainazal integralekiko gainazal
ortogonalak.

d) Lor bedi ondoko zuzentzailea edukiko duen gainazal ortogonala:
x=1-t, y=vV2t, =z=V3-1 [2]

e) Froga aurreko bedi b) eta d) ataletan lortutako gainazalen
ortogonaltasuna, M puntuan.

a) Ekuazio diferentzial totala da. Integragarritasun-baldintza
betetzen duenez, erlazio bakar baten bidez integra daiteke:

NP

aY aX
3y " 3z 3z 6x+z[_—~]_o'

0x ay
"Deribatu gurutzatuen berdintza" (VxF = 0) erabiliz, ondokoa dugu:

X 3
=—==3y z , 5—;—~—;—2y2.

Beraz, soluzio orokorra hurrengoa izango da:

J

X
a=b=c=0

\ z
X(x,y,z)dx + J Y(a,y,z)dy + J Z(a,b,z)dz = C
b

a Cc

J yzzgdx =C — xyzz3 = C. [3]
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b) M puntuaren koordenatuak [3] ekuazioan ordezkatuko dira:

18.2v3 - 1) =¢c — xy%2° =823 - 1° [4]
c) [3] ekuazioarekiko sorta ortogonalaren ekuazio diferentziala:
9g og . %8 2.3 3 .22
xP*ta 975 yz'p + 2xyz'q = 3xy z". (5]
Ekuazio lineal honen sistema karakteristikoa ondokoa da:
<21X3 B dys - dz 2 [6]
y z 2xyz 3xy z
Sistemaren bi soluzio independente hurrengo hauexek dira:
SXB = dy3 —  4xdx - 2ydy = O _J"_) x> - y2 = A, {71
y z 2Xyz
dy_ dz ~— 6ydy - 4zdz = O —ir—) 3y2 - 22> =B. (8]
3 2_2
2Xyz 3xy“z
Beraz, [5] ekuazioaren soluzio orokorra ondokoa da:
[9l

®AB) =0 —> q>[2x2 - y2, 3y’ - 222] = 0.

d) [7]-I8] kurba-kongruentzia eta [2] zuzentzailearen ekuazioen

artean, X, y, z eta t aldagaiak ezabatu behar dira, hau da,

2

2X2-y2=A,3y2—22 =B,x=t-1, y=vV2t, z=V3t -1
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—sA=2t-1D%-2t"=2-4t,B=6t"-203t - ) = &3t - 2
— V3A + B - 2/3 + 2 = 0. (10]
[71-18] ekuazioak [10] erlazioan ordezkatuz, hurrengoa lortuko da:

oV3x% + (3 - V3)y® - 22% + 2(1 - V3) = 0. [11]

e) M-ren kasuan, [4] eta [1l] gainazalekiko bektore normalak
ortogonalak izan behar dira, hots beraien arteko biderkaketa
eskalar nulua izan beharko da.

[4] gainazalarekiko bektore normala:

xy’z° = 8(2v3 - 1)° — 1_1] = [y%2°, 2xyz°, 3xy°2°l.

[11] gainazalarekiko bektore normala:

2V/3x° + (3-V3)y* - 22° + 2(1-V3) = 0 — n_ = [4/3x, 2(3-V3)y, -42]

> HI.HZ = 4/3xy°2° + 4(3 - VBxy’Z® - 12xy%2° = 0.

Edozein P(x,y,z) puntutan biderkaketa eskalar hori nulua da, hots,
ebakidura-puntuetan gainazal biak ortogonalak dira, konkretuki M
puntuan, gainazal bien barnean baitago.
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69. Ebatz bedi hurrengo ekuazio diferentziala,
(x -y +2z)dx + 2(x + 2)dy - (x + y)dz = O [1]
a) ekuazio homogéno gisa,

b) beste prozedura baten bidez.

a) Ekuazioak integragarritasun-baldintza betetzen du, hots,
(x -y+2z2)[-1 -2l +2x+2)2+1] - (x+y)2+1]=o0.

Ekuazio diferentzial homogenoa da [X, Y eta Z funtzicak m = 1
mailako funtzio homogenoak dira]. Horregatik, x = uz, y = vz
ordezkaketek [1] ekuazioa beste ekuazio bat bilakatuko dute, non u
eta v aldagaiak z-rekiko banandurik geratuko diren. Hori ekuazio
arrunt homogenotarako aztertutakoaren hedapena da:

X = uz -— dx = udz + zdu , y=vz — dy = vdz + zdv —[19

(uz - vz + 2z)(udz + zdu) + 2(uz + z)(vdz + zdv) - (uz + vz)dz = O

— (u—v+2)zdu+2(u+1)2dv+(u2+uv+u+v)dz=0 —

u-v + 2 du + 2
(u + 1)(u + v) u+ v

dv+idz=0.
z

Fkuazioa zehatza denez (deribatu gurutzatuak berdinak),

8[ 2 ]_6[ u-v+2 ]_ -2
dulu+v | av| W+ Dlu+v) |~ 2’
(u + v)

beraren soluzio orokorra ondoko eran kalkula daiteke:

v u z

2 u-b+2 1 _
Jbu+vdV+J(u+1)(u+b)dU+JEdz_C'
a

Cc
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Kalkuluak errazteko, a = 0, b =1, ¢ = 1 hartuko dira, hau da,

u

v z
I 2 dv+J—Ldu+Ildz=c -
1u+v 0u+1 lz

|2Ln(u + v)!v + |Ln(u + l)lu + [anlz =C
1 o 1

2Lln(u + v) - 2Ln{u + 1) + Ln{u+ 1) + Lnz=C —

2 2
Ln[(u+V)Z]=C exp (u+ vz _
u + 1

= y/z ordezkatuz, ondokoa lortuko da:

M"A, edo (x +y)? - Alx +2) =0

b) Aldagaietariko bat, x aldagaia adibidez, konstantetzat hartuko

da. Orduan, aurreko ekuazioa

2(x + z)ddy - (x + y)dz =0 (2]
bilakatuko da, honen soluzioa hurrengoa izanik:
2d dz S (x +y)?
y — =0 e —-—-—y = C.
X +y X + z X + z
[1] ekuazioan aproba egiteko soluzio orokorra honakoa da:
2
x+y) B(x), [3]
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¢(x) funtzio laguntzaile ezezaguna izanik. Nahikoa da diferentzial
eragilea aplikatuz, lortutako ekuazioa [l]-arekin konparatzea.

2 2
(X+y)—¢(X)=0—i>[2(x+y)(x+2)_(x+y)—¢'(X)]dx
X + 2z 2
(x + z)
2
+2(—X——+—¥ldy~[X+y]dz=O. (4]
X + Z X + Z

11 eta [4] adierazpenetako diferentzialen Kkoefizienteen arteko
arrazoia, berdina izan behar da, hots,

2(x + y)x + z) - (x + y)2 - (x + z)2¢’(x) _ X +y

(x + 2)%(x - y + 22) (x + 2)°
Sinplifikatu ondoren, hurrengoa ondoriozta daiteke:
(x + y)x -y +2z) - (x + z)qu’(x) = (x+y)x -y+22) —

(x + z)2¢"(x) =0 — ¢x)I=0 -5 ¢x)=A.

[3] adierazpenean ordezkatuz, ondoko soluzio orokorra lortuko
dugu:

2
—‘—‘———'(X hl Y) = A9
X + Z

kasu honetan, lortutako emaitza [2] ekuazio arrunt laguntzailearen
soluzio orokorraren berdina delarik.
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70. Integra bedi hurrengo ekuazio diferentziala:

yz(ly + z)dx + xz(x + z)dy + xy(x + y)dz = O. [1]

Integragarritasun-baldintza betetzen da, alegia

axX 97z
Y('B—Z - -é;] +

yz(y + 2)Ix° + 2Xy - x° - 2xz] + xz(x + z)[y2 + 2yz - 2Xy - y2] +

X [az aY] N

Y o8X) _
iz o 2220 o

6x57

xy(x + y)[2xz + z% - 2yz - 2] = nyz(yz— 2%+ 2% X%+ x°- yz) = 0.

Demagun aldagaietariko bat, x aldagaia, konstantea dela. Orduan,
[1] ekuazioa ekuazio diferentzial arrunt bilakatuko da, hots,

x = kte — dx =0 LN xz(x + z)dy + xy(x + y)dz = 0. [2]

Honen soluzio orokorra hauxe da:

xdy xdz
+
yix + y) z(x + z)

S tn Y _+1n—-2%2_=¢C — Ln yz =Cc -SXP,
X +y + Z (x + y)(x + 2)
yZ A. (3]

(x+y)(x+z)=

Orain A konstantea x aldagaiaren menpeko ¢(x) funtzio laguntzaile
ezezagun batez ordezkatuko da, [3] berdintza [1] ekuazioaren
soluzioa izango delarik. Hau da, [l]-aren soluzio orokor modura
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ondokoa plantea daiteke:

yz —
x + y)(x + z) ~ $(x). 4]

[4]-aren diferentziala era inplizituan,

-yz(x +z+ X +y) z(x + yNx +z) - yz{x + z) dy

5 2—¢’(x)dx+ > >
(x + y)7(x + z) (x + y)'(x + z)

N y(x + y)(x +2z) - yz{x + y) dz

=0,
(x + y)z(x + z)

{11 ekuazioaren baliokidea izan behar da. Hau da, diferentzial
berdinen koefizienteen arteko erlazioa berdina izango da:

-yz(2x + y +z) - (x + y)z(x + z)2¢f= (x + z)(xz + yz ~-yz)
(x + y)z(x + z)zyz(y + z) (x + y)z(x + 2)%xz(x + 2)
2 2.,
N —yz(2x+y+z)—(x+y)(x+z)¢=1
yz(y + z) ’

Eraginez, x eta ¢ aldagaiekiko ekuazio arrunt batetara iristeko,
{4]-aren bidez ¢(x) ordezkatzen saiatu behar gara.

“x o+ ix v 2% = 2yzx ry + 1) B g = %LX:Y})’(; f’i) -
¢ (x + y+2z)Xx +yz -yz __(x+ y)x + 2z) - yz
) (x + y)(x + 2)x B (x +y)(x +2)x -
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o _ 1 yz _1 -9 d¢ 2dx _ I
T2 x+rypx+Fx x g -D  x 0 —
Lng;l——ZLnx=C °XP, ¢ —21=B
® ox

Azkenik, ¢(x) funtzioarekiko ebatzi eta [4]-ean ordezkatu ondoren,
hurrengo emaitza dugu:

#(x) = 1 (41 yz 1

| - Bx? (x + y)(x + 2z) | - Bx?

Parametroa explizituki idatzi nahi badugu,

X+ Yy +z
Xyz

yz(l—Bx2)=(x+y)(y+z) — B =-

ondoriozta dezakegu.

Oharra: X, Y eta Z direlakoak 3. mailako ekuazio homogenoak
direnez, problema hau ebazteko beste era bat, aurreko ariketan
aplikatutako x = uz, y = vz ordezkaketak erabiltzea da.
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71. Aurki bedi ondoko ekuazio diferentzialaren soluzioa,
2(y + Dixdx + zdz) + [y + D° - (x° + 2° + Dldy = 0, [1I

integragarritasun-baldintza betetzen duela frogatu ondoren.

Lor bedi M(1,1,1) puntutik pasatuko den gainazal integrala.

Integragarritasun-baldintza:

2x(y + D2z + 2z] + [y + D - (x* + 2° + DO - 0] +
+ 2z(y + 1)[-2x - 2x] = 0.

Demagun y = kte — dy = O dela. [1] ekuazioa arrunt bilakatuko
da, beraren soluzioa ondokoa izanik:

2x{y + 1)dx + 2z(y + 1)dz = 0 — 2xdx + 2zdz =0 — x + z = A.
[1]-erako planteatzen den soluzio orokorra, hurrengo hau da:

X"+ z°7 = ¢ly). [2]
[2] ekuazioa diferentziatu eta [1] ekuazioarekin konparatuko da.

2xdx - ¢’(y)dy + 2zdz =0 — - -¢ (}27) . _ 1
(y+1)"(X+Z+1) y+1

Azken honetan [2] erlazioa ordezkatuz,
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2

-¢’ (y) 1 , 1 + 2
sA = — P -y e = - T
(y+ 1" -(¢p+1) y+1
ekuazio lineala lor daiteke, zeinaren soluzioa ondokoa den:
Z . 2 1
oly) = (y + 1) —L—l—dy+c =(y+1)[-y— +C]——>
2 y +1
(y + 1)
dly) = (C - y)iy +1) - 1. (3]
[2] adierazpenean ordezkatuz, eta parametroarekiko ebatziz,
hurrengoa ondorioztatuko da:
X+ =C-Py+D -1 — x+y +2°=(C-Dly+1 —
NN yz + 2
y 1 = A. (4]

Bestalde, MI(1,1,1) puntutik pasatuko den gainazal integrala
determinatzeko, A balioa aurkitu behar da:

“ A — ______=%. (5]

41—
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72. a) Biz bi parametroren menpeko ondoko gainazal-familia:

(3z° + A - 3Bx + y)° = (y° + 2B)°. 1l

A eta B hautazko konstanteak ezabatuz, kalkula bedi [1] familiari
dagokion deribatu partzialetako ekuazioa.

b) Erabil bedi Lagrange-Charpit-en metodoa, hurrengo ekuazioaren
soluzio osotu bat aurkitzeko:

zq2 +(q - p)y2 = 0. [2]

c) Azter bedi [2] ekuazioaren soluzio singularren existentzia.

a) [1] jatorrizkoa x eta y aldagaiekiko deribatu behar da:

g;F(.zO - 2(322+A—3Bx+y3)(62p -3B) =0 - B =2z
oF 2 3 5 ) ,
5S;:O%Z(3Z +A-3Bx+y)(6zq+3y)_6Y(y+2B)=()
2 2
s (B2 + A -3Bx +yY) = ¥+ 2B)
2
6zq + 3y

Emaitza hauek [1] ekuazioan ordezkatu, eta A eta B parametroak
ezabatuko dira,

9y2(y2 + 42p)4

> = (y2 + é’rzp)3 — 9372(y2 + 4zp) = (62zq + 3y2)2 —>
(6zq + 3y°)

2

9y4 + 36y22p = 3622q2 + 36y22q + 9y4 — zq2 + yz(q - p) =0, [2]

[2] deribatu partzialetako ekuazio ez-lineala lortuko delarik.
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b) Charpit-en metodoaren arabera, f(X,y,z,p,q) = 0O funtzioari
dagokion sistema diferentziala ondokoa da:

dx _ dy _ dz _ -dp _ -dq
ot~ ar af ot " ar - et T ar et
dp aq P ap 4 dq ox P 32 ay 1 3z

[2] ekuaziorako:

dx _ dy dz -dp -dq

2 2 2 2 3’
-y 2zq +y -y’p + (2zq + y')q pq 2y(p - q) + q

Integral erraz bat kalkulatzeko, [2] delakoa ekuazioan ordezkatuko
da.

dz _ -dp - dz - —dp [21
2 2 2 2 2 2 i
-y'p + (229 + y')q pq y(q - p) + 22zq pPq
_d_z_ + _d_E =0 _L) zZp = C. [3]
z p

[2]-[3] sistemak p eta q kalkulatzea ahalbidetuko digu.

zq2 +y2(q— p) =0

—> quz + yzzq - Cy2 =0 -

zp=C - p=C/z

1+

222 222 2z

—yzz \/y422+ 4Cy222 _ —yzz * yzv y2+ 4Cc _ —y2+ yv y2+ 4C

Ondoren, balio hauek ekuazio integragarrian ordezkatuko dira.

2 /2
-y o+
d2=pdx+qdy_—~>dz=g y ty vy *4C
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2zdz = 2Cdx + [yzty\/yz + 4C]dy.

Azken honen soluzioa,

2

z-+ D =2Cx + [y3 + (y2 + 4C)3/2

1/3 R
32° + 3D - 6Cx - y° = + (y° + aC)¥? A 2SR,

(32° + A - 3Bx - y)% = (y% + 2B)°

delakoa alegia, [1] jatorrizkoa da.

c) Soluzio singularrak, existitzekotan, ondoko sistemaren bidez
aztertuko dira (soluzio osotuen inguratzailearen bidez, alegia).

F(x,y,z,A,B) =0
dF/8A = O —>
oF/6B = 0O

(3z° + A - 3Bx - y3)2 - (y2 +2B)° = 0
(322+A—3Bx—y3)=0 —>

(32% + A - 3Bx - y)(-3x) - 6(y° + 2B)° =0

32+ A - 3Bx - y° = 0,

vy + 2B = 0.

A eta B ezaba ezin daitezkeenez, ez dago soluzio singularrik.
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73. Integra bitez deribatu partzialetako ondoko ekuazioak:
zp2 - 2x2q =0, (1] 1 - xz)yp2 + xzq =0, [2]

pz-q2+4(xp+yq-z)=0. [3]

Charpit-en sistema diferentzial laguntzailea hauxe da:

dx _ dy _ dz _ -dp _ -dq
of ~of " er  or " ar  ar ~ af _ of
ap aq P dp 4 aq ax P 3z ay 132

[1] ekuaziorako:

dx dy dz -dp ~dq

2Zp —2x° 22p2 - 2x2q -4xq + p3 P q

Sistemaren integral erraz bat ondoko ekuaziotik kalkula daiteke:

dz =-_dﬂ_“;£;=-<zﬂ_q_,_dz=-dq Iy 2q = A

2 2 2
2zp - 2xq pq zp P q
p eta q finkatzeko, hurrengo sistema ebatziko da:

2 2
zp - 2Xxq=0 . )
— zp - 2XA/z=0 — p = 2Ax/z.
= A/z

dz adierazpenean ordezkatuz, gero integratuz, honakoa lortuko da:

+
_ViAx dx + g dy — 2zdz = *2V2A xdx + 2Ady

dz = pdx + qdy

S5 7%+ B = +V/3AX® + 2Ay — (2% - 2Ay + B)® - 2Ax%* = 0.
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Soluzio orokorra:

F(x,y,z,A,B) = O soluzio osotuari ondoko soluzio orokorra dagokio,
gainazal monoparametrikoetako sorten inguratzailea alegia:

Flx,y,z,A,B(A)] = O,

Q| ®
=i
+
S
Q.‘O..
>
it
o

Kasu honetan,

(2% - 2y + BA)P - 2ax’ = 0,

(z° - 2Ay + B(A)l[-2y + B'(A)] - 2x"* = 0.

Soluzio singularrak:

F(x,y,z,A,B) =0 (z2 - 2Ay + B)2 - 2ax" = 0,
8F/8A = O N (z® - 2Ay + B)(-2y) - 2x" =0,
8F/8B = 0 (z° - 2Ay + B) = O.
Soluzio singularrik ez dagoela ohar daiteke.
[2] ekuazioaren kasuan, (I - xz)yp2 + qu = 0 alegia, Charpit-en
sistema hurrengoa da:
dx _dy _ dz _ -dp - -dq
2

2)2'

2(1 - xz)yp X 2(1 - xz)yp2+ qu —2xyp2+ 2xq (1 - x7)p

Integral bat kalkulatzeko, [2] ekuazioa aurreko sisteman ordezkatu
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behar dugu:

91 = -dq 21 g__ = ydq — dq/q - dy/y =0 —_.)"r q = Ay
2 2, 2 2

X (1 - x7)p X x°q

Orain, p eta q kalkulatzeko, ondoko sistema ebatziko dugu:

(1 - Xz)yp2+x2q=0 5
— p=2V A/(x" -1) X, q=Ay.

q = Ay

dz = pdx + qdy berdintzan ordezkatuz, ekuazio integragarria lortuz,

dz = pdx + qdy — 2dz = * 2V A/(x® - 1) xdx + 2Aydy,

eta honi [ eragilea aplikatuz, soluzio osotura irits gaitezke:

2z + B =1t 2V Ax% - 1) + Ay — (2z - Ay® + B)? = 4A(x® - 1).

Soluzio orokorra:

2 2

[2z - Ay + BX(A))® - 4A(x® - 1) =0,

2[2z - Ay® + B%(A)ll-2Ay + 2B(A)B’(A)] - 4(x° - 1) = O.

Soluzio singularrak:

Kasu honetan ere, ez dago soluzio singularrik.

F(x,y,z,A,B) = 0 (2z - Ay® + B)® - 4A(x* - 1) =0,
8F/8A = O N 2(2z - Ay* + B)(-y?) - 4(x* - 1) = 0,
8F/8B = O 2(2z - Ay’ + B)? = 0.
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[3] ekuazioa, goi-mailako ekuazio arruntetako Clairut-en
ekuazioaren deribatu partzialetarako hedapena da. Kasu hartan
bezala, soluzio osotu bat kalkulatzeko, nahikoa da p eta g
deribatuak hautazko konstanteez ordezkatzea:

soluzio osotua

z = px + qy + f(p,q) > z = AX + By + f(A,B).

Horrela, Charpit-en sistema diferentzial laguntzailetik,

dx _ dy _ dz _ -dp _ -dq
x+ L ot x + ) . LA o oo
3p y 3q P p qly 3q p-P q-qg
alegia, ondoko integralak ondoriozta daitezke: dp = 0 — p = A,

dg = 0 — g = B, zeintzuek emaniko ekuazioarekin p eta q ezabatzea
ahalbidetuko duten, horrela soluzio osotua lortuz.

[3] ekuazioaren kasuan ondokoa betetzen da:

pz—q2+4(xp+yq—z)=0 — 2=px+qy+——————p;q —>
2 _ g?
Soluzio osotua: z = AX + By + 7
Soluzio singularra: Soluzio singular bat existituko da,
F(x,y,z,A,B) = 0 AX + By - z + (A> - BY/4 =0
dF/8A = O — X + A/2 = N
dF/8B = O y -B/2=0

—2x2+2y2—2+x2—y2=0 — zZ=Yy - X,

eta hau, geometrikoki, integral osotuaren gainazal inguratzaile
bat da, hots, bi parametroren menpeko plano-sorta.
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74. Biz hastapen-baldintzatako hurrengo ekuazio diferentziala:
y(Lny + xz)dx - xdy =0, y1) = 1.

Integra bedi ekuazio hori Runge-Kutta-ren laugarren ordenako
algoritmoa [1, 1.5] tartean erabiliz, ondoko urratsak kontutan
hartuz:

a} h=0.1, b) h = 0.05, c) h = 0.0l

Emaniko ekuazioak, =zeina z(x,y) = l/xzy integrazio-faktorearen
bidez zehatz bilaka daitekeen, ondoko soluzio zehatza du:

y = exp(x2 - X).

Ariketa honen helburu nagusia, h urratsaren balio ezberdinetarako
zenbakizko soluzioen kalitatea konparatzea da.

Algoritmo arrunta erabiliko da, hots, Runge-Kutta-ren laugarren

ordenakoa:

=y +(k + 2k + 2k + k )h/6,
i 1 2 3 4

i+l

k =1f(x,y),
1 i i

=
il

f(x + 0.5h, y + O.Sklh),
i 1

-
Il

f(x + 0.5h, y, o+ O.Skzh),
1

k =f(x +h, y +kh).
1 i 3

Basic programa batez, ondoko deskribapena eta emaitzak ondoriozta
daitezke:
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PROGRAMAREN DESKRIPZIOA

10 REM "RUNGE-KUTTA-REN LAUGARREN ORDENAKO METODOA"
15 DEFDBL A-H,0-Z
20 CLS
30 DIM X(250), Y(250), YP(250), YE(250)
40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA "
50 INPUT "XO BALIOA =", X(1) : INPUT "Y(X0) BALIOA =", Y(1)
60 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N+1
70 INPUT "URRATSAREN LUZERA =", H
80 DEF FNG(X) = EXP(X*X - X)
90 DEF FND(X, Y) = Y*(LOG(Y) + X*X)/X
100 FOR I =1TO N
110 K1 = FND(X(I), Y(I)) : K2 = FND(X(I) + .5*%H, Y(I) + .5*KI*H)
120 K3 FND(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K2*H)
130 K4 = FND(X(I) + H, Y(I) + K3*H)
140 YE(I) = FNG(X(I))
150 X(I + 1) = X(I) + H
160 Y(I + 1) = Y(I) + H¥(KL + 2*K2 + 2*K3 + K4)/6
170 NEXT I : PRINT
180 PRINT TAB(O) "X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";
190 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"
200 PRINT "~----—==—mmmm oo "
210 PRINT "---=-=mmmmmmm oo "
220 FOR 1 =1TO N
230 PRINT TAB(O) USING "##.#"; X(I); :
PRINT TAB(11) USING "##.######""" Y(D);
PRINT TAB(25) USING "##. #itt##4~ ", YE(I);
240 PRINT TAB(40) USING "##. ##H#m""""
ABS(YE(I) - Y(I))250 NEXT I
250 END

]
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LORTUTAKO EMAITZAK

HASTAPEN-BALDINTZA: XO BALIOA = 1;

Y(X0) BALIOA =

i
—

PUNTU-KOPURUA = 10 ; URRATSAREN LUZERA = .1
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
1.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
1.1 1.116277D+00 1.116278D+00 1.502037D-06
1.2 1.271245D+00 1.271249D+00 4.100800D-06
1.3 1.476972D+00 1.476981D+00 8.853277D-06
1.4 1.750655D+00 1.750672D+00 1.742840D-05
1.5 2.116967D+00 2.117000D+00 3.267924D-05
1.6 2.611636D+00 2.611696D+00 6.038348D-05
1.7 3.286970D+00 3.287081D+00 1.110236D-04
1.8 4.220493D+00 4.220695D+00 2.026081D-04
1.9 5.528590D+00 5.528962D+00 3.715674D-04
2.0 7.388374D+00 7.389056D+00 6.823063D-04
HASTAPEN-BALDINTZA: X0 BALIOA = [; Y(X0) BALIOA = 1
PUNTU-KOPURUA = 20 ; URRATSAREN LUZERA = .05
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
1.0 1.000000D+00 1.000000D+00 0.000000D+00
1.1 1.188272D+00 1.188272D+00 1.271566D-07
1.2 1.366838D+00 1.366838D+00 4.688899D-07
1.3 1.603998D+00 1.603999D+00 8.185705D-07
1.4 1.920334D+00 1.920336D+00 1.621246D-06
1.5 2.345500D+00 2.345503D+00 3.107389D-06
1.6 2.922671D+00 2.922677D+00 5.380313D-06
1.7 3.715440D+00 3.715451D+00 1.041889D-05
1.8 4.818661D+00 4.818680D+00 1.903375D-05
1.9 6.375704D+00 6.375738D+00 3.441970D-05
2.0 7.389008D+00 7.389056D+00 4.802545D-05
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HASTAPEN-BALDINTZA: XO BALIOA = 1;
PUNTU-KOPURUA

X BALIOA

= 100

HURBILDUA

>

Y(X0) BALIOA

URRATSAREN LUZERA = .01

Y ZEHATZA

ERRORE ABS

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0

NSO WN DN = =

.000000D+00
.116278D+00
.271249D+00
.476981D+00
.750672D+00
. 117000D+00
.611696D+00
.287081D+00
.220696D+00
.528961D+00
.389056D+00

LU PR WNN —

.000000D+00
.116278D+00
.271249D+00
.476981D+00
.750672D+00
.117000D+00
.611696D+00
.287081D+00
.220695D+00
.528962D+00
.389056D+00

NP === 0Wo2—O0

.000000D+00
.112620D-08
.947286D-08
.106232D-08
.178914D-09
.424123D-08
.255671D~-07
. 859665D-07
.064936D-07
.720688D-07
.165736D-07
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75. Zenbakizko metodoen bidez, integra bedi bigarren ordenako
ekuazio diferentziala, 2 = x = 3 tartean,

X - x)y” - x(1 + x)y’ +y =0,
hastapen-baldintzak y(2) = 2, y’(2) = -2, eta urratsen luzerak
a) h=01 , b) h =0.05 , c) h =0.01

izanik.

Berredura serieen bidezko soluzio orokorra 250. orrialdeko b)
adibidean kalkulatuta dago. Soluzio partikularra ondokoa da:

. X y(2)=2; y’(2)=-2 _ _X
y—l_X(A+BLnx) — V=73

Ln(x/2e}.

Zenbakizko integraziorako, emandako ekuazioa sistema bihurtuko
dugu, eta ondoren, ekuazio-sistemetarako RK-ren algoritmoa
aplikatuko da:

yoo= Lt X Ly, y@=2,y@=-2 L3
x(1 - x) 2
x“(1 - x)
. , 1 + x _ 1 _ _
v'=z o, 2 =Sy 2 5 y, y@2)=2 , z(2) = -2
x (1 - x)

Datu hauek programan sartuz, [2, 3] tarteko hamar puntu
distantzikidetarako, ondoko tauletan ikus ditzakegun emaitzak lor
daitezke:
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PROGRAMAREN DESKRIPZIOA

10 REM "GOI-ORDENAKO EKUAZIOETARAKO 4. ORDENAKO RK METODOA"
15 DEFDBL A-H,0-Z

20 CLS30 DIM X(250), Y(250), Z(250;, YE(250)

40 PRINT "HASTAPEN-BALDINTZA"

50 INPUT "XO BALIOA = ", X(1) : INPUT "Y(XO0) BALIOA = ", Y(1)
60 INPUT "Z(X0) BALIOA = ", Z(1)

70 INPUT "PUNTU-KOPURUA =", N: N=N+1

80 INPUT "URRATSAREN LUZERA = ", H

85 A = 2*EXP(1)

90 DEF FNR(X) = X/(1 - X)*LOG(X/A)

100 DEF FNF(X, Y, Z) = Z

110 DEF FNG(X, Y, Z) = (X + 1)/X/(1 - X)*Z + Y/(X - 1)/X/X
120 FOR I =1 TO N

130 K1 = FNF(X(I), Y(I), Z(I)) : Pl = FNG(X(I), Y(I), Z(I))

140 K2 = FNF(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*KI*H, Z(I) + .S*PI1*H)
150 P2 = FNG(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*KI1*H, Z(I) + .5*PI*H)
160 K3 = FNF(X(I) + .5%H, Y(I) + .5*K2*H, Z(I) + .5*P2*H)
170 P3 = FNG(X(I) + .5*H, Y(I) + .5*K2*H, Z(I) + .5*P2*H)
180 K4 = FNF(X(I) + H, Y(I) + K3*H, Z(I) + P3*H)

190 P4 = FNG(X(I} + H, Y(I) + K3*H, Z(I) + P3*H)

200 YE(I) = FNR(X(I))

210 X(I + 1) = X(I) +
220 Y(I + 1) Y(I) +
230 Z(1I + 1) = Z(1) +
240 NEXT 1 : PRINT
250 PRINT TAB(O) "X BALIOA"; TAB(11) "Y HURBILDUA";
260 PRINT TAB(26) "Y ZEHATZA"; TAB(41) "ERRORE ABS"

270 PRINT "---mmmmmm e e "

280 PRINT Mmoo e e e e e e "

290 FOR 1 =1TO N

300 PRINT TAB(O) USING "##.#"; X(I); :

Kl + 2*K2 + 2*K3 + K4)*H/6
Pl + 2*P2 + 2*P3 + P4)*H/6

il

~—~ e~

PRINT TAB(11) USING "##.#it####~"" Y(I); -

PRINT TAB(25) USING "#it. ###i##t~~~"; YE(I);
310 PRINT TAB(40) USING "##. ###t###°""""; ABS(YE(I) - Y(I))
320 NEXT I

330 END
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LORTUTAKO EMAITZAK

X0 BALIOA = 2; Y(XO) BALIOA = 2 ; Z(X0O) BALIOA = -2

PUNTU-KOPURUA =10 ; URRATSAREN LUZERA = .1

X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
2.0 2.000000D+00 2.000000D+00 0.000000D+00
2.1 1.815949D+00 1.815946D+00 2.771797D-06
2.2 1.658602D+00 1.658598D+00 4.323324D-06
2.3 1.521965D+00 1.521960D+00 5.174600D-06
2.4 1.401740D+00 1.401734D+00 5.554018D-06
2.5 1.294767D+00 1.294761D+00 5.880992D-06
2.6 1.198664D+00 1.198658D+00 5.892416D-06
2.7 1.111605D+00 1.111599D+00 6.103048D-06
2.8 1.032160D+00 1.032154D+00 5.965763D-06
2.9 9.591986D-01 9.591926D-01 6.008776D-06
3.0 8.918084D-01 8.918023D-01 6.127357D-06

HASTAPEN-BALIOAK :

X0 BALIOA = 2; Y(X0) BALIOA = 2 ; Z(X0) BALIOA = -2

PUNTU-KOPURUA = 20 ; URRATSAREN LUZERA = .05

X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
2.0 2.000000D+00 2.000000D+00 0.000000D+00
2.1 1.815946D+00 1.815946D+00 1.571395D-07
2.2 1.658598D+00 1.658598D+00 3.258387D-07
2.3 1.521960D+00 1.521960D+00 3.903340D-07
2.4 1.401735D+00 1.401734D+00 3.286770D-07
2.5 1.294761D+00 1.294761D+00 4.013379D-07
2.6 1.198658D+00 1.198658D+00 2.736847D-07
2.7 1.111599D+00 1.111599D+00 4.127914D-07
2.8 1.032155D+00 1.032154D+00 2.476904D-07
2.9 9.591928D-01 9.591926D-01 2.827561D-07
3.0 8.918027D-01 8.918023D-01 4.053116D-07
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HASTAPEN-BALIOAK :

X0 BALIOA = 2; Y(X0) BALIOA = 2 ; Z(X0) BALIOA = -2
PUNTU-KOPURUA = 100 ; URRATSAREN LUZERA = .0l
X BALIOA Y HURBILDUA Y ZEHATZA ERRORE ABS
2.0 2.000000D+00 2.000000D+00 0.000000D+00
2.1 1.815946D+00 1.815946D+00 1.293240D-08
2.2 1.658598D+00 1.658598D+00 5.404154D-08
2.3 1.521960D+00 1.521960D+00 6.687947D-08
2.4 1.401734D+00 1.401734D+00 2.020881D-08
2.5 1.294761D+00 1.294761D+00 3.655752D-08
2.6 1.198658D+00 1.198658D+00 9.824832D-08
2.7 1.111599D+00 1.111599D+00 3.211639D-08
2.8 1.032154D+00 1.032154D+00 1.361635D-07
2.9 9.591925D-01 9.591926D-01 1.018926D-07
3.0 8.918023D-01 8.918023D-01 2.026558D-08
74. eta 75. ariketei buruzko oharrak: Programaren 20 (h = 0.05)
eta 100 (h = 0.01) puntuetako irteeretarako, lehenengo kasuko
(h = 0.1) hamar puntu distantzikideei dagozkien balioak hartu

dira.

Kalkulu~programan prezisio bikoitzarekin eragitean (16 digitu
esangarri), urrats ezberdinetarako hurbilketen kalitatea hobetu
egin dela nabarmendu da.
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76. Bilatu berredura-serieetako soluzioak ondoko ekuazioetarako:

y'+x+1y =0, [a]
vy’ - xy + xzy = 0. bl
Puntu singularrik ez dagoenez, ekuazioek ardatz osoan

konbergenteak diren (x-a) delakoaren berreduratako serieen bidezko
soluzioak onartuko dituzte.

Aproba egiteko x-en berreduretako seriea bi aldiz deribatu eta
ekuazio diferentzialean ordezkatu behar dugu, hots,

[a] ekuazioa:

Y nn-Da x" + (x+)f ax" =¥ nn-Dax" +Yax +Tax"=0
n n n n n
0 0 0 0 [o]

x-en berredurak berdintzeko, batukarien indizeak aldatuko dira:

n-2 n=m+2 m

[o1]
_E (rn+2)(m+1)am+ X =

(m+2)(m+l)a x,
m+2

o™ 8

o 0 0
n n n
Y (n+ 2)(n + Da x +F a x +}ax =0.
0 1 0
Ekuazioa batukari bakar batetara laburtzeko, muturretako

batukarietako lehenengo gaiak batukarietatik kanpo aterako dira.
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[00]
n
2.1.a2 ta + g [(n + 2)(n + l)am2 + a . + an]x = 0.

FEdozein x-etarako, ondokoa bete behar da:

2a +a =0, (n+2)n+ 1a + a +a = 0.
2 0 n+2 n-1 n

Era horretan hurrengo errepikapen-legera hel gaitezke:

+ a
n-1 n

0o Y T R T w2 m+2)n+ 1)’

Lege honen bidez, koefizienteak kalkula daitezke, alegia,

a, +a :

n=1: a =-—35—=-—7(a -a) 2
a +a )

n=2 457723 %a4=w(ao_2a1)’ [2]
az * a3 [1] 1

n=3 & T 7 75737 ,a5=—§(4a0+a1), (3]
7% 1

n=4 a = - —¢= o %% = & (3a0 + 6a1), (4]
34 + ar (2] 1

n=5 a7 7% G % T T (-ao * lla1)’ (5]
a5 * ae [31] 1

n==6 as = — g 7 [4]/ 8 —'8—" ("27&0 - gal) [6]
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Seriean ordezkatu ondoren, soluzioa aurki daiteke:.

o0
n 2 3 4
y=)Yax =a +ax+ax +ax +ax + .. )
5 0 1 2 3 4

= a +ax——lax2——1—(a +a)x3+~l—(a—2a)x4+
y =23 1 2! %o 31 %o 1 41 *“p 1
+ L (4a + a )x5 + L (3a + 6a )x6 + — (-a_ + lla )x7 +

5! 0 1 6! ) 1 A 0 1

Serie hau bi serieen batura gisa idaz daiteke, hots,

= a l_iz_i+i+i§+3_x.6_—x7__2'7xg+ +
y =23 21 31 Py 51 6 7 g1
e (o X 2t X ex® ux' ex®
1 31 71 517 61 T TN g1

EFmaitza hau, x-en berreduretako serieen bidezko bi soluzioren konbi:
lineala da, non ao eta a1 hautazko konstanteak diren.

[bl ekuazioa. Seriea eta beraren deribatuak ordezkatuz,

oo [+ ] [2o]
y’ - Xy o+ xzy =0 — Y} n(n-la x"? - ¥ na x" + ) ax"?=0
n n n
0 0 0

Aurreko ariketan bezala, lehen eta hirugarren batukarietako
aldagaiak ordezkatu, eta gero, behe-indizeak doituko dira:

03]
Ym+2n+1la x -Ynax +Ya x =0 -
2
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[o¢]
n
2.1.a2 + 3.2.a3x -ax+ g [(n + 2)(n + l)aMz - na + an_zlx =0
— 2a +(6a -a)x=0, (n+ 2)n + 1)a - na + a = 0.
2 3 1 n+2 n n-2

Kasu honetarako errepikapen-legea hauxe da:

na -a
n n-2

2z - mI2mIn  REZ

b

a =0, a =a/6, a
3 1

Lehenengo zortzi koefizienteak ondokoak dira:

1 -1
n=2 - a4—ﬁ(2a2—a0)— 17 2
n=3 — a—L(3a—a)— 1a
- 5 5.4 3 T 40 %1
n=4 — a—L(4a—a)— ia
- 6 6.5 T 90 o’
n=5 — a=—l—(‘5a—a)=—-la
7 7.6 5 3 144 "1 °
1 1

3 5 7
va | x+ 2 X X
1 6 40 144 'V

Ohartzekoa da serie hau bi soluzio linealki independenteren arteko
konbinazio lineala dela.
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77. Biz bigarren ordenako ondoko ekuazio diferentziala:
2(x - Dx - 1/72)y’’ + 2xy’ - 2y = 0. [1]

1.- Azter bedi berredura-serieen bidezko zeintzu soluzio plantea
daitezkeen, beraien konbergentzi erradioak adieraziz.

2.- [1] ekuazioaren soluzio modura x-en berreduratako serie bat

planteatuz gero, froga bedi koefizienteak kalkulatzeko
errepikapen-legea ondoko erlazioa izango dela:

2(1 - n)a + 3na - (n + 2)a =0, n=z=0.
n n+1 n+2

Aurki bedi soluzio orokorra.

3.- Integra bedi [1] ekuazioa beste prozedura baten bidez, y = x
soluzio partikular bat dela jakinik.

4.- Froga bedi, lortutako soluzioak baliokideak direla.

5.- Lor bedi, M(0,1) puntuan OX ardatzarekiko tangente paraleloa
duen [l1]-arekiko kurba integrala. '

1.- [1] ekuazioa y’’+ P(x)y’+ Q(x)y = O erakoa da, non

X
(x - N(x - 172)°

-1
T x - Dix - 1/72)

P(x) = diren.

P eta Q funtzioak (x-a)-ren berreduretako serieez gara daitezkeen
ala ez ikustera goaz.

Kasu honetan, x = 1 eta x = 1/2 izan ezik, puntu guztiak arruntak
dira. x = 1 eta x = 1/2 puntuetan P eta Q funtzioak jarraiak dira.
Gainera, puntu hauek singular erregularrak dira. Ikus dezagun.

1-x

2
eta (x-1) Q(X) = m

x = 1 puntuan, (x-1)P(x) = X funtzioak

T x-1/2
jarraiak dira.
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)2 1-2x%

- - = X - = <2
x = 1/2 puntuan, (x-1/2)P(x) eta (x-1/2)7Q(x) 5(%-1)

x-1
funtzioak jarraiak dira.

Ondorioz, a # 1 eta a # 1/2 direnean, [l1] ekuazioak (x-a)-ren
berreduretako serieak soluziotzat onar ditzake. Puntu hauetarako
(a=1, a=1/2) serie orokortuak (gutxienez soluzio bat existituko
da) aztertu behar dira, zeintzuen konbergentzi erradioa (R = 1/2),
garapen-puntua eta puntu singular hurbilenaren arteko distantzia
den.

2.- Soluzio modura x-en berreduretako serie batekin egin behar da
aproba, hots,

o0 *4] [+4]
y=Y% anxn — y =7 nanx"_l — y’ =Y n(n—l)anxn_z,
0 0 0
2 [+¢]
(2x° — 3x + 1)y’ + 2xy’ -2y =0 — y 2n(n—1)anxn -
0
00 [o2] [+ 4] 00
- ¥ 3n(n-la x"' + ¥ n(n-la x"% + Y 2na x" - ¥ 2a x" = 0.
n n n n
0 0 0 0

Bigarren eta hirugarren batukarietan, n aldagaia (n+l) eta (n+2)
direlakoez ordezkatuko da, hurrenez hurren:

o 1 og [o 4]
n- - n = n
y 3n(n—1)anx = ¥ 3(n+1)nan+lx =Y 3(r1+1)nan+1x ,
0 -1 0
[s¢] 2 [o¢] [o¢]
n- _ n - n
E n(n-l)anx = —22: (n+2)(n+1)an+2x = % (n+2)(n+l)an+2x .

Horrela, batukari bakar bat plantea dezakegu, hau da,
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n

[[Zn(n—l) + 2n - 2Ja - 3(n+l)na + (n+2)(n+l)a ]x = 0.
n n+1 n+2

o8

Ondorioz, errepikapen-legea ondokoa da:

2(l-n)a + 3na
n n

+1

2(n-1)a - 3na  + (n+2)a =0 — a = ,n=z0.
n n+1 n+2 n+2 n+2
Serieko koefizienteak hauexek dira:
a =a , a =a , n=0 — a =2a/2=a ,
) 0 1 1 2 0
n=1! — a =3a/3=a , n=2 — a =(-2a +6a)/4 =a
3 2 2 0
n=3 — a =(4a +9)/5=a — a = a
5 4 0 n 0
Orduan, soluzioa ondokoa izango da:
[v9]
n 2 3 4 5 n
y=Fax =ax+all+x’ +x +x +X + ... +X +.. )=
0 n
2 n
={a -a)x+a(l+x+x +%X +x +X + ..... +x + ) >
y=(a -a)x+ ——a (2]
0 1 -x 0o’
non, a, koefizientearen faktorea den x  arrazoiko serie
geometrikoaren batura, [S = 1/(1-x)] den.
3.- y, = X delakoa [1] ekuazioaren soluzio bat bada, y = yz

ordezkapenaz beste soluzio linealki independente bat lor daiteke.
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2

y

y = yJ expl-JP(x)dx] dx
2 1
1

= a =2 ! ) L x-1/2
S G DD - x1 - xiz 0 JPdx = Lo ———

(x-1)%

P(x)

expl-fP(x)dx] = Z‘L/Z_Z Sy = X[ _x-172 - iJ ik SRS S P

(x-1) x%(x-1)% 2 xZ (x—l)2

N Xt 1y -l
Yo T 2lx T x4 T Z0-x)

Era honetan, [l1]-aren soluzio orokorra ondokoa da:

B
y=AX 4. (3]

4.- [2] eta [3] baliokideak dira: (a1 - ao) = A eta a = B.
5.- Problemaren baldintza geometrikoak aplikatuko ditugu.
Kurba integrala M(0,1)-tik pasatzen da: y(0) =1 — 1 = B.
M(0,1)-en (OX)-ekiko tangente paraleloa: y’(0) = 0 —

) B 1
y’ = A+ —-0=A+B—>A=-1 3 y=-x+ (4]
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78.- Integratu ondoko ekuazioa x-en berreduretako serieen bidez,

2x - xz)y” + 2(x - 1)y’ - 2y = 0. (1]

Aurki bedi soluzio partikularra, y(1) = y’(1) = 1 denerako.

Kasu honetan x = O eta x = 2 puntuak singular erregularrak dira.

_2(x-1) _ -2 oy - _ _
P(X)—m,Q(X)fm—‘)X(ZX)—O—)X—O,X—Z
_ _ 2(x-1) 2 _ -2x . _
x = 0 — xP(x) = — X Qx) = 5% funtzioak x = O puntuan
jarraiak dira.
X = 2 — (x-2)P(x) = Z(I;X) , (x—Z)ZQ(x) = —2(—3:—2—) funtzioak x = 2

puntuan jarraiak dira.
Beraz, puntu hauetan [1] ekuazioak R = 2 konbergentzi erradioko x
eta x-2 gaien berreduretako serie orokortuen bidezko soluzioak

onartuko ditu.

Aproba egiteko x-en berreduretako serie orokortua:

[eo]
y =X Zaxnz Zaxn+r, [2]
o}

n+r-2

[eo] o]
y’ =Z(n+r')axn+r_1 .y =Z(n+r‘)(n+r‘—l)anx
0 0

[1] ekuazioan ordezkatuz, hurrengoa ondoriozta dezakegu:

0

(2x - x*)y" + 2x -1y -2y =0 — ) 2(n+r‘)(n+r~—1)<’:1nX"”"1 -
0
© © o ©
Lntr)(n+r-1)a x"7+ ¥ 2(n+r)a x™7- 7 2(n+r)a x™7- ¥ 22 3™ = 0,
n n n N
Y 0 0 0
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Lehen eta laugarren batukarietan n aldagaia (n+l)-ez aldatu eta
azpiindizeak doitu behar dira, hots,

n+r-1 n

03]
= T 2(n+r+D(nirla | x T = 2r(1~—1)aoxr"1 +

-1

2(n+r)(r1+r—1)anx

oM 8

n+r

+ ¥ 2(n+r+l)(n+r)a x ,
n+1

oM™ 8

00 «Q
n+r-1 n+r r-1
2(n+r)a x = ¥ 2(n+r+l)a X o= 2ra X + )
n n+
0

-1

o8

Ekuazioko gaiak bilduz, hurrengoa dugu:

r-1

o]
2r(r-Da x = - Zraoxr_1 + Y {{2(n+r+1)(n+r) - 2(n+r+)la -
n+
0

r

- [(n+r)(n+r-1) - 2(n+r) + 2]a ]x“* = 0.
n
Demagun a, # 0 dela. Edozein x-etarako hurrengoa bete behar da:

21"(1“—2):—.10)(“1 =0 — 2r(r2) =0 — r=0, r=2

[2(n+r+1) (n+r) ~ 2(n+r+1)laml— [(n+r)(n+r-1) - 2(n+r) + Z]an= 0.
r = 0 errorako, hurrengo errepikapen-legea dugu:

_ n(n-1)-2n+2  _ (n—2)(n-1)a N n-2
ne1 2(n+1)n-2(n+1) “n = 2(n+1)(n-1) “n n+s1  2(n+l) “n’

a
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Hemendik koefizienteak ondorioztatuko dira:

, n=1 — a =-a/4 =a/4,
2 1 0

0
y=x Yax =Y anxn = ao(l - x + x/4) = Alx - 2)°. (4]
0

r = 2 errorako errepikapen-legea hurrengoa dugu:

_ (n+2)(n-1)+2 0 = n(n+1) a - a =_10 a .[5]
n+1  2{n+3)(n+1) n _ 2(n+3)(n+1) “n nt1 2(n+3) “n’
a, izan ezik, koefiziente guztiak anulatuko dira:
a 2=a , n=0 — a =0 s a_ =a_=a = =a = = 0,
0 0 1 2 3 4 n
s 2 o 2 2
r n n —
y =X %:anx = x %anx =ax = Bx". [6]

Azkenik, [1] ekuazioaren soluzio orokorra hauxe izango da:

y = A(x-2)% + Bx® = (A+B)x® + 4A(1-x) — y = cx® + D(1-x). (7]

Soluzio partikularra:

y) =1 - 1 =C, yy) =1 —- 1=2C-D — D=1 =

y=x"-x+1 8]
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79. Integratu ondoko ekuazioa x-en berredura-serieen bidez:

2x2y” -xy' + 0+ x)y =0. [1]
x = 0 delakoa puntu singular erregularra da, xP(x) = -1/2 eta
x"Q(x) = (1+x)/2 funtzioak x = O puntuan jarraiak direlako. Beraz,

serie orokortuen erako soluzioekin egin daiteke aproba.

o] v o] [s ]
y=Ya xr , ¥y =Y (n+r)a xmr—l , ¥ =Y (n+r)(n+r-lla xmr_z.
o " ) " 0 n
Ekuazioan ordezkatuz, ondokoa lortuko da:
[04] o]
2x%y” - xy’ + (4x)y = 0 — ¥ 2(n+r)(n+r-Da x™7 - ¥ (n+r)a x"7
0 n 0 n
[oe] 0 1
n+ n+r+
+ Y ax o+ ) : =0
0 0

Berredura guztiak xMT gaien berdinak egiteko, azkeneko batukarian
n indizea (n-1) balicaz ordezkatuko da, era horretan beraren
azpiindizea O-tik 1l-era pasatuko da. Hiru batukarietan lehenengo
gaia bananduz gero, ondoko ekuaziora irits gaitezke:

[o0]
[2r(r-1)-r+l] a X" z [[2 n+r)(n+r-1)- (n+r)+1]a + a -1] L
1

Demagun a, # 0O dela. x aldagaiaren edozein baliotarako ondokoa

beteko da:

2r(r -1) -r+1=0 —- r=12,r =1,

[2(n+r)(n+r-1) - (n+r) + llan ta = 0.
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Hortik, hurrengo errepikapen-legera irits daiteke:

a1
r=1/2, r=1, a =- 2“‘ , n=l
2{n+r) - 3(n+r) + 1

v

Ekuazioaren soluzioak:

Ekuazio indizialaren erro bakoitzerako kasuak aztertuko dira:

a1 a1
r=12 — a =-— 2“‘ =_n(2;'_1),nzl,
" 2(n+1/2)°- 3(n+1/2) + 1
n=1 — a = -a n=2 — a = 1 a
h t o B 2 2.3 %"
n=3 — a = -1 a n=4 — a = 1 a
- 3 3.5.2.3 7o’ 4 4.7.3.5.2.3 o’
a = (_1)n a
n n(2n-1)(n-1)(n-3)...... 3.5.2.3.1.1 7o °

Dagokion soluzioa ondokoa da:

(-1)" n
yl(x) =X a, + Z n(2n-0(n-0)(n-3)...3.5.2.3.1.1 %0 *
1

a
n-1 n-1

2 S T hnCn+ 1)’ n =l
2(n+1)"- 3(n+1) + 1
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n gaiari balioak emanez, errepikapen-legea ondoriozta daiteke:

n=1 a = —l— n—2—)a———1—a
=L T AT T13 % = 2~ 2513 %"

-1 1
3 372513% "7 4 039372513 %"

(-n"

& T nZn+D(n-0)(2n-1)...3.7.2.5.1.3 %0 °

Beraz, lortuko den soluzioa ondokoa da:

y (x) = x{a_ + (-1 ax"
2 0 n(2n+1)(n-1)(2n-1)...3.7.2.5.1.3 “0o" |’
1

v, eta v, soluzio linealki independenteak direnez, (hurrenez

hurren, berretzaile arrazional eta osoetako x-en berretzaileak),
[1] ekuazioaren soluzio orokorra ondoko konbinazio lineala da:

[o0]
_ _ 1/2 (-1)" n
y = Ay, + By, = Ax [1 * Z n(Zn-1)(n-1)(n-3)...3.5.2.3.1.1 X
1

«©

(-n)" n
+ BX[]. + Z n(2n+1)(n—l)(2n‘1)...3.7.2.5.1.3 X )
1
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80. Gara bedi Fourier-en serieen bidez, -p < t < p periodoan
deskribatutako ondoko funtzio periodikoa:

o, -t <t<O,
f(t) =
sint, 0<t<m

Lor bitez, t = 0 eta t = n/2 parametroetarako zenbakizko serieen
balio partikularrak.

Funtzioaren adierazpen grafikoa:

f(tin

-3 -21 - 0 T 2n 3T t

e—— 2p=21

2n  periododun funtzio periodikoen Fourier-en serieen bidezko
garapena, ondoko hau da:

[oe]
f(t) = a /2 + )} a coskt + b sinkt, (1]
0 [k k
LT LT L "
a=— J f(t)dt , a=— J f(t)cosktdt , b = = | f(t)sinktdt.
o m) O ko)
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Koefizienteen kalkulua:

U T
a =1 J f(t)dt = L I sintdt = 2 |, 2]
0 n T T
in 0
1" 1 1"
a= = J f(t)cosktdt = = j sintcosktdt = — j [sin(1+k)t+sin(i-k)t]dt
k T 21 21
1 0 0
_ -ljcos(1+k)t  cos(1-k)t T - Z1| cos(l+k)m cos(l-K)m 2
T 2m 1+k 1-k T2 1+k 1-k 2
0 1-k
p
1| coskn coskm 2 1 + cosknm
= — + 5 a= — 00k o# (3]
21tk 1+k 1-k l—kz k a1 - kz)
a koefizientea kalkulatzeko, integrala ebatziko dugu:
T L 2T
a = 1 j sintcostdt =|=iD2 L 0. [4]
1 T 2n
) 0
" " L
b== '[ f(t)sinktdt = ~ J sintsinktdt = — I [cos(1-k)t-cos(1+k)t]dt
kK T 14 2n
"N 0 0
_ _1lsin(1-k)t _ sin(l+k)t H_ 1 sin(1-k)n  sin(1+k)m | _ 0.
T 2n I-k 1+k T 2n I-k 1+k T
Aurreko kasuan bezala, b1 koefizientearen kalkulua hauxe da:
(4 . T
1 o 1)t sin2t|" _ 1
b1 == ‘[osmtsmtdt = E,f - =z =5 [5]
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[1] ekuazioan ordezkatuz lortuko dugun emaitza hurrengoa da:

00

sint 1 ; 1 + coskn
+ = — "~ coskt.
2 14 1 - kz

f(t) =

Fll'—‘

1

Seriea beste era batetan idatz daiteke:

k

i
o)
)
)]
I
o

BAKOITIA : k = 2n -1 — (1 + coskm)

k

BIKOITIA : k

1]
AN
4
[}

1]

2n — (1 + coskn)

[6] adierazpenean k delakoa 2n gaiaz ordezkatutako da:

(2]
Z cos2nt.
1

Lehenengo gaiak garatuz, hurrengoa lor dezakegu:

f(t) = smt

=H'—‘
211(\1

ft) = 2 3 Y715 *~35 * T3

=1|’—‘

_s_igt _2 [ cos2t cos4t cos6t cosS8t
T

Emaitza partikularrak:

(6]

(7]

f(t) funtzioa jarraia denez, serieak t ardatz osoan funtziora

konbergituko du. t = 0 eta t = n/2 balioetarako, ondokoa dugu:

©
~1_2
T 4

[9]
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81. Egin bedi, y = e* funtziorako Fourier-en seriezko garapena,
-t < X < 1 tartean.

a) X = 0 eta x = m balioetarako, zenbat balio du serieak?

b) Ondoriozta bitez y = Shx eta y = Chx funtzioetarako Fourier-en
seriezko garapenak, emandako tartean.

Funtzio periodiko laguntzailearen adierazpen grafikoa:

Ya

—_———

Koefizienteen kalkulua:

[+ ]
f(x) = a0/2 + Y akcoskx + bksinkx, [1]
1
n T
a = 1 J f(x)dx = 1 J. e*dx = l(en -e™ = 2Shn . [2]
0o m T T T
- -
a eta bk koefizienteak kalkulatzeko integralak, zatikako

integrazioz kalkulatu behar dira:
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1" 1" 1] & n
a = EJ‘ f(x)coskxdx = i[ e*coskxdx = e (ksinkx + coskx)| =
n T k™ + 1 -
(€™ - e Mcoskr  (-D¥(E™ - ™) 2(-1)*Shn
= 5 = 5 - a=——, [3]
(k™ + 1) (k™ + 1) (k™ + 1)
L (T LT ] o* T
b = —J f(t)sinktdt = —J- e”sinkxdx = = (sinkx - kcoskx)
kK I T n
- - kW +1 -
(e" - e ")kcoskn k(-1)%(e™ - &™) 2k(-1)*Shn
= 2 = 2 _ébkz——_z_'[‘l]
(k™ + 1) (k™ + 1) (k™ + 1)

[2], [3] eta [4] balioak [1] adierazpenean ordezkatuko dira:

s}

e’ = S T, 2Shrm Z (coskx — ksinkx). [5]
T
k*

1
Serieak y = e* funtziora konbergitzen du -m < X < m tartean. -m
eta m mutur-puntuetan, non funtzioa ez- Jar‘ra%[a den semeak duen
limitea albo-limiteen baturaerdia delarik, (e  + M2 = Chr

alegia.

a) Garapenaren balio partikularrak:

= 0 denean: y(0) =1 = S(0) —

oY) o K
| = Shm ZSTX - Z (;1) =n£s§2n‘ (6]
- K k™ +1

X = T etengunerako : S(n/2) = Chn —
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[s0] 0
k
Chi = Sin N zszu Z ;-1) cosk = szn N 2821{ Z . 1 -
k™ + 1 k™ + 1
1 1
0]
Z 1 _ nChm - Shm _ nCthm - 1 (7]
kz .1 2Shn 2
1
b) Funtzio hiperbolikoen definizioen arabera, hots,
eX _ e—x eX + e—x
Shx = —s 81, Chx = — (9]
nahikoa izango da y = e ™ funtzioaren garapena lortzea.
Horretarako, [5]-ean x aldagaia -x delakoaz ordezkatuko da:
o0
x _Shm 2Shm (-1)¥
e X =220y 2 [cos(-kx) — ksin(-kx)] —
e e 2
k™ + 1
2 k
e * = Shm | 2Shm Z (-1 (coskx + ksinkx). [10]
s e 2
— k™ +1

[5] eta [10] adierazpenak [8] eta [9] ekuazioetan ordezkatuz,
hurrengo emaitzak lortuko dira:

(o0
bd -X k+1
Shx = & - © _ 2Shm Z (-1 ysinkx, (11]
2 T 2
k™ +1
k=1
it k
X -X
Chx = & r e = Shm + 2Shn (-1) coskx. [12]
2 b kL8 kz + 1
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82. Adieraz bedi irudiko funtzioa Fourier-en seriezko garapenaren
bidez.

£(t) 1
_____________________ 2 - e
(
| {
i [
I i
1 [
. 1 i
-8 -6 -4 -2 0 2 4
.' :
] 1
1 [}
< 2p=12
[04]
Ondoriozta bedi Z —~1—- i n® —123 cos kg seriearen balioa.
- K?
2p = 12 periododun funtzio periodiko bakoitiaren kasuan gaude.

Beraren Fourier-en garapenak soilik sinu harmonikoak ditu.

Beraren adierazpen analitikoa O < t < 6 periodoerdian, ondokoa da:

t, 0<t<2,
f(t) = 2, 2 <t <4,
6-t, 4 <t <6.

Garapenaren formulazioa:

o]
=) b smk% , If(t inl—m— dt,
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2 4
kmt 1 kmt 2 kmnt
bk Jf(t sm—~— dt = 3 J})t sm—é— dt + 3 Jsm~6—— dt +
1 ® kit 1
+ § J (6 - t) Sln—6— dt = § (Il + 212 + 13)

4

I zatikako integrazioz ebatziko da:

t=u — dt = duy, mnlﬂt—tcl’t—dv——)v—:écoslm—t

6 kn 6
2 ' 2
I——6—tcsm— :écosmdt——é—t—cosm+ 36 silm—t
1T Tk 9%7% okn 6 Tl km 6 1 22 n60

12 km 36 . km
cos— + i .

km 3 k2n2

* 6 2km 6 km
COS "'—*COS—:—3 .

-6 kmt _ -6
T kn 3 kn

kn 576

6

6
J(6 - 1) smﬁt—t dt = 6‘[ smm dt - It sinl—(%1i dt =
4 4

6(t - 6) kmt 36 . knut
c s

! kn 6 kznz 6

. 2kn 36 . 2km
sinkm + — cos—— + —— sin—— .
kn 3 kznz 3

2 2
k'rn
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1 12 kn 36 km 12 2kmn
b —I+ZI+I = - |- — c05—~ + —— sin— — — CoS—— +
k 3 ( 3) 3 kn 3 2.2 3 km 3
k™n
12 km -36 . 12 2km 36 . 2km
+ — COS—— + sinkw + — cos—— + ——— sin——
kn 3 2 kn 3 2 2 3
k'n k™n
i2 kn 2km _ 24 . km km
b = —— sin— + sin—— = ——— sin— CcoS— .
k 2 2 3 3 2 2 2 6
k'n k'n

Adierazpen honetatik koefizienteen anulazioak ondoriozta daitezke:

sinl—(-g-——O——) k=2=2,4,¢6,8, ..., 2k, ... —
2 4 6 8 10 2k
km km _m 3m 5m - _
Ccos —6‘ =0 — '—6 = 2, —2', ——z, — k = 3, 9, 15, N 6k-3 —
b =b =D =Db =b = = = =0
3 9 15 21 27 6k-3
Beraz, lortuko den Fourier-en seriea ondokoa izango da:
o0
- nt 24 km ) . kmt
f(t)=Zbk ——~=——2—Z[————sm cos—6]sm——é—.
1 n -

Garapenaren lehenengo gaietarako, honako adierazpena ondoriozta
daiteke:
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f(t) =

- — Sin + —— SIn
6 2 6

11° 13

1 . llmt 1 . 13wt ]
+ ...

Eskatutako seriea, t = 3 baliorako lortuko da.

f(3) =2 =S(3) —

[o0]

[e¢]
24 1 . 2 km kn 1 . 2 km km
2 = — sin — Ccos— — —— sin  —= COS— =
2 6 k2 2 6 1

[aN

i 1

AN}
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83. Lortu ondoko funtzioaren Fourier-en serieen bidezko garapena
0 <t < 4 tartean:

0, 0<t<,
1, 1 <t<2,
e(t) = < 2, 2 <t<3,
1, 3<t<4,
0, 4 < t.

Zehaztu garape aren balioak, e(t) funtzioaren etenguneetan.

Luzapen bakoiti baten bidez (jatorriarekiko simetriaz), f(t)
funtzio periodiko laguntzaile bat definitu behar da. Honen
adierazpen grafikoa, -4 < t < 4 tartean, ondokoa da:

f(t)1
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Aurreko ariketan bezala, garapenaren formulak hauexek dira:

© p
=Yb sinlfn—t , b = 2 -[ f(t) smHrl dt,
S kD kP, P

2 4

_ 1 . kmt 1 kmt 1 . kmt _
b == J SmT dt + > j 251n—~ dt + 5 JasmT dt =

2 3 4

1 4 kmt

Ly 4 K 1 8 kmt
2| km 4

z. kn 7 | T2k 7

1i 4 kit

= cos—l‘z—TE - cosl(E + Zcosﬁg - Zcosﬁ— + km - ¢ sg(E
2 ] g z T cos 577

_ kn kn 3km
b = — [cos—4 + cos—2 cos—4— coskn].

Edo, formula trigonometrikoak aplikatuz, hurrengoa lor daiteke:

cosa ~ cosb = ZSinﬁ sinE);E ; sina + sinb = 251n5a+—b cosi_—E
= 2 7 ¢+ Sipa T smb = 2 2
cosk—n — c:osgk—TE = 2sin k_n smkTI ; OSEE - coskm = ZsinglfE sinEE
g 7 = 2 g COsTp T rcoskm = 3 g
b = 4 si kn Sm_l(_1_r N 3km} _ 8 inkn SmSkn oskn
k  kn "3 A il g %53

Hemendik, koefizienteak nuluak noiz diren ondorioztatuko da:
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kn

sin i 0 —- k=4=4,8,12, 16, ..., 4k, ...
sin STkn =0, cos k—g = 0 — aurrekoen barnean daude.

Garapenaren formulan ordezkatuz, ondokoa lortuko da:

=100

: o]
[e9]
_ .okmt 1 8 . km . Skm kn . kmt
f(t) = %: bk sSin T = Z [ E H Sln—4 Sln—g—' COS—8 ] Sin T .
1

Dirichlet-en teoremaren arabera, serieak f(t) funtzioaren albo-
limiteen baturaerdira joko du etenguneetan.

S(1) = S(4) = (0+1)/2 = 1/72; S(2) = S(3) = (1+2)/2 = 3/2.
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84. Aurkitu 0 < t < 3 tartean irudiko e(t) funtziora konbergituko
duen kosinuen bidezko garapen bat.

e(t)/]

t
Orain, 2p = 6 periododun funtzio periodiko bat osotu behar da.
Horretarako, e(t) funtzioa -3 < t < 0O tartera luzatuko dugu,
ondoko irudian ikus daitekeenez:
fit)
2
1\_\
-3 -2 -1 o 1 2 3 t
2p=6 i

Kosinuen bidezko seriearen garapenerako formulak:

o kmt
f(t)za/2+Zacos—l,
0 ok p

p
J f(t) cosk—gt dt.

0

p
a =%Jf(t)dt, a = Z
0 p o k p
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Koefizienteen kalkulua:

5 1 2 3
a0=§[J(2—t)dt+J‘dt+‘[(3—t)dt] = 2,
0 1 2
1 2 3
_ 2 knt kmt B kmt
a = 5( JO(Z t)cos—3— dt + JcosT dt + '(2(3 t)cos—3— dt ]

Zatikako integrazioz, integralen baturarako ondorioa hauxe da:

I +1_+1-= 3(e-t) sir‘k"t 2 cosEE 1 3 sinEH—t +
1 2 3 k k) 2 2 3 kn 3
k'n
13(3-0 knt 9 kmt P03 kmo 9 ) km)
km 3 2.2 3 km ! 3 2 03 3
! k'n k
. 3 .2 . km . 9 Sglg K 3 . 2km
H Sln-—:}— _ ln—3 ‘ 2n2 CO 3 — COSKT — H SlnT
a=%(I+I+I)=~L2—1—cosk~n+cos§<£—coskn.
k 3 1 2 2.2 3 3
k'n
Era baliokidean,
a = e 1 - coskm - 25in£<—n sink—TE
k kznz 2 6

izanik. Beraz, ondoko serieak,

bikoitiak nuluak
funtziora konbergituko

da, koefiziente
tarte osoan e(t)

etengunerik ez dagoenez,
du:

12 ! 1 - coskm - ZSinl—<£ sinl—(E cosk—TE
2 6 3
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85. Lor bitez y = x° + 1 funtziorako Fourier-en garapenak 0 < x < 2
tartean,

a) kosinuetako serieak erabiliz, b) sinuetako serieen bidez.
Adieraz bedi x = -2 , x =0, x =1, x =2, x =3 puntuetan
garapenek norantz joko duten, eta konpara bitez balio horiek

funtzioak hartzen dituenekin.

Kalkula bitez lortutako serieen balioak x = 0 eta x = 1 puntuetan.

a) Definizioa aplikatuz, ondoko luzapen bikoitia egingo da:
3
-X + 1, -2 < x <0,

' X3+I, 0 < x < 2.

Horrela alboko irudian adierazitako funtzio periodiko laguntzailea
ondorioztatuko da:

4

Luzapena y = x + 1

Funtzio
<«— periodiko

laguntzailea

xd

2p=4
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Funtzio bikoitietarako Fourier-en formulak aplikatuz, hauxe dugu:

2 z z 3
= = .( f(x)dx = '[ (x” + 1)dx = 6, [1] bk = 0, . [2]
P J,
2 z knx kmx

a =—jf(x) cos——— dx—j(x + 1) cos—— dx.

Kk PJ, 2
Zatikako integrazioz, hurrengoa lor daiteke:

2 3 kmx 12 2 kmnx 48 . kmx
a = | — (x7 + 1) sin—==dx + X~ cos—— — —— X sin—— —
k kmn 2 2.2 2 3 3 2
k'nm k™n
(
9% knx |? 48 9% %
T T4 5 - 22—44COSkK+4
k'« 0 kK'm k'm k
282 , k = BIK.
% k™n
a = —— (1 - coskm) + > coskm =
k'm k' igz{é——l],kEBAK.
k k'n

Koefizienteak Fourier-en garapenean ordezkatuz,

2 kmx
fx)=a/2+7% a cos—— 2
1 0 . K p

ondoriozta daiteke.

0 < x < 2 tartean y-ra konbergituko duen Sl(x) seriea:
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4 4 2

[ 6 (1 - coskm) + 48 coskn ]coskn—X .
2 2
kn k™nm

n
x
I
x
+
—
I
w
+
N g

fl(x) funtzio periodiko laguntzaileak etengunerik ez duenez,

serieak ardatz osoan funtzio honetara konbergituko du. Baina, ¥y
funtzio aperiodikora soilik, 0 = x = 2 tartean joko du. Bestalde,
enuntziatuan emandako balioetarako, ondokoa dugu:

Sl(-2) =9 # y(-2) = -7, Sl(O) =1=y0), s{)=2=y?2),

81(2) =9 =y(), 81(3) =2 # y(3) = 28.

x = 0 bada, hurrengo zenbakizko seriea lortuko da:

S(O')=1=3+4—§ [—%(1—coskn]+—icoskn] —_

k' K

P~
N g

[00]
2
2 (1 - coskm) + A coskm | = - L
4 2 2 24
N kn k

b) Kasu honetan, ondoko luzapen bakoitia egin behar da:

x -1, -2 < X <0,
fz(x) = 5
X+ 1, 0 < x < 2
Ondorioz, irudian adierazitako funtzio periodiko laguntzailea

dugu:
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Funtzio
<i—— periodiko
laguntzailea

v

Luzapena

2p=4

Orain, funtzio bakoitietarako Fourier-en formulak aplikatuko dira:

Zatikako integrazioa aplikatuz, ondokoa lortuko da:

-2 3 kmx 12 2, kmx 48 knx

b = | = (x~ +1) cos—== dx + —— X sin—— + os
2 2 2 2 3 3 2
k'n k'n

96 ; knx

z 96 18 2
= s coskm + — .
k™n km kw

0
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Funtzio bikoitietarako garapenaren formulan ordezkatzean, Sz(x)

seriea lortuko da, eta honek O < x < 2 tartean y funtziora joko
du:

Aurreko kasuan ez Dbezala, fz(x) funtzio periodikoak zenbaki

bikoiti osoetan etengune finituak ditu. Dirichlet-en teoremaren
arabera, puntu hauetan serieak albo-limiteen baturaerdira joko du,
hau da:

1-1

9-9
S(—2)=T=O¢y(-2)=-7,SZ(O)=7=O¢y(O)=1,

9-9
2 2 2

7
-
i
\]
[
=
-
7
N
I

=0%y(2) =9, S (3 =2 # y@3) = 28.

Azkenik, x = 1 balio partikularrerako, ondoko emaitza lortuko da:

[s6]
S)=2=6 e 3 coskn+——1—— sin— .
2 3 3 3km 2
N k'n km
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1.~ Aurkitu ekuazio diferentzial hauei dagozkien jatorrizkoak:

a) y = Asin®x : b) y = Ae¥(x% + yz)l/2 ;
¢) y = Ax + BxLnx + CxLn’x ; d) y = Ae ™ + Be® + sinx.
, 2 3 2
E: a) y = 2cotgx +y; b) Xy +y - xyldx + x'dy =0 ;

I ER] LR

c) X3Y + Xy  -y=0; d ¥y’ +y -2y = cosx - 3sinx.

2.~ Azter bedi, ea hurrengo funtzioak alboan jarritako ekuazioaren
soluzioak diren, eta baiezkoan, sailkatu:

a) (y—C)2= 2Cx , (y+1)2+ 2x =0, 2y + x = 0 y = 2x(y’+ y’z).
2 2 ) 2
b) y=Ax-A"/2,y=%Xx/2; 2y - 2xy’ +y7 = 0.
E: a) Soluzio orokorra, partikularra (C = -1) eta singularra

dira, hurrenez hurren.
b) Soluzio orokorra eta singularra dira.

3.- Integratu ondoko ekuazio diferentzialak:
, 2.1/2
3 1

a) (1+xyy’—x2=0, b) xy =01 -y7)

existentziaren eta bakartasunaren teorema betetzen duten planoko

eremuak adieraziz.

E: a) 3y°-2Ln|l+x| =C ; 1+x #0, y=#0.

b) y=sinlnx +C), y=2%1; x#0, |y|] <L

4.- Substantzia erradioaktibo baten desintegrazio-abiadura
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substantzia horren aldiuneko kantitatearekiko proportzionala da.
Hasierako 100 g-tako masa bat, 10 urte pasa ondoren 90 g-tara
laburtu dela frogatu da. Aurkitu masaren adierazpena eta
substantziaren batezbesteko bizitza.

E: x(t) = 100 exp [_ Ln(10/9) t] v 10Ln2

10 T Ln(10/9) °

5.- Bi ordenako erreakzio baten abiadura x’(t) = alp - x)q - x)
(@ > 0) ekuazicaz adierazi da, non p eta q substantzia
erreakzionatzaileen hasierako kontzentrazioak diren. x(0) = 0 dela

jakinik, aurki bedi eratutako substantziaren x(t) kontzentrazioa,
hurrengo kasuetan: a) p # q; b) p = q.

explalg-p)l - 1 | b)
gexpla(q-p)] - p’

E: a) x(t) = pq

6.- Determina bitez P(x,y) puntu bakoitzean hurrengo propietatea

- betetzen duten kurbak:

a) Azpitangentearen luzera abzisaren bikoiltza da.
b) Azpinormalaren luzera konstantea da.

E: a) y=2xy’—ey2=2Cx; b) yy=K — y2=2kx+C.

7.- Ebatzi ondoko ekuazio diferentzialak:
a) (2x -y -2xy + Ddx + (x - 2y + xy - 2)dy = O ;

b) y’'+ sin(x+y) - sin(x-y) = 0 ; ¢) y'=¢e " +e ~ , y(0) = 0.

E: a) 2x -y + Ln|(x—2)5/(y—1)2| =C;
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b) 2sinx + Ln|tg(x/2)| =C; ¢) y= Ln]tg(ex + /4 - 1)},

8.- Integratu hurrengo ekuazio diferentzialak:

a) (x + ylddx + (x + 2y)dy = O, y(2) = 3
b) (x +y)dx + B3x +3y -4)ddy =0; c¢) y-xy =(y2—x2)1/2;
| 2 — . ,_’2X“Y+5 _
d)y—y(x+y)/x,y(l)—l,e)y——————x_y+3,y(0)—0.
E: a) X2+2xy+2y2=34; b)x+3y+2Ln|2—x-y=A;
) y+ G -x"=A; A y=x0-Lx ;
e) (y—x—3)2+(x+2)2~l3=0.

9.- Aldez aurretik emaniko ekuazioak "zehatzak" direla frogatu
ondoren, aurkitu beraien soluzio orokorrak.

a) y'= — mx ¥ ny ; b) (ycosx + 2xe”’)dx + (sinx + x%e¥+ 2)dy = 0;
nx + my
oy = 1 - {ysinx + cosx)exp(xy) L y0) = 1;

xsinx exp(xy) + 2y

d) (€7 - cosx)dx + (*77 - siny)dy = 0;

[
o
=
-
I
o

e) [2x+y—§-—i—§]dx+[x—xiy]dy

E: a) m(x® + yz) +2nxy = C; b) ysinx + x%e
c) siny exp(xy) - x + y2 -1=0;

d) &V - sinx + cosy = A; e) x(x +y) - Ln|x + y| -1 = 0.
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10.- Ebatzi hurrengo ekuazioak, aldagai bakar baten menpeko
integrazio-faktoreen bidez:

a) (3sin2x - yzcosax)dx + ysin2xcosx dy = O.

b) 2(xy + cosyldx + x*(1 + ytgy)ddy = 0 , y(1) = m.

c) 2xydx - (x> + 3y4 + 1}dy = 0. d) y = (a? - xys)/xzyz.
E: a) z(x) = sin 2x — 3tgx + y>/sinx = C.

b) z(y) = l/cosy — X + Xzy/Zcosy = (2 - m)/2.

c} zly) = 1/y2 5 xC 1+ y(C - y3) = 0.

d) z(x) = x — 2x3y3 - 3a%% = C.

11.- Ebatzi - hurrengo ekuazio diferentzial hauek, emandako erako
integrazio-faktoreak erabiliz:

a) y(xzy2 - IMdx + x(1 + xzyz)dy =0; y(1) =1, zx,y) = flxy).

b) y(x2 + y2 - xX)dx + dey =0; zxy) = x_sf(y/x).

2

c) (2x - y)dx + (2y + x)dy = 0 ; z(x,y) = f(x% + yo).

E: a) z(xy) =l/xy — 2Ln|y/x| + x%y% = 1.

b) z(x,y) = Lyx® +y9) — yet + AX” + vO)Y% = o.

c) z(x,y) = 1/2(x° + yz) — La(x* + yz) - arctg(x/y) = C.

12.- Integratu ekuazio hau, x(x + y)dx - yzdy = 0,

a) homogeno gisa, b) integrazio-faktore bat erabiliz.

E: z(x,y) = l/xzy — y = Aexp(-y/Xx).
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13.- Biz ondoko ekuazio diferentziala,

, _ lalx) + xF(x)]y2 + (3 - 4x)y
- yg(x) + f(x) ’

non f(x)} eta g(x) funtzio deribagarriak diren.

a) Ezarri f(x) eta g(x) funtzioetarako baldintzak, ekuazio
diferentziala zehatza izan dadin.

b) Finkatu f(x) eta g(x) funtzioak, g(x) delakoa hirugarren
mailako polinomioa eta f(0) = -2 badira.

c) Aurkitu soluzio orokorra.

E: a) f'(x) = 3 - 4x, g'(x) - 2g(x) = 2xf(x).
b) f(x) = -2x° + 3x + 2 , glx) = 2x° + 2x + L.

c) (2x° + 2x + 1)y® - 2(4x° - 3x + 2)y = C.

14.- Ebatzi hurrengo ekuazio linealak:

a) xzy’ +2xy - sinx =0, y(2) =1; b) y'cosx +y =1 - sinx ;
c) xLnx dy + (y - Lnx)dx = 0 ; d) yzdx + (3xy - 4y3)dy =0 ;
e) (x+Lny)yy —-y=0; f) tx’+(1—t)x=tet;x(1)=0;

g) (x - tgt)dt + cos’tdx = 0 , x(0) = 0.

E: a) x2y=4+c052—cosx;b) ___(){_+M.
1 + sinx

c) 2ylnx = Ln’x + A; d) y3(5x - 4y2) =A; el x=Ay -1 - Lny ;

t

f) x = e'(t® - 1)72t; g) x =tgt -1+ e .
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15.- Integratu ondoko ekuazio linealgarriak:

a) Xy’ +y - yZLnx =0 ; b) x’ + X = (cost - sint)xz;

X

c) 2xyy’ + (1 + x)y2 =e ; d) (x> + Ny’ - xy + 3xy2 =0 ;
e) (szny - xX)y'=y; f) tX’ + X + tx° =0 ;

g) (x3 + Dy - yzsinx) + 3x2y =0, y(0)=1

E: a) (Cx+Lnx+1ly=1;0Db) (Ae' - sint)x = 1 ;

2)1/2]y — (1+X2)1/2 ;

¢) yP=z — xy’= Ce M+ /2 ; d) [C + 3(+x
e) x(Lny +1-Cy) =1; £) %Lt + C) = 1 ;

gl y = secx/(x3 + 1).

16.- Soluzio bat ezagutuz, ebatzi Ricatti-ren hurrengo ekuazioak:

a) (1—X3)y’+2x+xzy—y2=0, y = -x.

b) xzy’+x3y2-x+1=0, y = 1/x.

)

c) (1+x3)y —2xy2+x2y—1=0, y = X.

E: a) (C+x)y=-1-Cx5
2xX 2X
b) xy(Ce™ + -2x - 1) = Ce™™ + 2x - | ;

c) y=(1+ Ax)/(A -x%).

17.- Aurkitu hurrengo kurben ibilibide ortogonalak:

a) y2+3x2—2Ax=0, b) x -y - Ae” = 0.
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E: a) y3+C(x2-y2)=O, b) y=Ce" +x+ 2

18.- Aurki bitez ondoko propietate hau betetzen duten kurben
ibilibide ortogonalak: " Kurbako P(x,y) puntu bat eta OX ardatzak
mugatutako zuzen normaletako segmentuen erdiko puntuak, y~ = x
ekuazioko parabolan daude".

E: EDa: (y° - 4x)y’ + 2y = 0; z(y) = /y° ; 2x/y° + Ln|y| = C.

19. Finka bitez hautazko R erradioa eta =zentrua M(a,b) puntu
finkoan duten zirkunferentzien ibilbide ortogonalak.

20. Aurki bitez goi-mailako ekuazioetarako soluzio orokorrak eta
azter bitez soluzio singularrak, y’= p delarik.

a) p3—X+1=O; b) y=x(1+p)+p2;
) 2p°-2xp+x -2y=0; d y=px+p-p;

e) yp* - 2xp +y = 0 ; £) yp’+2xp-y=0;
g) 2y(p+1)—xp2=0; h) 3p2+2p—x=0;

i) y = xXp + (b% + azpz)l/z; i) pz(x +1) -y =0.

E:a) 27(x - ¥ =64y - ©)°
b) y=x(1+p)+p°; x=CeP-20p- 1)

x%/2 + Cx + C*; (S.S.) y = x°/4.

c) y
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d) y=Cx+ C - C2 ; (S.S.) 4y =(x + 1)2.
2 2
e) y=-2Cx - C" ; (S.S.) y=1*x
£)  y%=o2cx + C° (S.S.)  y'= - 32x°/27.
g) y=0-Cx%2C; (SS) y=0;y+2x=0.
h) x=3p2+2p;y=2p3+p2+c.
i) y = Xp + (b% + azpz)l/z; (S.S.)  (x/a) + (y/b)2 = 1.
N Wy +vx T Di=cC; (S.S) y=o.

21.- Finka bedi f(p)2 funtzioa, ondokoa jakinik: y = xf(p) + p2
ekuaziorako, y = -Xx/4 - x + 1 polinomioa soluzio partikular bat
da. Integra bedi ondorioztatutako Lagrange-ren ekuazioa.

E: f(p) =p-1 x=Cep—2p—2;y=Cep(p—1)—p2+2.

22.- Ebatzi m?‘yp2 + 2(x~-n)p - y = 0 ekuazioa, y2 = u ordezkaketa
€ginez.

E: u=(x-nu+ mu/2)° - 4y2 = 4(x - n)C + m°C%

23.- Ordena laburtuz, integratu hurrengo ekuazioak:
a) y' -y sAx -1) - x(x ~ 1), y2) -1, y(2) - -1.
b) (x - Dy’ -y’ =0, y2) =2y'(2) =2y’ (2) = 2.

c) yy’' -y =0, y0) =1, y(0) = 2.
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(3x" - 4x° - 36x° + 12x + 8)/24 ;

=

&

<«
I

(3x° - 3%° + 6% + 4)/6 i C) y= e,

<
«
1}

24.- Aurki bitez ondoko propietateak betetzen dituzten kurbak:

a) P(x,y) puntu batetako kurbadura-erradioa normalaren luzeraren
hirukoitza da. Malda M(0,1) puntuan unitatea da.

b) P(x,y) puntuko kurbadura-erradioa, kurbaren tangenteak 0X
ardatzaren norantza positiboarekin osotzen duen angeluaren
sekantearen berdina da. Kurba M(0,1) puntutik pasa, eta 0X
ardatzarekiko tangente paraleloa du.

E: a) y”y3=1 - y2=2x2+2x+1; b) y =1+ Ln|secx|.

25.- Ebatzi ondoko ekuazio diferentzial homogenoak:

a) x7(t) - x’(t) - 2x(t) =0, x(0) =0, x'(0) =3;

b) x (1) +3x°°(t) - 4x(t) =0; ¢ y» -3y +2y=0;

d) vV + 4y Ty -4ay-8y =0 e y +59 + 4y = 0;
£) y ' -5y + 79" 3y - 10y =o0.
E a) % = 2t _ e—t

b) x = Ae' + Be ' + Ccos2t + Dsin2t.

—2x+(

Ae B + Cx)e™.

2
<
Il

Ae® + Be ™ + ¢ ®(Ccos2x + Dsin2x).

&
<
i

e} y = A + Bcosx + Csinx + Dcos2x + Esin2x.

X

£) y = A + Bx + Ce”® + De * + e™(Ecosx + Fsinx).



572 / ARIKETA PROPOSATUAK

26.- Erabil bedi koefiziente indeterminatuen metodoa, hurrengo
ekuazioen soluzio orokorra kalulatzeko:

(X}

a) y’ +y = xsinx ; b) y’ -2y +2y = e*sinx ;

) ‘ x

c) y’ +y -2y =cosx - 3sinx; d) y" +y’ -2y =x-¢€ ;

e) y»’ + 4y’ = 16X - 8sin2x + 24cos2Xx.
E: a) y = Acosx + Bsinx - x(xcosx - sinx)/4.
b) y = e“(Acosx + Bsinx) - xcosxe /2.
c) y= Ae ™ + Be® + sinx.
d) y=A + Be" + ce® - x(x + 1)/4 - xe*/3.
e) y = A + Bcos2x + Csin2x + 2x° + x(sin2x - 3cos2x).

27.- Ebatzi hastapen-baldintzatako ondoko problemak:

a) X’ -8x +16x =e'" , x(0)

0, x’(0) =1.
b) x’ -2% + X =e" + cost, x(0) = x’(0) = 0.
C)  x'- 6x7+ 9x’= 36t + 3 + 18>, x(0)=2, x’(0)=1, x’’(0)=T.

Frogatu lortutako emaitzak, Laplace-ren transformazioa aplikatuz.

2

t(t + 2)e4t/2 ; b) 2x = (t7 - t)et - sint ;

[1']

£

x
i

2t + 3t + 3+ (3t% +t - e "

Q
»
1

28.- Aplikatu parametroen aldakuntzaren metodoa, ondoko ekuazio
hauek ebazteko:

a) y’' +y= (cost)_B/2 ; b))y -3y + 2y = -2/e* + 1) ;
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c) X + 4x = cotg2t ; d)  (4x’’ + x)cos(t/2) - 4 = 0.

E: a) y = Acosx + Bsinx - (cost)l/z.

Ae® + BeZX + *Ln(e® + 1) + eXLn(1 + 7).

o
<
I

c) x = Acos2t + Bsin2t + % sin2t Ln|tg(t)]|.

d) x = Acos(t/2) + Bsin(t/2) + 2tsin(t/2) + 4cos(t/2)Ln‘cos(t/2)|

29.- Ebatzi Euler-en hurrengo ekuazioak:
2 ’y ) 2
a) Xy’ +axy +(a-1)7y/4 = 0.
b) (4x - l)zy" + (2 - 8x)y’ + 8y = 0.
c) Xzy” + xy’ + y = sin(2Lnx).
d) xzy” +3xy’ +y=1Ux, y(1) =1, y' (1) =0.
e) x4y))) - Xsy” + 2X2yy _ 2Xy = x4 + 1'

£) (1 + %)%+ (1 +x)y +y = 2coslLn(l + x)].

= x(l_a)/Z(A + BLnx).

b) y = Al4x - 1) + Blex - V2

c) y = Acos(Lnx) + Bsin(Lnx) - % sin{2Lnx).

(anx + 2Lnx + 2)/2x.

a
=
1l

Ax2 + (B + CLnx)x + /4 - 1/12x.

@
<
il

-+
<
l

Acos[Ln(1+x)] + Bsin[Ln(1+x)] + Ln(1+x) sin[Ln(1+x)].
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30.- Emaniko soluzioaren laguntzaz, integratu bigarren ordenako
ondoko ekuazio hauek:

Y

a) y' +2y/x +y=0, y, = sinx/x.

b) y”sinzx -2y =0, y, = ctgx.

3

c) y o+ (tgx - 2ctgx)y’ + 2yctg2x =0, y, = sinx.

d) x*(Lnx - Ny’ -xy +y=0, y, = x

e) X+ 1y’'-(x+2)yy+y=0, y, = e”.

E: a) y = (Asinx)/x + (Bcosx)/x ; b) y =B + (A - Bx)ctgx ;

c) y = (A+Bsinx)sinx ; d) y = Ax + BLnx e) y = Ae + B(x+2).

3l.- Homogeno asoziatuaren soluzio partikular bat ezagutuz,
kalkula bitez ondoko ekuazio diferentzialen jatorrizkoak:

a): xy’ +20-xy +(x-2y=2", y =e5

b) y’' - y/x + y/X2 = 1/x , y, = %

E: a) y=(A/x +B+x)e"; b) y=Ax + BxLnx + % xLn’x.

32.- Ordena laburtuz, integratu hurrengo ekuazioak:

,3 »2 ’s

a) yy' +y’=0; b) yy -y*=0; ¢ y'=1+y"

E: a) x=A+ By +ylny; b) y= AeBx; ¢) y = A - Ln[cos(x+B)].
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33.- Aplika bitez eragile-kalkuluko teknikak, hurrengo ekuazio
integral hau ebazteko:

t
x(t) - 4te®t - J x(u) sin(t-u) du = 0.
4]

E: x(t) = (5t - e’ +t + L

34.- Erabil bedi eragile-kalkulua, hurrengo ekuazioak ebazteko:
a) X" +6x  +8x =t, x(0)=-5 x(0)=4
b)  x +x =te, x(0)=x(0)=x"(0)=0.

c) X + 2x”7 + x = sint , x(0) = x’(0) = x’(0) = x”’(0) = O.

(t - 3/4 - 63¢ 2 + 95¢ ™"t /4)/8.

1

£
X
"

e t12 + 2 et 2c0s(V3t/2) + (t/2 - 3/4)et,

3

g
X
i

c) x = (3sint - tzsint - 3tcost)/8.

35.- Laburtze-metodoa erabili, ondoko sistemak ebazteko:

<
Il

1-x-y - 2z, y’ = 2y - 5z - sin2x,

a)<y’=e_t+2—x—2y—z, b) zZ' =y -2z + X,

z’ Se_t+l—5x—y+22. y(0) = 0, z(0) = 1.

y -z’ -2y + 2z = sint,

c) {y’'+2z +y =0,
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(A +1)e * +Be™*t + llCe“,

X =
E: a) {y=-2aet+Be*" +3ce’™ + 1,
2 = Ae t+Be *t - 20ce*.
y = (-2cosx - 4sinx + 2sin2x + 2cos2x - 15x)/3,
b)
z = (-2sinx + sin2x - é6x + 3}/3.
-t 2t . -t
y = (5e + 4e” - 9cost - 18sint + 15te )/45,
c) t 2t t
z=(e -e  + 3te )/9.

36.- Laplace-ren transformatua aplikatu, sistema hauek ebazteko:

"

X’ + 7y +3x = 15¢ ", x(0) = 35, x’(0) = -48.
a) <
y’’ - 4x’ + 3y = 15sin2t, y(0) = 27, y’(0) = =55
x' -y =0,
b) {x+y +z=t-1, x(0) = y(0) = 0, z(0) = -3
y +2z = £+ t,

x = 30cost - 15sin3t + 3e = + 2cos2t,

y = 30cos3t - 60sint - 3e" + sin2t.

x = (120t% + 20t° - 5t* - 2t°)/120,
b) { y = (24t + 6t - 2t° - tH/12,

z = (-60t2 + 20t° + 5t + 2t> - 360)/120.
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37.- Kalkula bitez irudiko sare elektrikotik doazen korronte

elektrikoak, hasierako unean kargak eta intentsitateak nuluak
direla jakinik.

I 10°'/3 F 2,103 F
—" —3} St
]‘ i(t) 75 Q 50 Q
i (t)
30 V 2

t

3.10" J idt+ 75(i - i) = 30,
1 1 2

0
Oharra: +
t
15.10° Ii dt + 125i -75i = O.
L o 2 2 1

E: (1) = (54e 71200, 7100t 55 i(t) = (36e 1200t 37100ty 55

38.- Aurki bitez ondoko ekuazio funtzionalei asoziaturiko deribatu
partzialetako ekuazioak:

a) z = x2¢(x —y); b) yYlx + siny, z + xcosy) = 0 ;

c) ylax + by + cz, x’+ y2+ z°) = 0; d) z=x™+ siny + ¢(2x+y).

E: a) x(p+q)=2z; b) (cosylp -q+ coszy + xsiny = O ;

c) (cy - bz)p + (az - cx)g = bx - ay ; d) p - 2q = 2(x - cosy).
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39.- Integratu hurrengo ekuazio linealak:
a) (y-zlp+(z-x)g=y-x; b) yp+xq=2z-1;
c) xylxp + yq) =1; d) x(y2 - 22)p + y(z2 - xz)p = z(x% - y

e) 2X3p + (y2 + 3x2)(yq + 3z) = 0; f) yzg—i~ + zx—y + xy—u = Xyz.

E: a) yx+y -z x’+ yz— 2 =0 ;b)) z=1+ (x+y)¢(y2— xz);

c) Ylysx, (1 + 2xyz)/2x2] =0; d) ylxyz x% + y2 +7z5) =0 ;

2 2

e) z= y_aqp(xe’/y2 +x); f) 2u= x% + qb(x2 - yz, x" - z).

40.- Determina bitez ondoko ekuazioetarako emaniko zuzentzaileak
barnean dauzkaten gainazal integralak:

2 %) y = 1/2, x2+y2+zz=1.

a) (x -y2-2 p + 2xXyq = 2xz; C

b) X(x+y)p+y2q=y22; C=3x-y=0, z-3=0.

E: a) vylz/y, (x* + y2 + 2%zl =0 — x? + y2 +z° - 2y = O.

b) y(l/z + Lny, (y/x)Lny] =0 — z(3y - 8x) - 3x = 0.

41.- Determinatu integrazio-faktoreak hurrengo ekuazioetarako:
a) y(2x2 + y)dx + x(2x” - y)dy = O.

b) (1/y + y/x°)dx + 2dy/x = O.

c) (Xzy3 + 2y)dx + (2x - 2x3y2)dy = 0.

d) (2X3y - yz)dx - (2x" + xy)dy = O.




ARIKETA PROPOSATUAK / 579

5 (-172

y) ; b) Z=AX2}';

™

£

N
[

= A(x

A/xsy3 ; d) oz = A/xzys.

O

-~

N
i

42.- Aurki bitez ondoko familietarako gainazal ortogonalak:

a) z = axy ; b) (X—a)2+y2+22=a2.

E: a) !/J(XZ - yz, x> +2z%) =0 ; b) yly/z, x>+ y2+ z°)/z] = 0.

43.- Aldez aurretik integragarritasun-baldintza betetzen dela
frogatuz, ebatzi hurrengo ekuazio diferentzial totalak:

a) (2x° - z)zdx + 2x2yzdy + xX(x + z)dz = 0 ;
b) (x + z)zdy + yz(dx +dz) =0 ;

c) (X -y+2z2)dx + 2(x + z)dy - (x + y)Jdz = O ;

z

d) dz = (y + a)dx + 7 A dy ; e) yzdx + 2xzdy + xydz = O.
E: a) x2+z/x+y2+an=A; b) (x+y+zVylx +2) =A;
c) (x + y)2= Cl(z +x); d) z = (y+ta)(x-A) ; e) Xyzz = A.

44.- Erabili Lagrange-Charpit-en metodoa, hurrengo ekuazioen
soluzio osotua kalkulatzeko:

a) pq - 9z° = 0 ;b)) (1 - Xz)yp2 + qu =0;

o) 2py® -q%2=0; d pg+yly+1g+ 2y + Dixp -2) =0 ;

e) Zzp2 + (p - q)y2 = 0.
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E: b) z = Aexpl3(B% + y)/Bl ; b) (2z + A - By2)? = 4B(x* - 1) ;

¢) (z%- 2Ax + B)® = 2Ay4; d) z = (y2+ y + AB + Ax; z = -xy(y+l);

e) y(z2 + B) - 2A(xy + y2 - Z2A) = 0.

45.- Ezar bitez x-en berreduretako serieen bidezko soluzioak,
hurrengo ekuazio diferentzialetarako:

a) (1 + Xz)y” + Xy -y=0; y=Ax + B(l + )2,
b) (x+ 1)y’ -(x+2)y +y=0; y=Ae +Bx +2).
c) 2x(x - Dy’ - (4x° - 3x + Dy + (2x” - x + 2)y = 0 ;

y = A(x + 1)e* + BVxe".

Froga bedi ezen soluzio horiek eskuin aldean emanikoak direla.

46.- Integra bitez hurrengo ekuazioak, x-en berreduretako serieen
bidez:

+y=0; b) y”—xzy’—y=0.

E:a)y=all - x2/8 + 3x'/384 ..) + a(x - x°/24 + 7%°/1920 ..).
2 4 5 6 7
b) y = a(l + x/2 + x'/14 + x°/20 + x°/720 + 13x'/5040 + ...)

+a (x + x3/6 + x/12 + x°/120 + 7x°/360 + 41x /5040 + ...).

47.- Erabil bitez berreduratako serie orokortuak, hurrengo ekuazio
diferentziala integratzeko:

9x2y + (x + 2)y = 0.




ARIKETA PROPOSATUAK / 581

E:a = :
C 8T T Br+m) ¥ 13(r+m) * 2] %a

,zl,;,r=13,r =2/3.

y = aox1/3(1 - x/2.3 + X°/2.3.5.6 - x°/2.3.5.6.8.9 + ..... ) +

+ a1x2/3(1 - /3.4 + x°/3.4.6.7 - X°/3.4.6.7.9.10 + ....).

48. Bilatu berredura-serietako soluzioak hurrengo ekuaziorako:

4x2y” + (4x + Dy = 0.

E: a = an_l/(n +r - 1/2)2 ,n=1;r =12 (2).
2 [eo]

yo=vVx (1 - x/U) + x720% x2/@30% ) = vx ¥ (-D"x"/(a)?
0

49, - y, = sinx/x delakoa ondoko ekuazioaren soluzioa dela jakinik,

3y

xy'’ + 2y’ + xy = 0, {1]

1.- bilatu Y, yl—ekiko soluzio linealki independente bat.

2.—- froga bedi, [1] ekuaziorako x-en berreduratako serie orokortu
erako bi soluzio existitzen direla, zeintzuen  koefizienteek
hurrengo errepikapen-legea beteko duten:

-1

r=-l; a = (n+r) (n+r+l) °n-2

; n=2, 3,4, ...,

3.- idatz bitez soluzio den seriearen lehenengo gaiak, eta froga
bedi ezen Y, eta v, soluzioak direla, horretarako Mc.Laurin-en

formula erabiliz,

4.- parametroen aldakuntzaren metodoa aplikatu, hurrengo ekuazio
honen soluzio orokorra lortzeko:

IR

Xy'' + 2y + Xy = cofgx. [1]
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E: y, = COSX/X ; y = aox_l[l - x%20 + xtra - %60 L ]+

+ alx_llx X33 e xS - ] = AC:’(SX + Bsinx ;

_ Acosx . Bsinx , sinx Ln(tgx/2).
X X X

50.- Fourier-en garapenaren bidez, lor bedi kosinuetakc serie bat,
zeinak O = t = 2 tartean ondoko funtziora konbergituko duen:

1, O =t<m
f(t) = (t-1)/(m-1), m=t< 1 ; 0<m< 1.
0, 1l =t< 2

Kasu partikular gisa, hurrengo emaitza ondorioztatu:

[04]
Y. [cos(nn/2) - cos(nmm/2)}/n” = n2(m-1)(3-m)/16.
1

51.- Lor bedi -2 = x = 2 tartean y = (4 + 3x2)/4 funtziora
konbergituko duen Fourier-en seriezko garapen bat. Ondorioztatu
hurrengo zenbakizko serieen balioak:

® 2 2 2
S =Y lm s, =¥ (-1)°/n".
1 1
2. 2 2 nmx 2 2
E:y =2+ (12/1) T [(-D"/n"lcos —=; S =m/6 ; s, = -mw/12.
1
52. f(t) = et funtzioa 0 < t < 1 tartean sinuetako serie baten

bidez garatu.
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¢}
E: f(t) = ¥ {1 - ecosk + (e/k)sink] sinkmt.
1

53. Garatu O < t < 1 tartean definituriko f(t) = e ' funtzioa
Fourier-en serieen bidez.

2(1 - 1/e) - 4kn(l - 1/e)

1 + 4k21I2
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LAPLACE-REN TRANSFORMATUEN TAULA

f(t) F(p) f(t) F(p)
S t<a e *P y = 0, t<0 1
a | 1, t>a p o 1, t>0 p
b P
sinbt pz . b2 cosbt p2 b2
b P
2
Shbt pz _ bz Chbt pz - b
N 1 1
e ° p + a t"/T(n+1),n >-1 n+l
1 - 1
t"/n', nez’ n+1 e **t"/n!, nez’ n+1
(p+a)
t 5 t pta
—at . _a _yra
e sinbt (p+a)2+b2 e cosbt (p+a)2+b2
t b % pra
_a _a _pre
e Shbt (p+a)2—b2 e Chbt (p+a)2-b2
eat _ ebt 1 aeat _ bebt p
a - b (p-b)(p-a) a - b (p-b)(p-a)
1 - cosat 1 at - sinat 1
2 2 2 2 2, 2 2
a plp” + a™) a pip” + a’)
sinat - atcosat 1 tsinat p
2aa (pz + az)z 2a (pz + a2)2
sinat + atcosat z tsi t 3
p cosat - atsina p
2a 2 2 2 2 2.2
(p”™ + a”) (p” + a”)
z . a2 atChat Shat 1
tcosat pz 2,2 ‘ 3 2 2.2
(p” + a”) 2a (p” - a%)
tShat p Shat + atChat p?
2a 2 2,2 2a 2 2.2
(p” - a”) (p” - a’)
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f(t) F(p) fit) F(p)
. 3 2
Chat + atShat p tChat p_* 3
2 2,2 2 2.2
(p” - a’) (p” - a”)
2.2, . . .
(3-a"t")sinat-3atsinat 1 t51nat—atzcosat p
8a° (p” + a?)® 8a° (p2 + a%)’
(1+a’t®)sinat-atcosat p2 3tsinat+at “cosat p3
8a° (p~ + a%)? 8a (p2 + a )3
(3—a2t2)sinat+5atcosat p4 t*sinat 3p2 - a°
8a 2,3 2a 2 3
(p~ + a”) (p” + a”)
2,2 . 5
(8-a"t )Jcosat-7atsinat p tzcosat p3 - 3a2p
8a 2,3 2 2 2,3
(p” + a’) (p” + a”)
(3+a’t’)Shat-3atChat 1 at °Chat-tShat p
845 (p? - a2)3 843 (pz _ az)a
atChat+(a’t”-1)Shat p? 3tShat+at >Chat p>
8a° (p” - a®)® 8a (p2 - a%)°®
(3+a’t%)Shat+5atChat p? t “Shat 3p% ¥ a®
8a 2.3 2a 2 2.3
(p” - a”) (p” - a’)
(8+a°t%)Chat+7atShat p° t *Chat 3+ 3%
8a® (p” - az)3 2 (p2 - az)3
Shat-sinat 1 Chat-cosat p
.Za3 p - at 2::12 p4 - a4
Shat+sinat p2 Chat+cosat p3
2a 4 2 4 4
p — a p — a
sinatChat-cosatShat 1 sinatShat p
4a3 p + 4a* Za2 p4 + 4a4
. 2 3
s1natCha;;cosatShat p - cosatChat . p -
p + 4a p + 4a




10.

12.
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JATORRIZKOEN TAULA

n+l
x"dx = , X # -1,
n+l
n (ax + )™
{ax + b) dx NCEEY)
f7(x)dx _
5 —Ln|f(x)|.

ax
eaxdx = e_

a

aX
ax b
b Tdx TR
sin{ax)dx = cos(ax)
a

cos(ax)dx = ﬂn—(é—x—) .

) a

_ Lnjcos(ax)
tglax)dx = — a
cotglax)dx = Ln mr;(ax)
Sh(ax)dx = Ch(ax) .

a
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

[sziazdx=

o

Ch(ax)dx =

Th(ax)dx

Sh(ax)
—

_ Ln|Ch(ax)|

a

Coth(ax)dx = L—HIM .

N =

1
2

aM

/ 2 2 2 .. -1
X a - X + asin

o
[E—

[xv’ xziaziaan]x+V xziaz‘].

+ N, -1 Xx-a

Lnl(x-a)%+ b?] +

N

dx =

vdu.

5 % %



24, J e**sinbxdx

25.
26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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—°  (asinbx - bcosbx).
2 2
a +b

ax

5 (acosbx + bsinbx).

J e**cosbxdx
a +b

J (Lnx)™ dx = x(Lnx)™ - J. (Lnx)™ dx.

ax

J. P(x)e dx = eT [P(x) - P’(x)/a + P”’(x)/a> - .... 1.

[ m m+1 Lnx 1
X Lnx dx = x - .
J m + 1 2
(m + 1)
~ m
m . —X CO0SsaXx m m-1
X sinax dx = ——— + = X cosax dx.
~ m .
m X s1nax m m-1
X cosax dx = ———=— + > X sinax dx
dx _ -CcOosX , m-2 dx
..m . _m-1 m-1 .. m-2_
sin x (m-1)sin x sin °x
~ . m-
.. m -sin axX cosax m-1 . m-2 +
sin ax dx = + sin ax dx, ne€ Z .
J ma m
r m- .
m cos ax sinax m-1 m-2 +
cos ax dx = ma + = cos ax dx, n€ Z .
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

sinzax dx = (2ax - sin2x)/4a.
coszax dx = (2ax + sin2x)/4a.
tgzax dx = (tgax - ax)/a.
. . 1 [ sin{a+b)x sin(a-b)x
sinax sinbx dx = -= - .
2 a+b a-b
1 [ sin(a+b)x sin(a-b)x
cosax cosbx dx = = + .
2 a+b a-b
. 1 [ cos(a+b)x cos(a-b)x
sinax cosbx dx = -z + .
2 | a+b a-b
sin'ax dx = xsin ‘ax + é a - a’xHve
cos 'ax dx = xcos ‘ax - é 1 - a?xy)v?,

tglax dx =

-1
xtg ax +

1 Ln(l + azxz).
2a

Sh®ax dx = (Sh2ax - 2ax)/4a.

Ch%ax dx = (Sh2ax + 2ax)/4a.

Th®ax dx = (ax - Thax)/a.

Chax Chbx dx = 5 [ Shlarblx , Shia-blx

|
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48 Shax Chbx dx = 1 [ Ch(a+b)x . Ch(a-b)x
' . 2 atb a-b '
49 [ Shax Shbx dx = L | Shlatblx _ Sh(a-b)x
) 2 a+b a-b )
50. X = _Linj2ax + b + 2Va(ax’+bx0)’?|, a > 0.
(ax®+bx+c)? a
Sl —“2—9——12=7£—asm_1—;ﬂ% ac<o
{ax“+bx+c) (b"-4ac)
52. > xdx 2 = é (aX2+bX+C)l/2" 2_2 J/ _Z'dx—l—/—i .
(ax"+bx+c) (ax“+bx+c)
' 2
53, (ax2+bx+c)1/2dx _ 2ax+b (ax2+bx+c)1/2+ 4ac-b [ dx
4a 8a 2 1/2
: (ax“+bx+c)
Integral eulertarrak
® o1
[(n) = [ S leX dx; Tn)=(n-1, neN;TO) =TI =1
0

Modifikatzeko formulak: I'(n) = (n - )I'(n - 1) ; T'(n)

C(n + 1)

n/2

0

. 2m- 2n-
J smmlt cosnlt dt =

n-1 _ I'(m)I'(n)

(l—X) dX—r.—(m, I"(l/2)=\/1?

B(m,n) _ I'(m)T(n)
2 ~ 2(m + n)°
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TRIGONOMETRIA ZIRKULARREKO FORMULA ERABILGARRIAK

Oinarrizko erlazioak:

.2 2 .
sin“x + cos'x = 1 ; sinx cosecx = 1 ; cosx secx = 1 ; tgx ctgx =1

Balio nabarmen zehatzak:

sin /6 = cos W/3 = % , cos /6 = sin n/3 = V3/2.
tg /6 = cotg /3 = V3/3 , cotg m/6 = tg n/3 = V3.
sin n/4 = cos /4 = V2/2 , cotg w/4 = tg n/4 = L.
Batuketarako erlazioak:
sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny ; sin(x-y) = sinxcosy - cosxsiny.
cos(x+y) = cosxcosy - sinxsiny ; cos(x-y) = cosxcosy + sinxsiny.
- tgx * gy . tg(x-y) = 8% - tey
tglx+y) = 1 - tgxtgy s tglxy) = 1 - tgxtgy
sin(2m-x) = -sinx ; cos(2n-x) = cosx ; tg(2m-x) = -tgx.
sin(-x) = -sinx ; cos(-x) = cosx ; tg(-x) = -tgx.

Angelu bikoitzaren funtzioak:

sin2x = 2sinxXcosx; cos2X = cos’x - sinzx; tg2x = 2tgx/(1 - tgzx).
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Angelu erdiaren funtzioak:

sin(x/2) = / L2 COSX cos(xs2) = / L* cosx .
2 >
te(xs2) = / L= cosx
& 1 + cosx

Sinu eta kosinuen arteko batuketak eta kenketak:

. . . X+ X . . X+ . X-
sinx + siny = 2sin Xy cos xy ; sinx - siny = 2cos __2_y sin J

2 2 2
COSX + COSy = 2co0S XY cos XY ; COSX - cosy = -2sin Xty sin XY .
2 2 2 2
Sinuen eta kosinuen arteko biderkaketak:
. . 1
sinx siny = 5 [cos(x-y) - cos(x+y)].
COSX COSy = % [cos(x-y) + cos(x+y)l.
sinx cosy = % [sin(x-y) + sin(x+y)].
Beste erlazio interesgarri batzu:
cos’x = 1 + cos2x | sin®x = 1 - cos2x | te?x = 1 - cos2x |
- 2 ’ B 2 v X = Ty cos2x
. tgx 1
SInx = 512z > X T T 5 a2’
(1 + tg“x) (1 + tg"x)
2
. 2tg(x/2) 1 - tg"x/2
sinx = ——m—— ; COSX = —m————— |

1+ tg?x/2 1+ tg®x/2
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TRIGONOMETRIA HIPERBOLIKOAREN FORMULA ERABILGARRIAK

Definizioak:

Shx = &~ ¢ . chx=°2"F°%¢ . Thx-=

Oinarrizko erlazioak:

Chzx - Shzx =1 Shx.Coshx =1; Chx.Sechx =1; Thx.Cothx =1

Batuketako erlazioak:

Sh(x + y) = ShxChy + ChxShy ; Sh(x - y) = ShxChy - ChxShy ;

Ch(x + y) = ChxChy + ShxShy ; Ch(x - y) = ChxChy - ShxShy ;

_ Thx + Thy . _ _ Thx - Thy

Thix +¥) = 7 ThxThy 3 Thix = ¥) = T ——xthy
Sh(-x) = -Shx ; Ch(-x) = Chx ; Th(-x) = -Thx.

Angelu bikoitzaren funtzioak:

Sh2x = 2Shx Chx: Ch2x = Ch%x + Sh’x; Th2x = 2Thx/(1 + Th®x).




TAULA ETA FORMULA ERABILGARRIAK / 597

Angelu erdiaren funtzioak:

Shix2) = / SX 2L opypy = /XL
2 2
/ Chx -1

Sinuen eta kosinuen arteko batuketak eta kenketak:

Shx + Shy = 2Sh 22¥ ch 22¥ . Shx - shy = 2ch 22 sp XY,
2 2 2 2
Chx + Chy = 2Ch X2¥ ch 22, Chx - Chy = 2sh X2¥ sp XY
2 2 2 2
Sinu eta kosinen arteko biderkaketak:
Shxshy = » [Ch(x+y) - Chix-y)]
ChxChy = % [Ch(x+y) + Ch(x-y)l.
ShxChy = % [Sh(x+y) + Sh(x-y)l.
Beste erlazio interesgarri batzu:
2 _ ChZ2x + 1 2 _ Chex -1 2 _ Ch2x -1

Ch™x : Sh™x Th™x

2 2 ’ T Ch2x + 1 °
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Alderantzizko funtzio hiperbolikoak:

ArgShx

ArgChx

ArgThx

Sh™

Ch™

Th

Ln(x+\/x2+1]

= Ln( X + x2 - 1]

X

L

)

-0 < X < oo,

-1 < x < 1.
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