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Hitzaurrea

Eskuartean duzun liburu honetan Optimizazioaren kontzeptuak az-
tertzen dira.

Hasteko, optimizazioaren bidez ebatz daitezkeen problemak zein di-
ren ikusten da zenbait adibideren bidez. Aztertzen diren adibideak sin-
pleak badira ere, errealitatean ager daitezkeen problemen adierazgarri
izateagatik izan dira aukeratuak. Problema horiek ebazteko dauden
teknika desberdinak ere aipatzen dira, hala nola teknika zehatzak eta
metodo heuristikoak.

Bigarren eta laugarren gaietan, optimizazio-teorian ezaguna den
programazio lineala eta simplex metodoa aztertzen dira. 2. gaian
problemen ebazpen grafikoa dator, problema handiak ebazteko erabili
ezingo badugu ere, kontzeptu garrantzitsuak argitzen lagunduko di-
guna. 4. gaian berriz, simplex algoritmoaren bidez problema linealen
soluzioa lortzen ikasten da.

Optimizazio-problemak ebazteko aljebra linealaren zenbait kontzep-
tu eta eragiketa ezagutzea beharrezko gertatzen denez, bektoreei, ma-
trizeei eta multzo ganbilei buruzko gai bat, 3.a hain zuzen ere, erantsi
dugu. Bertan oinarrizko kontzeptu aljebraikoak aztertzeaz gain progra-
mazio linealerako erabilera aztertzen da.

Behin problema linealak ebazten ikasi denean, lortutako soluzioa
interpretatzen jakin behar da, soluzioen arabera erabakiak hartu ahal
izateko. Dualtasunari esker soluzioen interpretazio ekonomikoa egingo
dugu, eta sentikortasun-analisia burutuko dugu problemaren parame-
troen aldaketak interpretatzeko.

Praktikan badira sarri agertzen diren problemak, eta duten egitu-
ra bereziari ahalik eta probetxu handiena ateratzeko asmoz ebazpen-
metodo bereziak sortu dira. Hori dela eta, problema berezi bihurtu dira.
Garraio-problema eta esleipen-problema dira, eta 7. gaian problemak
eta dagozkien ebazpen-metodoak datoz.

Lehen aipatu bezala, praktikan optimizazio-problemak tamaina han-
dikoak izaten dira, eta berauek ebazteko konputagailuaren laguntza be-
har izaten da. Horl dela eta, zenbait pakete informatiko sortu da, eta



X

8. gaian horietariko bi aztertzen dira. Liburuan zehar azaldutako zen-
bait adibide bi paketeren bidez ebazten da gai honetan, eta lortutako
soluzioaren interpretazioa egiten da.

Gai bakoitzaren amaieran, ikasitakoak lantzeko ariketak proposatu
dira, eta azken gaian ariketa guztien emaitzak bildu ditugu. Hori, libu-
ruan zehar sartutako adibide guztiekin batera, ikasleari lagungarri ger-
tatuko zaiolakoan gaude.

Esan beharra dago, liburu hau ikasle euskaldunari zuzendua egina
izan dela, ez baitago gaiari buruzko euskal bibliografiarik, ez eta eus-
karazko terminologia finkorik ere.



1.Gaia

OPTIMIZAZIOAREN
TEORIA

1.1 Sarrera

Optimizazio-teorian zenbait aukera posibleren artean optimoa hauta-
tzearen problema aztertzen da. Normalki, aukera posibleen multzoa
murriztua izaten da eta multzo murriztu horretatik hautatu beharko
du optimoa erabakitzaileak.

Aukera optimoa hautatu behar dela diogunean inplizituki zera esa-
ten ari gara: aukera posible horiek kuantitatiboki neurtuak izan daitez-
keela neurri irizpideren bati jarraituz eta erabakitzaileak aukera horien
artetik optimoa hautatu ahal izango duela. Horretarako, optimizazio-
teoriak ebatzi beharreko problema zehaztu eta soluzio hoberenak aur-
kitzeko metodoak eraikitzen ditu.

Optimizazio-problema bat aztertzean ondokoak kontutan izan behar
dira:

e Problemaren aukera posibleak definitzen dituen murrizketa-mul-
tzoa identifikatu behar da.

o Aukerak kuantitatiboki ebaluatuko dituen irizpidea behar da.

e Soluzio optimoa aurkitzeko metodoa behar da.

Optimizazio-problema bat ebazterakoan, aurreko hiru puntuek ga-
rrantzi berbera dute. Hala ere, datozen gaietan soluzio-algoritmoak
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aztertuko ditugu gehienbat. Soluzio-algoritmoak eraikitzeari progra-
mazio matematikoa deritzo.

Optimizazio-problema baten ebazpidean bi urrats nagusi bereiz dai-
tezke:

e Lehen urratsean problema planteatu eta berau adieraziko duen
eredua eraikitzen da, hau da, aukera-multzoa eta neurri-irizpidea
zehazten dira.

e Bigarren urratsean soluzio-algoritmoren bat erabiliz problemaren
soluzioa kalkulatzen da.

Soluzio-algoritmo horiek lehen urratsean eraikitako eredua ebazteko
erabiltzen dira, eta lortutako soluzioa soluzio izango da eredu horren-
tzat. Soluzioa problema errealerako soluzio izan dadin eredua ondo
eraikia egotea eta benetan eskuartean daukagun problema erreala adi-
eraztea behar-beharrezkoa izango da. Hori dela eta, problemarako
soluzio on bat lortzeko ondokoak egin beharko dira: eredua eraiki-
tzeko datuak lortu, eredurako soluzioa kalkulatu, soluzioa problema-
rako egiaztatu eta praktikan horren arabera erabakiak hartu.

Praktikan asko dira planteamendu hau erabiliz ebatz daitezkeen
problemak: ekoizpen-problemak, itxarote-problemak, esleipen-proble-
mak, antolaketa-problemak, etab.

Ikus dezagun adibide baten bidez optimizazio-teoriak zer motatako
problemak aztertzen dituen.

1.1.1 Ekoizpen-problema bat

Ekoizpen-problema honetan errealitatean ager daitekeen zenbait as-
pektu kontsideratuko dugu.

Lantegi batean n produktu mota desberdin ekoizten da. Ekoizpena
modurik hoberenean antolatu ahal izateko ekoizpen-sailak eta salmenta-
sailak, beste zenbaiten artean, ekoizpenari eta salmentari buruz di-
tuzten datuak kontutan izaten dira.

Ekoizpen-sailak badaki produktu horietariko bakoitza ekoizteko zein
lehengai erabiltzen den. Jakina da ekoizpena mugatua dela, lehengaiak
erosteko dirua mugatua delako, lantegiaren biltegiratze-ahalmena ere
mugatua delako, eta lantegiaren ekoizpen-denbora ere mugatua delako.
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Murrizketa guzti horien arabera produktu-unitate gehiago edo gutxiago
ekoiztuko da lantegian.

Hala ere, ez dira horiek lantegiaren ekoizpena mugatzen duten arra-
zol bakarrak. Salmenta-sailak publizitatean inbertitzearen ondorioz
produktua saltzen du eta horren ondorioz ezagutzen du zein den beze-
roen eskaria, produktu-unitateko salneurria eta produktu-unitateko ga-
rralo-kostua. Guzti horiek ere eragiten dute produktuaren ekoizpena
antolatzeko garaian.

Azkenean, lantegiaren ekoizpen-maila hoberena zein den jakin nahi
da, lortutako irabaziak ahalik eta handienak, edo gastuak ahalik eta
txikienak izan daitezen. Ekoizpen-maila optimoa lortzeko aukera des-
berdinak daude, eta irizpideren bati jarraituz aukera horiek ebaluatuko
ditugu. Gure adibiderako irizpide egokia izan liteke ekoizpen-maila
bakoitzaren ondorioz lor litekeen irabazia neurtzea. Beti ere, ekoizpen-
maila optimoa lortzeko ekoizpen-prozesuaren murrizketa guztiak kontu-
tan izan beharko ditugu: baliabideak (ordu-kopurua, lehengaiak etab.),
lantegiaren biltegiratze-ahalmena, bezeroen eskariak, eragiketen kos-
tuak (garraioa etab.) ...

1.2 Ereduen erabilpena

Optimizazio-teoriaren erabilpen praktiko gehienetan eredu matemati-
koa erabiltzen da problema erreala adierazteko. Eredu matematikoa,
helburu-funtzio batez eta zenbait murrizketaz osaturik dago. Helburu-
funtzioak aukerak kuantitatiboki neurtzen ditu eta berau da optimizatu
behar dena. Murrizketek, aldiz, problemaren aukerak edo erabaki-
aldagaiak definitzen dituzte.

Oro har, errealitateko sistema bat adieraziko duen eredua eraiki-
tzeko jarraitu beharreko araurik ez da existitzen. Horregatik, lehen
urrats hori zientzia baino artea dela esan ohi da.

Fredu matematikoa sistema errealaren sinplifikazioa da beti eta
erabaki-aldagaiak, murrizketak, parametroak eta elkarren arteko er-
lazioak zehazten dira bertan.

Soluzioak kalkulatzerakoan ereduaren erabilera abantailatsua izan
dadin, eredua sinplea izatea komeni da. Sistema erreala murrizketa
askoren menpe egon badaiteke ere, sistemaren jokaera baldintzatzen
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dutenak zein diren bereiztu beharko da, beraiek izango baitira ere-
duan kontutan izan beharko ditugunak. Eredua zenbat eta sinpleagoa
izan, orduan eta erabilgarriagoa gertatuko da. Hala ere, gehiegi sinpli-
fikatu nahi izateagatik, behar baino murrizketa gutxiago edo erabaki-
aldagai gutxiago kontutan izango bagenu, lortuko genukeen ereduak
ez luke behar bezala sistema erreala adieraziko, eta horren ondorioz,
eredu matematikoa ebatziz lortutako soluzioa ez litzateke sistema erre-
alaren soluzio izango. Zenbait kasutan metodo bat baino gehiago era-
biltzeko aukera izango dugu eredua ebazteko. Beste zenbaitetan aldiz,
eta eredua konplexuegia izateagatik, soluzio-metodo zehatzak erabili
ordez metodo heuristikoak erabili beharko ditugu.

Errealitatean bada oso sarri agertzen den eta optimizazio-teoriako
metodoen bidez ebatzia izan daitekeen zenbait problema mota. Sakonki
aztertuak izan ondoren, problema adierazteko eredu finkoak eta solu-
zioa lortzeko teknika bereziak eraiki dira. Adibide gisa, hor daude
programazio lineala, osoa, ez-lineala, sare-teoria, itxarote-iladak etab.

Ereduaren eraikuntzak duen garrantziaz jabetzeko adibide bat azter-
tuko dugu.

1.2.1 Garraio-problema bat

Lantegi batek produktu baten ekoizpenerako bi ekoizpen-zentro ditu bi
hiri desberdinetan: H; eta H,. Behin produktuaren ekoizte-prozesua
amaitu denean, By, B, eta Bs biltegietara garraiatuko dira produktuak.
H, hirian asteko 30 produktu-unitate ekoizten da eta 20 unitate H,
hirian. Biltegien asteko eskariak 15, 10 eta 25 produktu-unitatekoak
dira, hurrenez hurren.

Honako taulan, hirietatik biltegietara produktu-unitate bat garra-
latzeak eragiten dituen kostuak datoz:

By By Bs
H |7 4 6
Hy |9 5 3

Problema honetan lortu nahi dena zera da: hirietatik biltegietarako
asteko garraioak antolatu nahi dira ahalik eta kosturik txikienean, beti



1.2. EREDUEN ERABILPENA d

ere, hirietan ekoiztutako produktu-unitateekin biltegien eskariak beteko
direlarik.
Garraio-sistema hau adieraziko duen eredu matematikoa eraikitzeko
honako erabaki-aldagaiak definituko ditugu:
o z;;: H;(: =1,2) hiritik B,(5 = 1,2,3) biltegira garraiatzen den
produktuaren unitate-kopurua.

Problemaren helburua garraioa ahalik eta kosturik txikienean an-
tolatzea denez, optimizatu beharreko helburu-funtzioa ondokoa izango

da:
min z = 72}11 + 45612 + 61313 -+ 9$21 + 5:1322 + 3123
Hiri bakoitzetik biltegietara garraiatzen den unitate-kopurua mugatua
dago.
T11 + 12 + 213 < 30
Loy + Tog + T23 < 20

B, B, eta B biltegien asteko eskariak bete egin behar dira:
T11+ To 2 19

Z12+ z92 = 10
T13 + Ta3 > 25

Kontutan izan beharko da baita, erabaki-aldagaiak, hau da, garraiatu-
tako produktuen unitate-kopuruak, ezin daitezkeela negatiboak izan.

(L‘,JZO 221,2 ]:1,2,3

Guztiarekin, garraio-sistema hori adierazten duen eredu matematikoa
honakoa da:

min z = 75611 + 41’12 + 61‘13 + 9:1721 + 53?22 + 3$C23

ondoko murrizketen menpe

T11 + T2 + 213 < 30
To1 + Tag + 723 < 20
T11 + 291 2 15
T2 + T2 2> 10
T13 + Toz > 25
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.CU”ZO i:1,2 j:1,2,3

Eredu matematikoa eraikitzeko erabilitako datuak fidagarriak ez
badira, eredua ez da baliogarria izango gure problema ebazteko. Au-
rreko adibidean, datuak ziurrak direla suposatzen ari gara. Hau hala ez
balitz, sistema ebaztean lortutako soluzioak ereduaren soluzio izango li-
rateke, baina ez sistema errealarenak. Praktikan, datu zehatzak lortzea
problemaren ebazpenaren urratsik zailenetarikoa izan daiteke, eta egin-
behar horretan laguntzeko ez dago inolako erregelarik.

Zenbait kasutan, datuak probabilitatez beteko direla kontutan iza-
tea garrantzitsua da, horrelakoetan eredu determinista eraiki ordez
eredu probabilistikoa eraiki beharko dugulako.

1.3 Azterketarako urratsak

1. Problemaren formulaketa.

Problema praktikoetan askotan gertatzen da ebatzi behar den
problema ez dela hasieran sakonki ezagutzen. Problemaren for-
mulaketa zehatza egin ahal izateko jakin behar da zein diren sis-
teman eragiten duten eragile garrantzitsuenak.

Urrats honetan finkatu beharko da lortu nahi den helburua, zein
diren horretarako aukera posible desberdinak eta zein diren pro-
blemaren murrizketak.

2. Eredu matematikoaren eraikuntza.

Behin problema zehazki formulatua izan denean, sistema hori
adieraziko duen eredu matematikoa eraiki behar da. Ereduak
problema erreala adierazi behar du modu sinplifikatuan. Sin-
pleagoa izate hori sistema erreala aztertzeko abantaila handia da,
sistemaren ulerpena eta erabilera errazten dituelako. Eragozpe-
nak ere baditu hala ere, eredua sistema errealaren ideialpena iza-
teagatik, suposaketak eta hurbilketak egin beharko direlako, eta
horien ondorioz, eraikitako eredua sistema errealaren adierazpen
baliogarri ez izatea gerta daitekeelako.

Eredua idazteko, sistemaren funtzionamendua baldintzatzen du-

ten aldagaiak identifikatu behar dira. Aldagai horiek erabiliz hel-
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burua neurtzen edo optimizatzen duen funtzioa eta soluzioen es-
pazioa definitzen duten erlazioak idazten dira. Guztiarekin, ere-
dua idatzia 1zango dugu.

Eredu horren egitura ezaguna izan liteke eta ondorioz baliteke
soluzio-metodoa ezaguna izatea. Hau hala izatekotan erraza ger-
tatuko da soluzioa lortzea. Alderantziz, eredua konplexuegia ba-
da, soluzio zehatzak lortzeko metodo bat eraikitzea zaila izango
da; horrelakoetan, soluzio hurbilak emango dituzten teknikak era-
biltzea komenigarria izango da.

3. Ereduaren ebazpidea.

Aurreko urratsean aipatu dugunez, zenbait problema praktiko
aztertua izan da eta problema horiek adierazten dituzten ere-
duak ebazteko metodoak ezagunak dira. Optimizazio-teorian eza-
gunak diren metodoen artean programazio lineala, programazio
osoa, programazio dinamikoa, iladen teoria etab. aurkitzen dira.
Metodo horiek, oro har, iteratiboak dira eta problemen soluzio
optimoa kalkulatzen dute.

Behin eredua ebatzia izan denean, lortutako soluzio optimoaren
azterketa egitea interesgarria, eta askotan beharrezkoa, izaten da.
Azterketa honi, analisi postoptimoa edo sentikortasun-analisia de-
ritzo. Ereduaren parametroren bat aldatuko balitz, aldaketa ho-
rrek soluzioan izango lukeen eragina ezagutzea interesa lekiguke.
Azterketa hori beharrezko gerta daiteke ereduaren parametroren
bat aldatzen denean, edo datu estimatuak erabili direlako, esti-
mazioa 0so zehatza izan ez delarik, edo aldaketarik gertatu ez
bada ere, gerta litezkeen aldaketek soluzioan izango luketen era-
gina ezagutzea interesa lekigukeelako, besterik gabe.

4. Ereduaren eta soluzioaren egiaztapena.

Sistema adierazteko eraikitako eredua egokia den ala ez jakiteko,
aurretik dauzkagun datuak erabiliz funtzionamendua egiazta dai-
teke. Eredua baliogarria izango da baldintza ezagunetan emaitza
onak sortzen baditu. Egiaztapena pasatako datuekin egiteak desa-
bantailak baditu; datu berberak baldin badira eredua eraikitzeko
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eta eredua egiaztatzeko erabiltzen direnak, egiaztapena oso esan-
guratsua ez izatea gerta liteke.

Hala ere, egiaztapen hori egitea ez da beti posible izaten, zenbaite-
tan aurretik ez delako daturik izaten. Horrelakoetan egin eredua
ebaztearen ondorioz kalkulatutako soluzioa erabil daiteke pro-
blema errealean erabakiak hartzeko, eta errealitatean lortutako

datuak geroago ereduaren jokaera ebaluatzeko erabiliak izango
dira.

5. Soluzioaren erabilpena praktikan.

Praktikan erabakiak hartzeko unean oso lagungarri gertatzen da
ereduaren bitartez kalkulatutako soluzioa eskuartean izatea. Erai-
kitako ereduak eta soluzioa lortzeko erabilitako metodoak emaitza
ona sortzen duten egiazta daiteke azken urrats honetan. Kalku-
latutako emaitza ona ez dela egiaztatuz gero, planteatutako ere-

dua berrikusi beharko da.

1.4 Beste zenbait metodo

Ereduak eraikitzearen teoria asko garatu bada ere, zenbait sistema
erreal adierazteko aipatu ditugun eredu matematikoak erabiltzea oso
zaila gertatzen da oraindik, bai sistemaren aldagai-kopurua edota mu-
rrizketa-kopurua handiegia delako, bai soluzioa lortzeko teknika mate-
matikorik ez dagoelako.

Arazo horiek direla eta, eredu matematikoa erabiltzeari komenigarri
ez deritzogunean beste teknikaren bat erabili beharko da, halanola si-
mulazioa eta metodo heuristikoak. Sarreraren eta irteeraren arteko
erlazioa esplizituki adierazi beharrik ez da izaten simulazio ereduetan,
eta hori abantaila handia da. Bestalde, metodo heuristikoak erregelatan
oinarritzen direnez, algoritmo zehatzak baino errazagoak dira askotan.

1.4.1 Simulazioa

Simulazio-eredu batek sistema errealaren portaera imitatzen du eta,
saiakuntza estatistikotzat hartu behar da.
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Sistema errealak adierazteko eredu matematikoak erabiltzean sis-
tema sinplifikatu egin behar izaten dela aipatu dugu; ez ordea simula-
zioa erabiliz gero. Baina, simulazioaren bidez lortzen diren soluzioak
soluzio on baldin badira ere, ez dira optimo izaten, eta gehienetan,
soluzio on horiek lortzeak kalkulu asko eskatzen du.

Simulazio adibide b gt

Demagun joko batean parte hartzeko aukera daukagula. Jokoa txan-
pona baten jaurtiketan datza. Jakina denez, txanpona jaurtiki on-
doren aurpegia edo gurutzea agertuko da. Joko honetan txanpona be-
hin eta berriz botako dugu ateratako aurpegi-kopuruaren eta gurutze-
kopuruaren arteko aldea 3-koa den arte. Behin 3-ko alde hori lortu
denean 8.000 pta irabazten du jokalariak, baina hau gertatzen ez den
bitartean txanpona jaurtikitzen duen bakoitzeko 1.000 pta ordaindu
beharko du.

Jokoaren arauak horiek izanik, jokalariak dirua irabaziko du helbu-
rua lortzeko 8 jaurtiket 4 baino gutxiago behar izaten duenetan. Beste-
lako kasuetan garbi dago jokalariak dirua galduko duela. Joko honetan
parte hartzea errentagarri gertatuko zaion jakin nahi du jokalariak.

Jokoan gertatzen diren diru irabazi eta galerak garbiago ikusteko
behin eta berriz txanponarekin bere kasa jokoan jardutea erabakitzen
du, gero saio horien arabera batezbesteko irabazia kalkulatzeko.

Demagun zenbait jokaldi egiten duela eta ondoko emaitzak lortzen
dituela:

XAAX AXAXXXXXAAAAAXXX X
XXAX AAXXXAXXAXXXXAXAX
XXXXAXXXXXXAXAXXAXAAA
AXAXAAXAAAAX AAAAXAXAX
AAXXXT XX AAXAXAAA ...

Ondokoak dira lortu_ diren emaitzak. Lehen jokaldian, txanpona 11

aldiz jaurtiki ondoren jekaldia bukatzen da (7 gurutze eta 4 aurpegi).
11.000 ordaindu eta 8.0 0 irabazi direnez, 3.000 galdu dira. Bigarrenean
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berriz 5 aldiz jaurtiki ondoren (gurutze 1 eta 4 aurpegi). 5.000 ordaindu
eta 8.000 jasotzeagatik 3.000-ko irabazia izan dugu. Jokaldi asko bu-
rutu ondoren (laginaren tamaina handia izanik) jokoa irabazteko txan-
pona batezbesteko zenbat aldiz jaurtiki beharko duen badaki jokalariak.
Kontutan izan behar da, laginaren tamaina eta bariantza oso garran-
tzitsuak direla jokoan parte hartzea komeni den ala ez erabakitzeko.

Kasu honetan 13 jokaldi burutu dira eta batezbestekoa honela kalku-
latuko dugu:

IT+34+3+9+T7T4+7T+5+3+174+5+5+11+9

13 B

Normalki, laginak ez dira txanpona jaurtikiz lortzen, ausazko zen-

bakiez osaturiko zerrendak sortuaz baizik. Zerrenda horietatik abiatuz
eta probabilitate-banaketak erabiliz ausazko azterketak lortuko dira.

7.6

Tladen simulazioa

Demagun bezeroek zerbitzuren baten zain ilada bat osatzen dutela.
Honelakoetan bi motatako kostuak sortzen dira: eragite-kostua, zeina
zerbitzari-kopuruarekin batera handitzen den, eta itxarote-kostua, zer-
bitzari-kopuruak behera egitean handitzen dena. Kostu hauek zerbitza-
ri-kopuruaren arabera aldatzeaz gain zerbitzatze-denboraren eta beze-
roen sarritasunaren arabera ere aldatzen dira.

Problemak eskatzen duena zera da: kostuak minimo izan daitezen
izan beharko dugun zerbitzari-kopurua zein den aurkitzea. Kopuru
hori zein izan daitekeen ezagutzeko sistemaren funtzionamendua simu-
latuko duen sistema eraiki dezakegu, zerbitzari-kopuru desberdinekin
zer nolako kostuak sortzen diren aztertu eta honela batezbesteko kos-
tuak kalkulatzeko. Simulazioari esker lorturiko datuek beharrezko era-
bakiak hartzen lagunduko digute.

1.4.2 Metodo heuristikoak

Oro har, metodo heuristikoak ere iteratiboak dira. Problemarako so-
luzioa ematen dute, soluzio hori soluzio optimotik zenbateraino gertu
dagoen jakiterik ez badago ere. Hala ere, metodo hauek badituzte aban-
tailak, kalkulu gutxiago eskatzen baitute soluzioa lortzeko eta ulerte-
rrazagoak diren erregelatan oinarritzen baitira.
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Metodo heuristikoak soluzio hurbilak kalkulatzeko erabiltzeaz gain,
optimizazio-algoritmo zehatzetan erabil daitezke konberjentzia azkar-
tzeko asmoz.

Adibidea:

Demagun bidaiari batek lau hiri bisitatu behar dituela; egunean
zehar lau hirietatik pasa behar du behin eta bakarrik behin, iturburu
hirira itzuli baino lehen. Kilometro-kopuru txikieneko ibilbidea burutu
nahi du bidaiariak, eta horretarako, hiriak zein ordenatan bisitatu be-
harko dituen jakin nahi du. Hirien arteko distantziak taulakoak dira:

1 2 3 4
If— 6 3 8
216 — 4 7
3{3 4 — 10
418 7 10 —

Diagonaleko distantziak zero badira ere, zero horiek ez dira esleituak
1zango.

Soluzioa kalkulatzeko metodo heuristiko erraz bat honakoa da: 1.
hirian hasten dela emanik, 3. hirira abiatuko da, bera baita gertuen
gelditzen zaiona. Ondoren, oraindik bisitatuak izan ez diren hirien
artetik gertuen dagoenera joango da, 2. hirira alegia. 2. hiritik gertuen
dagoen bisitatu gabeko hirira: 4. hirira. Azkenik, 1. hirira itzuliko da.
Ibilitako kilometro-kopurua: 3+ 7 +4 + 8 = 22

Metodo horren izena aldameneko gertuenaren metodoa da eta pro-
blemarako soluzio bat kalkulatzen du oso modu errazean. Hala ere,
soluzio hori soluzio optimotik zein gertu dagoen jakiteko modurik ez
dago.

Adibidea:

Demagun 4.orrian azaldutako garraio-problemaren moduko bat dau-
kagula, eta dagozkion kostu-matrizea eta eskari eta eskaintzari dagoz-
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kion murrizketak ezagunak direla. Soluzio bat kalkulatzeko honako
metodo heuristikoa erabil daiteke.

H, hiritik B; biltegira ahalik eta produktuen unitate-kopuru han-
diena bidaltzen da. Ondoren gauza bera egiten da B, biltegira ere, eta
H, hiriaren eskaintza oraindik bukatu ez bada Bj biltegiaren eskaria
zerbitzatuko da. Modu berean jokatzen da H hiriaren eskaintzarekin.
Honako soluzioa lortuko genuke.

By | By | Bs | ESKAINTZA

H,y 151101 5 30
H, 20 20

ESKARIA | 15|10 | 25

Garraio-problemaren soluzioa lortzeko metodo hau erabiltzea ez da
oso egokia, eskariak zerbitzatzeko ez dituelako garraio-kostuak ezer-
tarako kontutan izaten. Soluzio bat lortzeko metodo heuristiko hobeak

badira.

1.5 Optimizazioaren erabilera praktikoak

Modu honetako planteamenduak adibide praktiko askotan erabil dai-
tezke. Gainera, horietariko zenbait oso maiz agertzen da eta arreta
bereziz aztertuak izan dira. Horri esker, problema horiek identifikatu
dira, eta berauek adierazteko eredu matematikoak eta eredua ebazteko
teknikak finkatu dira. Azter ditzagun horietariko batzuk.

1.5.1 Inbentario-problemak

Inbentarioan produktuen unitate-kopuruak gordetzen dira. Bezeroen
eskariak betetzeko erabiltzen da inbentarioa. Eskari horiek denboran
zehar bete behar dira.

Mota desberdinetako kostuak aurki ditzakegu inbentario bati lo-
tuak. Inbentarioaren tamainarekin zuzenki proportzionala den kostua,
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gerora erabiliak izango diren inbentarioko unitateak biltegiratuak iza-
teak dakarren kostua da, adibidez. Bestalde, inbentarioko unitateak
erosteak edo ekoizteak eragiten duen kostua eta inbentarioaren urrita-
sun-kostua edo atzerapen-kostua daude, inbentarioaren tamaina txiki-
tzean handiagotuko direnak.

Horrelako prozesuetan erabakiak hartu behar dira. Erosi edo ekoiztu
beharreko unitate-kopurua eta zenbat denbora barru erosi edo ekoiz-
tuak izango diren zehaztu beharko da.

Bai inbentarioaren igoerak eta baita jaitsierak ere kostu gehigarria
suposatzen dutenez, mantenu minimoa eskatuko duen inbentario-maila
zehaztu nahi da.

Prozesu hori determinista izango da eskariak aldez aurretik ezagu-
nak baldin badira. Aitzitik, eskariak ausaz sortzen badira, prozesua
bera ere ausazkoa izango da; inbentario-mailaren mantenua ausazko
eskarien funtzioan egongo da une bakoitzean. Mota horretako proble-
mak ebazteko bada zenbait teknika matematiko, hala nola programazio
lineala, programazio dinamikoa eta programazio koadratikoa.

1.5.2 Mantenu-ordezkatzearen problemak

Zenbait prozesutan erabiltzen den tresneriak ez du betirako iraungo eta
noizbehinka tresneria zaharkitua tresneria berriaz ordezkatzea komeni
da. Hau gerta daiteke uneko tresneria ez dabilelako eta arazoa kon-
ponezina delako edota tresneria errendimendu gutxikoa delako.

Ordezkatze-problemak bi taldetan bana daitezke, tresneriaren irau-
pen motaren arabera:

1. Zenbait tresneri denboran zehar eraginkortasuna galduz doa, bai
narriaduragatik edo baita eraginkorragoak diren tresneriak mer-
katuratzen direlako, tresneri zaharren eraginkortasun erlatiboa
jaitsiarazten dutelarik.

2. Beste zenbait tresneri motaren eraginkortasuna, aldiz, konstantea
da zeharo hondatzen diren arte. Hondatze hori edozein unetan
gerta daiteke, hondatzearen probabilitatea tresneriaren adinare-
kin batera handitzen bada ere.
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Eredua eraikitzeko unean, problema determinista den ala ausazkoa
den bereiztu beharko dugu. Hauek dira mantenu-ordezkatzearen pro-
blemetan izaten diren kostuak:

e Mantenu-kostua eta eragite-kostua, tresneriaren aintzinatasuna-
rekin hazten direnak.

e Tresneriaren balioa, aintzinatasunarekin txikituz doana.
e Tresneri berria erosteak eragindako kostua.

Tresneriaren ordezkaketa egiteko datarik egokiena zehaztean datza
problema. Data horrek tresneria berria erosteak eragindako kostua eta
tresneria zaharraren erabilgarritasun galera eta balio galera orekatuko
ditu.

Mantenu-ordezkatzearen problemak bai teknika bereziak erabiliz eta
bai programazio dinamikoa erabiliz ebatz daitezke.

1.5.3 Itxarote-problemak

Mota honetako problematan, nolabaiteko zerbitzua eskaintzen duen
zerbitzaria dago eta bezeroek eskariak egiten dituzte zerbitzatuak iza-
teko. Eskari horiek guztiak ausaz sortzen dira eta ilada bat edo gehiago
osatuko dute zerbitzariaren zain daudelarik.

Oro har, itxarote-kostuak sortzen dira, bai bezeroaren galerarako
(iladan zain egoteagatik) bal zerbitzariaren galerarako (iladan bezeroen
eskaririk ez egoteagatik).

Itxarote-problemak sailkatzeko honako ezaugarriak izan behar dira
kontutan:

1. Bezeroen eskariak lerrokatzeko ilada-kopurua, hau da, zerbitzari-
kopurua.

2. Jarralan iristen diren bi eskariren arteko denbora.
3. Zerbitzatze-denbora.
4. Zerbitzatzeko modua: lehentasunezkoa, lehentasunik gabekoa.

5. Zerbitzariek osatutako egitura: seriean, paraleloan, nahasian.
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Helburua zera izan daiteke: kostu totala (zerbitzarien eragite-kostua
eta bezeroen itxarote-kostua) minimizatuko duen zerbitzari-kopurua
zehaztea. Kopuru hori zehazteko zenbait kasutan eredu matematikoa
eraikitzea posible izango zaigu, baina beste zenbaitetan simulazioa era-
biltzea komenigarria izango da.

1.5.4 Antolaketa-problemak

Burutu beharreko zenbait eginkizun eta bete beharreko zenbait mu-
rrizketa izanik, antolaketa-problematan eginkizun horiek burutzeko or-
dena optimoa zehaztu behar da. Adibidez, n eginkizun burutzeko
m makina bagenu, lortu beharreko helburua eginkizunak makinei es-
leitzearena izango litzateke, neurriren bat optimizatuko lukeelarik: ma-
kinen langabezi denbora minimo izatearena, eginkizun guztiak buru-
tzeko beharrezko denbora minimizatzearena etab.

Bi antolaketa-problema berezi jarduera-sareen problema eta bidai-
ariaren problema dira.

o Jarduera-sareen problemak, proiektu bat burutzeko beharrezko
denbora optimoa zehazten du. Honela, ordena finko batean bu-
rutu beharreko jarduera multzoa izanik, jarduera horietariko ba-
koitzak iraupen denbora (zehatza edo ausazkoa) duela jakinda eta
jarduera burutzeak nolabaiteko kostua suposatzen duela jakinda,
jarduera guzti horiek antolatu behar dira. Ohizko helburuak
honakoak izaten dira: kostu total minimoa duen soluzioa lortzea,
iraupen minimoko soluzioa lortzea, egite-probabilitate maximoa
duen soluzioa lortzea etab. Optimizazio-teorian ezagunak diren
PERT eta CPM teknikak erabiltzen dira problema hauek ebaz-
teko.

‘o Lehen ikusi dugu, metodo heuristikoen bidezko ebazpidea azter-
tzerakoan, bidaiariaren problema. Problema hori eta antolaketa-
problemak alderatzen baditugu, bidaiariaren problema makina
batean n eginkizun burutzeko eginkizunak zer nolako ordenatan
burutu beharko liratekeen erabakitzea dela ikusten da. Modu

honetako problemak ebazteko programazio lineal osoa erabil dai-
teke.
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1.5.5 Baliabide-esleipenaren problema

Zenbait jarduera burutu behar denean eta jarduera bakoitza burutzeko
baliabide nahikoa ez dagoenean sortzen da baliabideak esleitzearen pro-
blema. Problema horren helburua urriak diren baliabideak esleitzea da,
esleitze horrek eraginkortasuna neurtzen duen funtzioa optimizatuko
duelarik. Baliabide erabilgarrien kopurua ezaguna da, eta baita jar-
duera bakoitza burutzeak eskatzen duen baliabide-kopurua eta eragin-
dako kostua ere.

Epealdi baterako egindako baliabide-esleipenak ez baldin badu gero-
agoko epealdietan egingo diren baliabide-esleipenen gain inolako
eraginik, orduan esleipen-problema estatikoa da. Horrelako problemak
ebazteko programazio lineala erabil daiteke. Aitzitik, epealdi batean
egindako baliabide-esleipenak hurrengo epealdiko baliabide-esleipena-
ren gain eragina balu, esleipen-problema dinamikoa izango litzateke,
berau ebazteko programazio dinamikoa erabili beharko litzatekeelarik.

Baliabide-esleipenaren problemak asko dira praktikan, hala nola
langileak makinei esleitzearena, produktu baten garraioa iturburu-pun-
tuetatik helburu-puntuetara antolatzearena etab.

Azaldutako erabilpenez gain bada praktikan ager daitekeen beste
zenbait problema ere; hala ere, ezagunenak dira aztertuenak izan dire-
nak eta horientzako ereduak eta soluzioak kalkulatzeko metodoak eza-
gunak dira.

Normalki, sistema errealetan ez da aurrean aztertutako problema
horietariko bat bakarra agertzen. Ekoizte-prozesu batean adibidez,
baliabide-esleipenaren problema ager daiteke, edota inbentario-proble-
ma, itxarote-problema, antolaketa-problema, etab. Problema guzti
horiek elkarren segidan ebatz daitezke, edo problema horietariko bat
baino gehiago aintzakotzat hartuko duen eredua eraikitzen saia gaitezke.



2.Gala

EREDU LINEALAK ETA
SOLUZIO GRAFIKOA

2.1 Sarrera

Laburki esanda, programazio linealak mugatuta dauden baliabideak
lehian diharduten jardueren artean esleitzearen arazoa aztertzen du, es-
leipena optimoa gerta dadin. Jarduera horiek burutuak izan daitezen,
urriak diren baliabideak lortzeko lehian dabiltza eta jarduera horien
maila optimoa aukeratzean datza problema. Problema orokor hau ego-
era desberdin askotan aurki daiteke praktikan: beharrei baliabideak
esleitzerakoan, ekoizpenaren plangintzan, ekoiztutako produktuak itur-
buruetatik helburuetara garraiatzean etab.

Programazio linealak problema deskribatzeko eredu matematikoa
erabiltzen du. Lineal adjektiboak zera adierazten du: eredu matemati-
koko funtzio guztiak, bai murrizketak eta bai helburu-funtzioa, linealak
direla. Behin problema ebazteko eredu matematikoa eraikia izan de-
nean soluzioa lortzeko oso eraginkorra den prozedura erabiliko dugu;
SIMPLEX metodoa hain zuzen ere. Metodo hau oso erabilgarria ger-
tatzen da egoera asko planteatu daitekeelako eredu lineala erabiliaz;
optimizazioan beste zenbait arlotan ere erabil daiteke gainera.
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2.2 Eredu lineala

Definizioa 2.2.1 Eredu lineala esaten zato ondokoa optimizatzen (ma-
zimizatzen edo minimizatzen) duenari:

z=clx (2.1)
ondoko murrizketak betetzen dituelarik:
<
Ax>b (2.2)
x>0 (2.3)

Optimizatu behar den funtzioak (2.1) helburu-funtzio izena du, (2.2)
desberdintzek murrizketa eta (2.8) ekuazioek ez-negatibotasun murriz-
keta.

Planteatu berri dugun ereduan agertzen diren elementuak ondokoak
dira:

e x bektorearen n osagaiak erabaki-aldagaiak dira.

cT bektorea unitateko prezio-bektorea edo kostu-bektorea da. Ho-
nek ere n osagai du.

Baliabide-bektorea deritzon m osagaidun b bektorea .

Teknologi koefizienteen matrizea izena duen A matrizea, m le-
rroz eta n zutabez osaturik dagoena. A matrizeko a;; elementu
bakoitzak (: =1...m, y = 1...n) j jarduera-unitatea burutua
izan dadin behar den ¢ baliabidearen unitate-kopurua adierazten

du.

Eredu linealean, ¢ eta b bektoreen eta baita A matrizearen elemen-
tuak ezagunak dira. x bektorearen osagaiak, aldiz, ereduaren aldagaiak
dira eta beren balioa zehazteke dago.

2.3 Eredu lineala idazteko erak

FEredu lineala idazteko ondoko hiru idazkerak erabil daitezke.
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2.3 .Taula: Elikagaien bitaminak eta kostua

BITAMINAK ELIKAGAI
ELIKAGAIA (mg/gr) GRAMOAREN
A B D E KOSTUA
1 2 1 0 1 14
2 1 2 1 2 9
3 1 0 2 0 13
4 1 2 1 1 16
— Salmentari dagokiona.
L3 <20

e Ez-negatibotasun murrizketak.

Ekoiztutako produktu-kopurua ez da inoiz negatiboa izango.

T1,22,T3 Z 0

Adibidea. Jan-neurriaren problema

Elikapen-zentro batean A, B, D eta E bitaminak kopuru egokian
izango dituen jan-neurria prestatzen ari dira. Jan-neurriak ondokoak
bete beharko ditu: gutxienez 25 mg A bitamina izan beharko ditu,
B bitamina-kopuruak 25 mg eta 30 mg artean egon beharko du, D
bitaminak berriz 22 mg-tik gora agertu beharko du eta gehienera jota

ere 17 mg E bitamina nahi dira.

Bitamina guzti horiek 4 elikagai ezberdinen bidez lor daitezke. 2.3 .
taulan zera dator adierazia: elikagai gramoko dagoen A, B, D eta E
bitaminen mg-kopurua eta elikagai horietariko bakoitzaren gramoko

kostua.
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2.2 .Taula: Beharrezko makinen ordu-kopuruak

P, P, P
A makina{ 8 2 3
B makina| 4 3 -

D makina | 2 - 1

dago. Horrek lantegiaren ekoizpena mugatu egiten du. Makinen era-
bilgarritasunak 2.1 .taulan datoz adieraziak. Era berean, produktu-
unitate bakoitza ekoiztua izan dadin behar den makina bakoitzeko
ordu-kopurua 2.2 .taulan emana dator.

Lantegiko salmenta-sailak dioenez, Py eta P, produktuak saltzeko
ahalmena, ekoiztu litekeen kopuru maximoa baino handiagoa da. Ps
produktua berriz, asteko 20 unitate baino gehiago ezin daiteke sal.

Saldutako P, P, eta P; produktu-unitate bakoitzetik lortutako
irabazia 20, 6 eta 8 ptakoa da, hurrenez hurren. Problemak zera es-
katzen du: irabazia maximoa izan dadin lantegiak asteko ekoiztu be-
harko duen produktu bakoitzeko kopurua zehazteko eredu lineala for-
mulatzea.

EBAZPIDEA

e Erabaki-aldagaiak. x,z,,x3. Asteko zenbat P, P, eta P pro-
duktu-unitate ekoiztu behar den adierazten dute.

e Helburu-funtzioa. maz z = 20z, + 622 + 8z3
e Murrizketak.
— Denborari dagozkionak.
8zy +2x, +3xz3 <200

4y 43z, <100
2331 “"‘353 S 50
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2.1 .Taula: Makinen erabilgarritasunak

Ordu-kopurua

Makina mota (Asteko makina-ordutan)

A 200
B 100
D o0

ondoko murrizketen menpe

k3
Z ;T
j=1

VIA

:z:j>0,j:1...n

2.4 FEreduen eraiketa

Programazio linealaren bitartez problema bat aztertu nahi dugunean,
problema adieraziko duen eredua eraikitzea izango da lehenengo egin
beharko duguna. Lehen urrats hau ebazpen osoaren urratsik zailena
izan daiteke, eta kontu handiz egin beharko dugu ez baitago eredua
nola eraiki esango digun erregelarik; ereduak eraikiz ikasten da ereduak
eraikitzen. Azter dezagun zenbait adibide praktiko.

Adibidea. Baliabide-esleipenaren preblema

Lantegi batek P;, P, eta P3 izendatuko ditugun produktuak ekoiz-
terakoan, bere ekoizpen-ahalmenari ahalik eta etekin handiena ate-
ra nahi dio. Produktu horiek ekoizteko erabiltzen dituen A,B eta D
makinen erabilgarritasuna, hots ordu erabilgarrien kopurua, mugatuta
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opt z = (c1,...¢n)

Ln

ondoko murrizketen menpe

( a1l a12 ... din \‘ Tq bl

IA

a1 Q32 ... Jdgq L2 by

v

\ Gm1 Gmz --- Amn \xn/ \ om

/a:l\ O\

i) 0

Vv

a:n) O}

opt z = c1xy + CaTa + - + CuTy

ondoko murrizketen menpe
<
a1121 + a1223 + - + 12y > by

<
@1 T1 + ATy + -+ + Aon®y, S by

<
A1 T1 + GmaZo + -+ ATy > by

L1, T2...Tp ZO

n
opt z = Z C;x;

i=1

19
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Eskatzen dena zera da: kosturik txikieneko jan-neurria aurkitu nahi

da, beti ere beharrezko A, B, D eta E bitamina-kopurua ziurtatuko
duelarik.

EBAZPIDEA

o Erabaki-aldagaiak. Erabaki-aldagaiek zera adierazten dute: jan-
neurriak duen elikagai bakoitzeko gramo-kopurua.

x; : j elikagai-kopurua gramotan, 5 :1...4

e Murrizketak. Hauek ondokoa adierazten dute: bitamina mota
bakoitzeko behar den unitate-kopurua.

2¢1 4+ 29+ 23+ 24 > 25 (A Bitamina)

(
25 < 2y + 229 + 224 < 30 (B Bitamina)
Ty + 223+ 24 > 22 (D Bitamina)
(

r1 + 229 + 24 < 17 (F Bitamina)

e Helburu-funtzioa. Problemaren helburua ahalik eta kosturik txi-
kieneko jan-neurria lortzea da.

men z = 14z, + 929 + 13235 + 1624

e Ez-negatibotasun murrizketak. z;...24 >0

Honela lortu dugun eredua linealak diren funtzioz osatua dagoela ikus
dezakegu. Ondokoa beteko duten z,,z,,z3 eta x4 aldagaien balioak
zehaztea 1zango da eredu linealaren soluzioa topatzea:

min z = 14x1 + 929 4+ 1323 + 1624
ondoko murrizketen menpe

201 + X9+ 23+ T4 > 25

21+ 229 + 224 < 30
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2.4 Taula:

UPELA- | UPELAKO
ESENTZIA | KOPURUA | PREZIOA

1 2.000 10
2 3.000 8
3 1.000 12

21+ 229 + 224 > 25
Ty + 2x3 + T4 > 22
$1+2x2+$4§17

$1...ZI§'4_>_0

Adibidea. Nahasketen problema

Birfindegi batean 2 gasolina mota (A eta B) ekoizten dituzte, ho-
rretarako 3 esentzia desberdin nahastuz. FErabil daitekeen esentzia-
kopurua eta mota bakoitzeko upelaren prezioa 2.4 .taulan datoz adie-
raziak.

A eta B gasolinak kalitate onekoak izan daitezen, nahasketak egite-
rakoan ondokoak kontutan izan behar dira:

e A gasolinaren %50-a gutxienez 1. esentzia da eta ezin du 2. esen-
tzia %30-etik behera izan.

e B gasolinaren 3. esentzia-kopuruak %30-etik beherakoa izan be-

har du.

A gasolinaren salneurria 40-koa da upelako eta B-rena 35-ekoa. Dema-
gun ekoiztutako gasolina guztia saltzeko gai dela birfindegia.



2.4. EREDUEN ERAIKETA 25

Irabaziak ahalik eta handienak izan daitezen mota bakoitzetik zen-
bat gasolina ekoiztu beharko den zehaztuko duen eredu lineala eraikiko

dugu.
EBAZPIDEA

o Erabaki-aldagaiak.
z;; : J gasolinak (j = A, B) duen ¢ esentzia-kopurua (v = 1,2, 3)

e Helburu-funtzioa.

— Ekoizpen-kostua.

EK =10(z14 + 215) + 8(z24 + 28) + 12(234 + 235)

— Salmenta-prezioa.

SP =40(z14 + x24 + 234) + 35(2z1p + 225 + 23B)

maz (irabazia) = —FK 4+ SP =
= 30214 + 32224 + 28234 + 25215 + 27295 + 23735

e Murrizketak.
— Lehengaien erabilgarritasunari buruzkoak.

14+ 218 <2000 (1 esentzia)
Toa + zo < 3000 (2 esentzia)
T34 + z3p < 1000 (3 esentzia)

— Gasolinen kalitateari buruzkoak.

50
T4 2> W(IM + 294 + 234)

Toa > 1_0“0"<331A + T94 + T34)

x3p < 1—@(3513 + x2B + T3B)
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2.5 Taula:
Eguna Beharrezko langileak
Astelehena 20
Asteartea 15
Asteazkena 18
Osteguna 18
Ostirala 12
Larunbata 17
Igandea 10

— Ez-negatibotasunari buruzkoak.

2;>0 Vi=1,23 Vj=AB

Adibidea. Ordutegien antolakuntza

Lantegi batean erabateko jardunaldiaz lanean arituko diren langi-
leak behar dituzte; langile-kopuru desberdina asteko egun bakoitzerako.
2.5 .taulan datoz, hain zuzen ere, asteko egun bakoitzean behar direnak.

Langile bakoitzak 5 egun jarraietan lanean aritu ondoren 2 egune-
tako atsedenaldia hartu behar du, legeak hala arautzen duelako.

Guztiarekin, lantegiaren beharrei aurre egiteko behar den langile-
kopuru minimoa emango duen eredu lineala zehaztatuko dugu.

EBAZPIDEA

e Erabaki-aldagaiak. z; : j egunean (j = 1...7) atsedenaldiaren
ondoren lehen aldiz lantegiratuko den langile-kopurua. Adibidez,
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71 astelehenean lanean hasten direnak dira eta ostiral arte lanean
arituko dira.

o Helburu-funtzioa. Langile-kopuru minimoa kontratatu nahi du
lantegiak.

mmz==x;+2y+...4+ 27

e Murrizketak.

zq +z4 4zs +zg +x7 > 20 — astelehena
T1 +x9 +xs5 +xe +xz7 > 15 — asteartea
7 +x9 +z3 426 +xz7 > 18 — asteazkena
7 +xo +x3 +x4 +x7 > 18 — osteguna
1 +x9 +x3 +x4 5 ' > 12 — ostirala

T9 +r3 +x4 +x5 +z6 > 17 — larunbata

z3 +x4 x5 4z +2x7 > 10 — igandea

e [z-negatibotasun murrizketak.

Adibidea. Garraio-problema

Lantegi batek bi ekoizpen-zentro du: A eta B. Bietan produktu
mota bera ekoizten da, 2.000 unitate/hilabeteko lehen zentroan eta
3.000 bigarrengoan.

Ekoizpen-zentro horietatik hiru erostetxetara saltzen dituzte ekoiz-
tutako produktuak. Erostetxe horiek hilero 500, 3.500 eta 2.000 pro-
duktu-unitate eskatzen dituzte.

Zentroetatik erostetxeetara produktuak garraiatzeak badu bere kos-
tua. lkus 2.6 .taula.
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2.6 .Taula: Garraio-kostuak (pta/unit)

A ZENTROA | 5 20 15
B ZENTROA |20 15 6

Hortaz, zein izango litzateke erostetxeen eskariei aurre egin eta bu-
rutu beharreko garraio guztiak kosturik txikienean egin ahal izateko
lantegiak beharko lukeen garraio-sistema?

EBAZPIDEA

e Erabaki-aldagaiak.

z;; : 1 ekoizpen-zentrotik (2 = A, B) j erostetxera garraiatzen den
produktuaren unitate-kopurua (57 = 1,2, 3).

e Helburu-funtzioa. Banaketa-kostua ahalik eta txikien egitea.

min z = dx a1 + 202 49 + 152 43 + 20251 + 15282 + 6283

o Murrizketak

— Zentroen eskaintzari buruzkoak. Zentroetan ekoitz daite-
keena baino gehiago ezin daiteke sal.

Ta1 + Tao + 43 < 2000
g1 + xp2 + zp3 < 3000

— FErostetxeen eskariei buruzkoak. Eskariak zerbitzatu egin be-
har dira.

a1 + zp1 > 500
T a9 + Tpy > 3500
T3 + Tp3 = 2000
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~ Ez-negatibotasunari buruzkoak.

:E,JZO i:A,B j:1,2,3

2.5 Programazio linealaren suposaketak

Sistema erreal batek, eredu lineal batez adieraztean, proportzionalta-
suna, batukortasuna, zatigarritasuna eta ziurtasuna gordetzen dituela
suposatzen da. Eredua lineala izan dadin lehen bi suposaketak egitea
beharrezkoa da.

1. Proportzionaltasuna. Ereduko k jarduera burutzen bada, on-

dokoak beteko dira:

(a) z-ren eraginkortasun-neurria ¢,y da.

(b) 2 baliabide bakoitzeko kontsumoa a;z) da.

Bi neurri horiek & jarduera mailarekiko zuzenki proportzionalak
dira. Honek esan nahi du bai helburu-funtzioan baita murrizkete-
tan ere, jarduera hasteak ez duela kostu gehigarririk eskatzen.

2. Batukortasuna. Jarduera desberdinen artean elkarrekintzarik
ez egotea eskatzen du batukortasunak. Horri esker, bi erabaki-
aldagaik ez dute inoiz biderkadura bat osatuko. Honela, batu-
kortasunak zera eskatzen du: (z;...z,) jardueren edozein maila
emanik eraginkortasunaren neurri totala eta baliabide bakoitzeko
kontsumo totala, burututako jarduera bakoitzak sortutakoaren
baturaren berdina izango dela. Adibidez, j eta k jarduerak bu-
rutzen direnean ondoko batugaiak agertzen dira helburu-funtzioan
eta ¢ murrizketan:

C;T; + CrpTy

a;;T; + QR

Aurreko bi ezaugarriak beteko ez balira, eskuartean daukagun
problema ez-lineala izango litzateke. Berau ebazteko bada beste
zenbait metodo zehatz.
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3. Zatigarritasuna. Zenbait erabaki-aldagaik errealitatean zen-

tzua izan dezan balio osoa hartu beharko du. Zatigarritasunak
esaten duena zera da: jarduera bakoitzeko unitateak zatigarriak
direla, eta hau da, hain zuzen ere, programazio linealean lortu-
tako soluzio optimoan sarritan gertatzen dena. Bilatzen den solu-
zio optimoak osoa izan behar duenean, lortutakoa biribil daiteke
edo, biribilketaren emaitza egokia ez izatekotan programazio li-
neal osoaren prozedurak erabil daitezke.

. Ziurtasuna. FEzaugarri honen arabera, ereduko «a;;,b; eta ¢;

parametroak konstante ezagunak dira. Baina problema errealetan
oso gutxitan gertatzen da hori.

Parametro ezagunak dituen eredu batentzako soluzioa kalkulatzea
posible da. Denboran zehar parametroak aldatuko balira, orduan
sentikortasun-analisirako teknikak erabiliko genituzke. Horiel es-
ker, aldakorrak diren parametroak aldatzen diren heinean, une
bakoitzean hartzen duen balioari dagokion soluzio optimoa lor-
tuko da. Parametrorik sentikorrenak zein diren ere ezagutu ahal
izango dugu, zehazkiago aztertuak izan daitezen.

2.6 Ebazpen grafikoa

Oro har, eta nahiz eta problema lineal guztiak grafikoki ebazterik ez
izan, guztiek badute interpretazio geometrikorik. Problemak 2 edo
3 aldagai duenean grafikoki ebatz daiteke. Metodo grafikoa interes-
garria da berari esker programazio linealeko kontzeptu garrantzitsuak
grafikoki ikus daitezkeelako. Hori ikusteko zenbait eredu grafikoki eba-
tziko dugu.

Adibidea. Soluzio Optimo Bakarreko eredua

Demagun ondoko problema lineala.
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max z = 1521 + 10z,
ondoko murrizketen menpe
22y +4zy < 44
—x1 +4xy <20
2xq — T < 14
21 — 3z < 2

5171,3/'220

Gure helburua zera da: helburu-funtzioa maximoa izan dadin z, eta
z, erabaki-aldagaiek zein balio hartu beharko duten zehaztea.

EBAZPIDEA

Murrizketek mugatzen duten azalera marraztuko dugu koordenatu
sisterna batean. Ereduaren murrizketa bakoitza erdiespazioa da. Ho-
nela, lehen murrizketak, 2z, 4+ 4z, < 44, mugatutako erdiespazioa ma-
rrazteko 2z + 4xy = 44 zuzena irudikatzen da. Zuzen honek planoa
bi erdiespaziotan banatzen du eta horietariko bat izango da murrizke-
tak mugatzen duena (zuzena bera barne murrizketa berdintasunez ere
betetzen baita). Irudian gezien bidez bereizten da. (lkus 32. orriko
irudia).

Gainontzeko hiru murrizketentzat ere gauza bera eginez soluzioen
multzoaren adierazpen grafikoa lortzen da.

Puntuz bete dugun azalera soluzio-puntuen multzoa da, bertako
puntuek murrizketa guztiak betetzen dituztelako. 0ABDEF poligonoa
multzo ganbila da. Aurrerago frogatuko dugunez, edozein eredu line-
alerako soluzio-multzoa multzo ganbila da eta soluzio optimoa multzo
ganbilaren mutur-puntua da. Aurreko adibidean 0,A,B,D.E eta F dira
soluzio-multzoaren mutur-puntuak. Puntu horiek kalkulatzeko, zuzenen
arteko ebakidura puntuak aurkitu behar dira eta z = 15z; + 10z,
optimo egiten duen puntua (maximo gure kasuan) izango da bilatzen
dugun soluzio optimoa.
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x2
-x1+4x2=20
N A
- 2x1+4x2=44
0
/ F A x1

max

2x1-x2=14

Puntuak hauek dira:
A=(05), B=(87), D=(106)

E=(82), F=(20), 0=(00)

z helburu-funtzioak D puntuan lortzen duela balio optimoa egiazta
daiteke (z = 210). Grafikoki ere ikus daiteke 0,A,B,D,E eta F puntuen
artetik zein den soluzio optimoa, horretarako guztien balioak kalkulatu
beharrik izan gabe. z = 15z, 4+ 10z, zuzena irudikatzen da z-ri balio
finkoren bat emanez. Soluzioen eskualdean zehar zuzena desplazatzen
da optimizatzeak eskatzen duen norantza jarraituz. Kasu honetan, ja-
torri-puntutik urrunduz z-ren balioa handitzen da.

Soluzio optimoa:

2551 —l‘ 42132 =44

— D = (10,6)
le — X9 = 14

z*=15-10 + 10-6 = 210
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Honek zera esan nahi du: z; eta z, erabaki-aldagaiek z; = 10
eta z9 = 6 balioak hartzean helburu-funtzioak balio maximoa lortuko
duela. Irabazi maximoa z* = 210-ekoa da.

Adibidea. Aukerazko Soluzio Optimoak edo Soluzio Op-
timo Anizkoitzak dituen problema lineala.

Demagun ondoko eredu lineala eraiki dugula:

mazx z = 2z + 4z
ondoko murrizketen menpe
201 +4z, < 44
-z + 4z, <20
2z — x4 < 14
21— 3wy < 2

Z1,Z2 Z 0

Adibide honetako soluzio-puntuen multzoa eta aurreko adibidekoa
multzo berbera direla ikus daiteke, murrizketak berberak direlako. Bai-
na helburu-funtzioa aldatu egin dugu. z-ri balio bat emanez irudikatzen
da helburu-funtzioa eta optimizazioak eskatzen duen norantzan zuzena
desplazatuz BD segmentura iristen da. (Ikus 34. orriko irudia).

BD segmentua osatzen duten puntu guztiek balio optimoa ematen
diote helburu-funtzioari. Geroago frogatuko dugunez, eredu linealak
mutur-puntu optimo bat baino gehiago duenean problemak soluzio-
kopuru infinitua du.

2" =2-104+4-6 =44, 2*=2-844-T=44

B eta D puntuetan z funtzioak balio berbera hartzen du eta baita seg-
mentuaren puntu guztietan ere.
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x2

-x14+4x2=20

x1-3x2=2

2x1+4x2=44

x1

2x1-x2=14

Adibidea. Soluziorik gabeko problema.
Demagun ondoko eredua:

maxr z = T1 + o

ondoko murrizketen menpe
221 + x5 <5
Ty >4

z1,T9 2 0

Murrizketek eta ez-negatibotasun murrizketek definitutako eskual-
deen arteko ebakidura punturik existitzen ez dela ikus daiteke. Beraz,
problema honek ez dauka soluziorik. (Ikus 35.orriko goiko irudia).
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x2

2x1+x2=5

e

xl=4

. max

x1

-2x143x2=2

x142x2=2

Adibidea. Bornegabeko soluzioen eskualdea.

Izan bedi honako problema:

35
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maz z = 10z, + 12z,

ondoko murrizketen menpe
T+ 2z9 > 2
-2z, + 3xq9 > 2

T, Ty : ez-murriztuak

Helburu-funtzioa infinituraino haz daiteke. Ez dauka, beraz, soluzi-
orik problema honek, edo esan daiteke soluzio bornegabea duela. (Ikus
35.orriko beheko irudia).

Problema erreal batean bornegabeko soluzioa lortzea, hau da, bali-
abideak mugatuta daudenean helburu-funtzioak infiniturantz jotzeak ez
dirudi oso logikoa. Horrelakoak gertatzen direnean problema ebazteko
eraiki den eredua berrikusi beharko dugu, agian murrizketak 1daztean
erroreak gertatu direlako edo problema ebazteko garrantzitsua izan
daitekeen beste zenbait murrizketa kontutan hartua izan ez delako.

Bornegabeko soluzioarekin topo egiteko derrigorrezkoa da soluzioen
multzoa bornegabea izatea. Hala ere, beharrezko baldintza bada ere,
ez da nahikoa, honelako multzoetan soluzio bornatuak egon daitezke
eta. Begira, bestela, aurreko problemaren helburu-funtzioa aldatu eta
beste min z = —2x, + 3z, funtzioaz ordezkatuz gero lortzen duguna:

x2

.. min

-2x1+3x2=2




2.7. ARIKETAK 37

2.7 Taula:

HONDAKIN TONA
GARBITZEAREN | 1L.KUTSAG. | 2.KUTSAG.

KOSTUA BEHERAP. | BEHERAP.
1I-LANT. 20.000 pta 0.5 tona 0.2 tona
2-LANT. 15.000 pta 0.1 tona 0.1 tona
3-LANT. 35.000 pta 0.3 tona 0.15 tona

Adierazpen grafiko horretan A puntuan hasten den zuzenerdiaren
puntu guztiak soluzio dira. Puntu horietan z funtzioak 2 balioa hartzen

du.

2.7 Ariketak

1. Ondoko problemen eredu linealak idatz itzazu:

(a) Hiritik gertu hiru lantegi aurkitzen dira: 1-lantegia, 2-lante-
gia eta 3-lantegia. Lantegi hauek, eguneroko ekoizpen-pro-
zesuaren eraginez sortutako hondakinak bertako ibaira bo-
tatzen dituzte. Hondakinak kutsagarriak dira, eta herriko
alkateak mehatxu egin die: jaurtikitako hondakin kutsa-
garriak maila onargarritik gorakoak balira, 1.000.000 ptako
izuna ordaindu beharko lukete.

Zorionez, kutsadura maila onargarrian mantentzea posible
da. Horretarako, sortutako hondakinek garbitze-prozesua
gainditu beharko dute. Honi esker, hondakinen bi kutsagai
nagusien kopurua txikitzea lortuko da. Garbitze-prozesuaren
kostua eta prozesuaren ondorioz lortutako kutsagai bakoi-
tzeko beherapena 2.7 .taulan datoz adieraziak.

i. Kutsagai bakoitza 40 tona jaitsi nahi da. Horrek es-
katzen duen garbitze-prozesuaren kostua ahalik eta txi-
kiena izan dadin eredu lineala idatz ezazu.
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2.8 .Taula:
HILEKO EROSTE SALMENTA BILTEG.
PROD. | BEHARRAK | PREZIOA PREZIOA ESPAZIOA
A 1000 unit 60 pta/unit | 100 pta/unit | 5 dm3/unit
B 800 unit 100 pta/unit | 150 pta/unit | 6 dm?/unit
D 750 unit 90 pta/unit | 140 pta/unit | 8 dm3/unit
E 1100 unit 200 pta/unit | 280 pta/unit | 3 dm?/unit
F 2000 unit 30 pta/unit | 50 pta/unit | 10 dm3/unit

(b)

ii. Demagun kutsadura maila jaisteko udaletxeak 5 milioi
ptako dirulaguntza eman duela. Kutsadura ahalik eta
txikiena izan dadin lantegi bakoitzak diru hori erabi-
liz garbitu beharko duen tona-kopurua zehaztuko duen
eredu lineala idatz ezazu.

Denda batek bere bezeroen eskariei aurre egiteko 5 produktu
erosi behar ditu. Hilero behar den produktu bakoitzeko ko-
purua, produktu-unitate bakoitzaren kostua, produktu ba-
koitzaren salmenta prezioa eta beharrezko biltegiratze-espa-
zioa 2.8 . taulan adierazitakoak dira.

Dendak 700.000 pta inberti ditzake eta 60.000 dm?> erabil
ditzake produktuak gordetzeko. Hileko beharrak betetzeko
erositako produktuez gain erositako produktuek % 10-eko
beherapena izango dute.

Dendak hilean behin erosten ditu hileko eskariei aurre egin
ahal izateko beharrezko produktuak, baina ez du inoiz 2 hi-
labete baino gehiagorako erosiko.

Irabazia ahalik eta handiena izan dadin eredu lineala eraiki
ezazu.

Lantegi batek hurrengo lau hiruhilabeteetan eraikiko duen
txalupa-kopurua finkatu behar du, eskaria 40, 60, 75 eta 25
txalupakoa dela jakinda. Hiruhilabetealdi bakoitzeko eskaria
zerbitzatu egin behar du lantegiak. Lehen hiruhilabetearen
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hasierako inbentarioa 10 txalupakoa da eta bakoitzaren hasi-
eran hiruhileko ekoizpena erabaki beharko da. Gauzak erraz-
tearren, hiruhilabeteko batean eraikitako txalupak hiruhila-
beteko horretako eskariari aurre egiteko baliagarriak direla
suposatzen da. Hiruhilabeteko bakoitzeko ohizko ekoizpena
40 txalupakoa da, eta kostua 40.000 pta/txalupa da. Hala
ere, ekoizpen-gehigarria erabiltzea posible da, honela lortu-
tako txalupen kostua 45.000 ptakoa izango delarik.

Hiruhilabeteko bakoitzaren amaieran (ekoiztu eta hiruhila-
betealdiaren eskariak bete ondoren) biltegiratzen den txalu-
pen biltegiratze-kostua 2.000 ptakoa da itsasuntziko.

Ekoizpena kosturik txikienean antolatzeko eredu lineala
eraiki ezazu.

Lantegi batek bi lurrin mota sortzen du: Brute lurrina eta
Chanelle lurrina. Lurrin mota bakoitza ekoizteko behar di-
ren lehengaien kostua 60 pta/Kg-koa da. Lehengai kiloa
lantzeko 2 laborategi-ordu behar da. Lantzen den lehengai
kiloko 200 gr Brute lurrin eta 250 gr Chanelle lurrin era-
tortzen da; lurrinen salneurriak 25 pta/gr eta 20 pta/gr dira,
hurrenez hurren.

Behin bi lurrin mota horiek lortu dituenean, lantegiak birfin-
keta-prozesuaren bidez luxuzko Brute lurrina (60 pta/gr sal-
neurriduna) eta luxuzko Chanelle lurrina (50 pta/gr salneu-
rriduna) lortzeko aukera du. Birfinketa prozesuan birfintzen
den Brute lurrin gramo 1-ek laborategi-ordu 1 behar du eta
12 ptako kostua izango du; luxuzko Brute lurrin gramo 1
lortzen da. Birfindutako Chanelle lurrin gramo 1-ek 0.5
laborategi-ordu eskatzen du eta 12 ptako prozesatze-kostua
sortzen du, luxuzko Chanelle lurrin gramo 1 lortuko delarik.

Urtean 4.000 laborategi-ordu dago erabilgarri lantegian eta
2.000 Kg lehengai eros dezake. Lantegiari irabaziak maxi-
mizatzen lagunduko dion eredu lineala eraiki ezazu. Labo-
rategi-orduen kostua finkotzat har ezazu.

2. Ondoko eredu linealak grafikoki ebatz itzazu:
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mazr z = x1 + 22,
ondoko murrizketen menpe
Ty — Xy >3
1+ 2z, <1
Te <5

L1,ZT2 Z O

min z = 4x; — X
ondoko murrizketen menpe
Ttz < 4
T —T9 <0
1+ 2,21

391755220

mar 2 = Ty + L9
ondoko murrizketen menpe
T+ 3, <6
Ty +2x9 > 2
3x1 — 4z, > —1
Ty — Tog <2

L1, T2 Z O

maz z = &y + 32

ondoko murrizketen menpe
T1 — 229 < 2
T+ 219 > 4

L1,T2 2 O
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(e)

max z = X1 — 2o

ondoko murrizketen menpe
T, — 2x9 < 2
T+ 2Ty >4

z1,T9 >0

41






3.Gaia

ALJEBRA LINEALA ETA
MULTZO GANBILAK

Programazio linealaren garapenean aljebra linealeko eta multzo gan-
biletako zenbait kontzeptu erabiltzen da. Hori dela eta, datozen gaiak
ondo ulertzeko beharrezko gertatuko zaizkigun definizioak, propieta-
teak eta teoremak aztertuko ditugu gai honetan.

3.1 Aljebra Lineala

3.1.1 Bektoreak

Demagun R-ren gain definituriko K™ bektore-espazioa, zeinean bektore
arteko batuketa eta bektore eta eskalare arteko biderkaketa definiturik
dauden.

R"™-ko bektorea honela adierazten da:

Z7

Ln

3.1.2 Bektore-eragiketak

1. Batuketa. x eta y bektoreen arteko batuketa beste bektore bat
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da, zeinaren osagaiek ondokoa betetzen duten: z; = z; +y; V.
Eragiketa honek trukatze-propietatea eta elkartze-propietatea be-
tetzen ditu.

Adibidea:

Izan bitez ondorengo bi bektoreak:

3 2
X = 2 eta y= —4
—1 )

3 2 5
Z=X+Yy= 21+ -4 |=] -2
-1 5 4

. Bektore eta eskalare arteko biderkaketa. x bektore baten

eta A eskalare baten arteko biderkaketa y = Ax moduko bektorea
da non y; = Ax; Vi. Bektore baten eta eskalare baten arteko
biderkaketak batuketarekiko banatze-propietatea betetzen du.

Adibidea:

Izan bitez x bektorea eta A eskalarea:
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Beraien arteko biderkaketa honela kalkulatzen da:

—2 —4
AxX = 2- 4 | = 8
-1 -2

a

3. Bi bektoreren arteko biderkadura eskalarra

Y1 "
T-y:(xl...xn) : :Z:z:iyi
1=1

Yn

Vx,y x

Bi bektoreren arteko biderkadura eskalarra zenbaki erreala da.

Adibidea:

Har ditzagun bi bektore hauek:

3 2
X = 2 eta y = —4
—1 5)

Bektoreen arteko biderkadura eskalarra

2
x'y=032 1) -4 [=3-242-(—4) +(=1)-5=—-7
5

Ikus daitekeenez, bi bektoreren arteko biderkadura eskalarra zenbaki
erreala da.

O
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3.1.3 Menpekotasun eta independentzia lineala.
Oinarria

Definizioa 3.1.1 (Konbinazio lineala) Baldiny € R™ bektorea on-
doko erara idazterik baldin badago:

Y =Xy + X+ o+ Xy

orduan y € R"™ bektorea x1,X5...X, € R bektoreen arteko konbinazio
lineala dela esaten da, oy ...«, eskalareak izanik.

Adibidea:

Izan bitez bektore hauek:

=1 == (o) == (1)

x bektorea, x; eta X, bektoreen konbinazio lineal moduan idatz

daiteke:
1 1 2
Qay + g =
0 —1 4



3.1. ALJEBRA LINEALA 47

Definizioa 3.1.2 (Menpekotasun lineala) x;,x;...x, € R" bek-
tore multzoa linealki menpekoak direla esaten da baldin eta ondokoa
betetzen duten «; eskalareak existitzen badira, guztiak batera zero ez
izantk.

X1+ aaXg + -+ X, =0

Adibidea:

[zan bitez ondorengo bektoreak:

Linealki menpekoak al dira?

(3]0
22))-C)

Sistemaren bi bektoreak linealki menpekoak dira, zeren eta:

2 -1
4 -2

=0

Horregatik, sistemak oy = a; = 0 soluzioa izateaz gain beste infinitu
soluzio du.
O

Definizioa 3.1.3 (Independentzia lineala) x;,x;...x, € R" bek-
toreak emanik, baldin eta

Xyt aXy+ -t apx, =0 = ag=ay=--=a,=0

betetzen bada, orduan xi,Xs...X, bektoreak linealki independenteak
dira.
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Adibidea:

x; eta x; datozen bektoreak izanik beren arteko menpekotasun li-
neala aztertuko dugu.

(i) [

Konbinazio lineala aztertu beharko dugu:

2 —1 0
03] + - = 01:(12:0?
3 4 0

Aska ditzagun oy eta ay:

BRI EHEIERIREN

Beraz, linealki independenteak dira.

Definizioa 3.1.4 (Multzo sortzailea) {x;,x;...x,} R"-ko bektore-
multzoa multzo sortzailea da baldin Yy € R™ bektore {x3,X3...X,}
bektoreen konbinazio lineal moduan idazterik baldin badago, hau da,

dag . ..oy Y = a1X1 + ...+ apX,
Definizioa 3.1.5 (Oinarria) R" bektore-espazio bateko oinarri bat, es-
pazio barnekoa den eta ondoko baldintzak betetzen dituen {Xi...X,}

bektore-multzoa da.

1. Linealk: independenteak izatea.



3.1. ALJEBRA LINEALA 49

2. Espazioaren multzo sortzailea izatea.

Definizioa 3.1.6 (Dimentsioa) Bektore-espazio baten dimentsioa oi-
narria osatzen duten bektore-kopurua da.

Kontutan izan behar da, oinarri guztiek bektore-kopuru berbera
dutela.

Teorema 3.1.1 Bektore-espazioko edozein bektore oinarriko bektoreen
konbinazio lineal moduan idatzia izan daiteke. Gainera, konbinazio li-
neal hort bakarra da.

Teorema 3.1.2 Demagun R™-ko B oinarria daukagula. Oinarri hone-
tatik abiatuz beste oinarri bat lortzea posible da. B oinarrikoa ez den
eta zero ez den w bektorea 1zanik, beti existitzen da B oinarrian bekto-
reren bat zein w bektoreaz ordezkatua izan daitekeen, beti ere aldaketa
egin ondoren lortzen den bektore-multzoa ere oinarri izango delarik.

Ez dugu teorema honen frogapena garatuko, baina garatuko bagenu,
oinarriko zein bektore ordezkatua izan daitekeen ikusiko genuke. Tkus
dezagun adibide baten bidez.

Adibidea:

Izan bedi bektore multzo hau:

1 0 1
B:{Xlz 9 , X9 = 1 , X3 = 1 }
0 0 2

a) R3-ko oinarri dela egiaztatuko dugu:
g g

10 1
|Bl=12 1 1[{=2#0
00 2
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Ondorioz, 3B7! eta a;x; + Xy + asxs = 0 sistemak soluzio
bakarra du: oy = @3 = a3 = 0. Bektoreak linealki independen-
teak direla esan nahi du horrek. ®3-n 3 bektore linealki indepen-
dente aurkitu ditugunez, oinarria badaukagu.

(b) B oinarriko bektoreak v bektoreaz ordezkatuz beste oinarri batzuk
lortuko ditugu:

3
vV = 1
0
B-ko bektoreen konbinazio lineal moduan idatz daiteke v bek-
torea.
3 1 0 1
1 l=o] 2 | +a2} 1 | +a3] 1
0 0 1o 2
—1
o7 1 0 1 3
(0%} - 2 1 1 1
(6%} 0 0 2 0
Sistema ebatziz, o1 = 3, ay = =5, az = 0 lortzen da.

B oinarria izanik, eta B oinarriarekiko v bektorearen koordena-
tuak ezagunak izanik, ondorengo bi oinarriak eraikitzea posible
1zango zaigu:

B' ={v,x5,x3} , B"={x4,v,x3}

x5 bektorea ezin daiteke v bektoreaz ordezkatua izan, oz = 0

delako.
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3.1.4 Matrizeak

Definizioa 3.1.7 (Matrizeak) mxn ordenako A matrizea ondoko forma
duen adierazpena da:

{ aip a2 - Al
o1 Q22 -+ d2pn

Amzn -
Am1 A2 *°° Amnp

e Matrize-eragiketak:

1. Berdintasuna. A = B baldin «a;; = b;; Vi,j
2. Batuketa. C = A+ B, ¢;=ai+b;; Vi)

3. Eskalare eta matrize arteko biderkaketa.
4. Matrize arteko biderkaketa.

C=A-B, cj=Y amnby = aiby; + - + tinby;
h=1

A m x n dimentsioko matrizea bada eta B n x r dimentsiokoa,
orduan C m x r dimentsiokoa izango da. Biderkaketa egin
ahal izateko beharrezkoa da A-ren zutabe-kopurua eta B-ren
lerro-kopurua kopuru berbera izatea.

Definizioa 3.1.8 (Heina) Matrize baten heina, linealki independen-
teak diren matrizearen zutabe-kopuru edo lerro-kopuru mazimoa da.

Froga daiteke matrizean linealki independente diren lerro-kopuru
maximoa eta zutabe-kopuru maximoa kopuru berbera direla.

Teorema 3.1.3 A matrizearen heina k da baldin eta soilik baldin k+1
ordenako A matrizearen azpideterminante guztiak zero badira eta gu-
trienez zero ez den k ordenako azpideterminante bat existitzen bada.

Idazkera: rg(A) =k
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Adibidea:

Ondorengo matrizearen heina kalkulatuko dugu:

1 2 —1
A=]31 2
2 4 —2
1 2 -1
Al=13 1 2(=0
2 4 —2

Heina ez da 3.

ay; a 1 2
b= —1-6=-5#0 = rg(A)=2

ag1 Aa22 3 1

O

3.1.5 Ekuazio linealen sistemak. Soluzioak.

Demagun Ax = b sistema lineala, A m x n matrizea izanik. Sistemak
soluziorik izan dezan beharrezkoa eta nahikoa da rg(A) = rg(Ab) iza-
tea.

e Baldin rg(A) = rg(Ab) = ezezagun-kopurua = Soluzio bakarra
du sistemak

e Baldin rg(A) = rg(Ab) < ezezagun-kopurua = Sistemak in-
finitu soluzio du

Demagun Ax = b sistema non A m x n matrizea den m < n izanik,
eta ekuazio guztiak nagusiak diren (linealki independenteak). Esan
dugunez, sistema honek infinitu soluzio du.

rg(A) = rg(Ab) = m
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Baldin B m ordenako azpideterminantea bada, zeinaren zutabe guztiak
linealki independenteak diren, sistema honela berridaztea posible da:

Bxg + Rxp=Db

B-ko zutabeek R™-ren oinarria osatzen dute, |B| # 0 delako. Be-
raz, Xp kalkula daiteke. Horretarako, ekuazioaren bi atalak B~ l-ez
biderkatuko ditugu:

B 'Bxg+ B 'Rxp = B"'b

Xg = B_lb — B—lRXR
xp € R™™™ = infinitu balio har dezake

Edozein oinarritarako infinitu soluzio lortu ahal izango dugu. Baina,
guri ez zaizkigu soluzio guzti horiek interesatzen. Guk xgz = 0 balioa
finkatuta lortutako xp soluzioak nahi ditugu. Nagusi ez diren ezeza-
gunel zero balioa emanda ondoko soluzioa lortzen da:

Xp = B~'b — B—lRXR

xg = 0 eginez = |xg = B~'b

Honela, xg-11 balio bakarra emango diogu eta xg-r1 oinarriko soluzio
izena emango diogu. Oinarri bakoitzerako lor daiteke oinarriko soluzioa.
Zenbat oinarri desberdin har daiteke? m lerrodun eta n zutabedun
matrize baten m x m matrize desberdinen kopuru maximoa (m < n),
hau da, A matrizearekin osa daitezkeen B,,.,, matrizeak bezain beste:

n n!

m ml(n —m)!

Oinarri bakoitzari oinarriko soluzio bakarra dagokionez, hau oinarriko
soluzio-kopuru maximoa da baita. Maximoa da, horietako B matrize-
ren baten determinantea zero izatekotan B oinarr izango ez delako.
Ziurra dena zera da: oinarriko soluzio-kopurua finitua dela.
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Adibidea:

Honako sistemaren oinarriko soluzio bat kalkulatuko dugu.

2551-$2+31E3:2

1+ 29— x3=4

Matrize bat:

Matrize honen determinantea ez da zero. Beraz, oinarria da.

201 — x9 = 2 — 323
Ti+zo=4+1z3

z3 = 0 eginez, oinarriko soluzioa lortuko dugu.
-1
T2 1 1 4 2
Problema honek duen oinarriko soluzio-kopuru maximoa hau da:

3 3!
(2) TR

Egiazta daiteke beste bi matrizeen determinantea zeroren desberdina
dela, eta beraz, oinarriko soluzioak ematen dituztela, hau da
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3.2 Multzo ganbilak

3.2.1 Zuzen baten ekuazioa

X1,X2 € ®? bi puntu emanik x; # X, izanik, bi puntuek definituriko
zuzenaren ekuazioa X = X3 + A(xz —x;) VA € R da. Ondoko eran
ere idatz daiteke.

X = AXy + (1 = A)xy

Beraz, x; eta x, puntuek deskribatutako zuzenaren ekuazioa ondoko
multzoaren bidez adieraz daiteke:

R={x/x=M+(1-Xx1, X1,X2 € R* |, x; # X3, A € R}

Definizio hau R"*-rako orokortuz zuzen baten ekuazioa lortzen da R"
espazioan:

R={x/x=Xx2+ (1 = A)x1, x1,x2 € R" |, x; #X2, A € k}

3.2.2 Segmentuak

R%-n, x; eta X, bi puntu elkartzen dituen segmentua ondoko S mul-
tzoaren bidez adieraz daiteke:

S:{X/X:)\X2+(1—)\)X1,X1,X2€%2,X1#X2, OS/\S].}

Definizioa $"-rako orokortuz, R™-n bi puntu elkartzen dituen segmen-
tua:

S={x/x=2x+{1-x, x,% R, x;£x;, 0< A< 1}

3.2.3 Hiperplanoak eta erdiespazioak

e R%n — ¢, ¢ eta z balioak emanik ¢1z; + c2xy = 2 zuzen baten
ekuazioa da. 1 dimentsioko azpiespazioa da planoan; hiperplano
izena hartzen du.

o R3-n — ¢y, ¢y, c3 eta z emanik ¢; 27 + 224 + ¢35 = z plano baten
ekuazioa da. 2 dimentsiokoa da, 3 dimentsioko espazioan; hiper-
planoa da.
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e Oro har , R™n — ¢1,¢y...¢, eta z emanik cyzy + -+ + cpz, = 2
hiperplano baten ekuazioa da.

c’'x = z hiperplanoak elkarrekiko baztertzaileak diren hiru eskualde-

tan banatzen du espazioa.
1. {x/cTx < 2z} erdiespazio irekia.
2. {x/cIx =z} hiperplano bera.
3. {x/cTx > 2} erdiespazio irekia.
Ondokoak erdiespazio itxiak dira:
{x/cTx < 2} U{x/cTx =z} = {x/cTx < z}

(x/cTx =2} U {x/cTx > 2} = {x/cTx > 2}

3.2.4 Multzo ganbilak: definizioak

Definizioa 3.2.1 (Konbinazio lineal ganbila) x;,x, € R" bi puntu
izan bitez.

x=M+(l=X)x;, 0<A<1

idatzi badaiteke, orduan X puntua X, eta X, puntuen konbinazio lineal
ganbila dela esaten da eta X1 eta Xy puntuak lotzen dituen segmentua
da.

Baldin 0 < A < 1 betetzen bada, konbinazioari konbinazio lineal
ganbil murriztua esaten zato.

Definizioa 3.2.2 (Multzo ganbila) X multzoa multzo ganbila da bal-
din X1,Xy € X puntu-bikote ororentzat, x; # Xy izanik, konbinazio
lineal ganbila

Xx=Ax;+(1—-N)x;, 0<A<1

ere multzokoa bada.
Definizioa 3.2.3 (Mutur-puntua) X multzo ganbilaren x puntua mu-

tur-puntua da baldin #x,,x, € X, X1 # Xy non x = Axy + (1 — A)xy
0<A<l
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3.2.5 Multzo ganbilak: teoremak

Teorema 3.2.1 Hiperplanoa multzo ganbila da.

Frogapena:
Izan bedi
X ={x/c’x =2}

Vxp,x0 € X = Axp+ (1 = A)xy € X7
Baldin x; € X =  I'xy==z
Baldin x, € X =  cI'x,=z
IPx+ (1= xq] =defxo+ (1= NeIxy=dz+ (1 =Nz =2 =
Axg + (1 — A)x; € X = X ganbila da
O

Teorema 3.2.2 FErdiespazio irekiak eta itziak multzo ganbilak dira.
Aurrekoa bezala froga daiteke.

Teorema 3.2.3 Multzo ganbilen kopuru finituen arteko ebakidura multzo
ganbila da.

X1, Xy ... X, ganbilak = X = ﬁ X; ganbila da
i=1
Frogapena:
Xl,XQEX: ﬁX, =
i=1
=>x,X€X;,Vi=1...n=>

X; Vi=1...n multzo ganbila denez, ondokoa betetzen da

Ao+ (1-Mx;€X;,Vi=1...n, 0<A<1=>

:>)\X2+(1~)\)X1€ﬂX¢

=1

X =[] X; multzo ganbila da

1=1



98 3.GAIA ALJEBRA LINEALA ETA MULTZO GANBILAK

3.2.6 Multzo ganbil definizioaren orokorpena

Definizioa 3.2.4 (Konbinazio lineal ganbil orokortua) [zan bitez
X1 ...X, puntuak, p finitua 1zantk. Konbinazio lineal ganbila beste x
puntu bat da non

p p
X:Z)\ixi, )\120,\7/2 eta Z/\zzl

=1 1=1

Definizioa 3.2.5 (Poliedro ganbila) Puntu-kopuru finitu baten kon-
binazio lineal ganbil guztien multzoa poliedro ganbila deitzen da, hau

da
p p
X:{XZZAin’, )\zZO,\V/Z eta Z)‘zzl}

1=1 1=1

Konbinazio lineal ganbil horiek sortzen duten multzoa ganbila dela
froga daiteke.

3.3 Programazio linealerako erabilera

Ikus dezagun adibide baten bidez aljebra linealaren eta multzo ganbilen
kontzeptu horiek zer nolako erabilera duten eredu linealen ebazpenean.

3.3.1 Adibidea

Demagun eredu lineal hau:

max z = 15z + 102,
ondoko murrizketen menpe
21 +4ry < 44
—x1 + 49 <20
20y —x9 < 14
21+ 320 <2

T1,T2 Z 0

Ereduaren helburu-funtzioa hiperplanoca da eta murrizketa bakoitza
erdiespazio itxia da R? — n; guztiak dira multzo ganbil.
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Soluzioen multzoa ere multzo ganbila da, multzo ganbilen arteko
ebakidura multzo delako. Grafika begira ezazu 34. orrialdean: O, A,
B, D, E eta F dira soluzioen multzoaren mutur-puntuak, eta horietariko
bat 1zango da soluzio optimoa. Mutur-puntu horietariko bakoitza oi-
narriko soluzio bati dagokio, geroagoko gai batean ikusiko dugunez.

3.3.2 Eredu linealerako ondorioak

Multzo ganbilen definizioak eta propietateak eredu lineala ebazterakoan
erabiltzen dira, eredu lineala multzo ganbilez osaturik baitago.

1. Eredu linealaren helburu-funtzioa hiperplanoa da, eta ondorioz
multzo ganbila.

2. Eredu linealeko murrizketa bakoitza erdiespazio itxia da, eta on-
dorioz multzo ganbila.

3. Murrizketa-kopuru finitua dago, eta ebakidura multzo ganbila
da. Puntu bat ereduaren soluzio da baldin eta multzo ganbilen
ebakidura barnean, hau da, murrizketek definituriko soluzio es-
pazioan baldin badago.

Eredu linealaren ebazpenean sistemako murrizketak, hau da, des-
berdintza ekuazioak berdintza ekuazio bihurtzen dira, horretarako be-
har diren aldagaiak gehituz. Hala ere, honek ez du soluzio multzoaren
ganbiltasuna aldatuko.

3.4 Ariketak

1. Zein da matrize honen heina?

2 4 -2
A= 1 2 -1
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. Kalkula ezazu matrize honen alderantzizkoa:

2 0 —1
A= 3 1 4
-1 3 =2

. Ondorengo bektoreak R3-ko oinarri al dira?

{1t 30, 111, (0-23)}

. Ondorengo sistemaren oinarriko soluzioak kalkula itzazu:

2331+3SC2~SC3:5
2$1~—$2+2$3:4

. Izan bitez xT = (1 3 5), xI = (=1 2 —1) eta xI =(2 -1 3).

Hiru bektore horien konbinazio lineal ganbil orokortuen multzoa
idatz ezazu.

. Izan bedi honako desberdintzen sistema:

2$1+3$221
T+ 2 <3
—z1+ 222 <5

(a) Grafikoki irudika ezazu.
(b) Mutur-puntuak kalkula itzazu.



4.(Gaia

PROGRAMAZIO
LINEALA. SIMPLEX
METODOA

Programazio linealaren garapena burutu ahal izateko eredu linealaren
bi 1dazkera desberdinak ezagutu beharko ditugu: idazkera kanonikoa
eta idazkera estandarra.

1. Eredu lineala idazkera kanonikoan dagoela esaten da baldin eta
helburua maximizatzea bada, murrizketak < modukoak badira
eta aldagai guztiak ez-negatiboak badira, hau da:

mar z = CTX

0. m. 1m.
Ax <b

x>0

2. Simplex metodoaren teoriaren garapenean ereduaren idazkera es-
tandarra erabiliko da. b-ren osagaiak positiboak izanik,

maz(min) z = ¢ x

O. M. m.
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Oro har, problema linealak ebazteko simplex metodoa erabiliko du-
gu, eta horretarako eredu lineala idazkera estandarrera pasa beharko
dugu derrigorrez. Eredu gehienak ez dira hasieratik idazkera estanda-
rrean egoten, desberdintza murrizketa asko izaten dituztelarik. Edozein
eredu lineal daukagula ere, idazkera kanonikoan edo idazkera estanda-
rrean jartzea posible da. Horretarako, ondorengo atalean ikusiko ditu-
gun baliokidetasunak erabiliko ditugu.

4.1 Helburuaren eta murrizketen aldake-
ta

Ebatzi behar den eredu lineala idazkera estandarrean ez baldin badago,
zenbait aldaketa egin beharko dugu, idazkera estandarra lortu ondoren
simplex metodoaren bidez ebatzi ahal izateko. lkus dezagun zenbait
baliokidetasun.

1. Helburu-funtzioa.

n n
: !
maxr 2z = E C;T; = min z = E —C;Z;
=1 7=1

mazr z = —min 2’

Adibidez, maz z = 3zy — 5z, eta mun 2 = —3z, + Sz,
baliokideak dira. z maximo eta z’ minimo egiten duten z; eta
ro aldagaien balioak berberak dira. Helburu-funtzioek aurkako
zeinuko balicak hartzen dituzte (z = —2').

2. Murrizketak.

(a) Eredu lineal baten murrizketa guztiak norantza berean ida-
tziak izan daitezke ondokoa betetzen delako:

n n
Zaijxj > b; < Z — ;T < —b;
J=1 7=1

Adibidez, 2z, + 3z, < —2 ekuazioa -1 balioaz biderkatuz
gero, —2x7 — 3x5 > 2 lortzen da.
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(b) Berdintza oro bi desberdintzen bidez adierazia izan daiteke:
n n n
Z Q5T = b, <— Zaija:j < b; eta Zaijxj > b;
J=1 J=1 j=1

Adibidez, 3z;+z, = 4 berdintza beste bi desberdintza hauen
bidez adierazia izan daiteke:

3x1 + 29 <4
31 +x20 >4
3. Aldagaiak.
Aldagaiek ez-negatibotasun murrizketa betetzea beharrezkoa da.
e Baldinz; <0 = —z; >0

e Baldin z; aldagaiak zeinu murrizketarik ez badu, orduan:

R - U
z;=a;—2; mnon z,z;2>0

— Baldin xg > :v;-’ = z; >0
— Baldin x; < ;c;’ = z; <0
— Baldin :c; =z = T =

Adibidea:

Aurreko baliokidetasunak erabiliz ondoko eredua idazkera kanoni-
koan jarriko dugu.

min z = bxy — 3xq + T3
ondoko murrizketen menpe
4oy — xy + 2253 > 2
L+ T —23<3
z1 >0
9 <0

x3 . ez-murriztua
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Eredua idazkera kanonikoan egon dadin helburu-funtzioa maximizatze
eran idatzi behar da, hau da:

maz (—z) = =51 + 3z9 — 23

Murrizketek < modukoak izan behar dutenez, ondoko eran idatziak
izango dira:

—4xy + 29 — 223 < =2
r1+z2—23 <3

Aldagai guztiek ez-negatibo izan behar dute:
ez, >0
o 2, <0 = —2,>0
® 3. ez murriztua,

/ " / "
T3 =3 — 23 non T3>0 eta z3>0

Guztiarekin, ereduaren idazkera kanonikoa:

maz (—z) = —5zy — 3zg — x5 + 25
ondoko murrizketen menpe

—dxy — 9 — 225 + 225 < —2

$1—$2—$g+£€g§3

! "
1171,.’132,.T3,J? _>_ 0

4.2 Idazkera estandarrerako bihurketa

Eredu lineal bat idazkera estandarrean jarri ahal izateko, aurrean azter-
tutako aldaketez gain nasaitze-aldagaien beharra somatuko dugu. Alda-
gai horiei esker desberdintza murrizketak berdintza murrizketa bihur-
tuko ditugu.
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n n
Zaijxj < b; <~ Zaijmj +y=20
j=1 j=1

Desberdintza beste norantzan emana badator, y > 0 nasaitze-alda-
gala kendu egingo diogu:

n o)
Zaij:c]- > b, = Z a;jT; — Y = b;
J=1 J=1

Nasaitze-aldagaiak gehitzeak edo kentzeak ez du helburu-funtzioan
inolaz ere eragiten. Hori dela eta, beren koefizienteak ¢’ bektorean
zero dira.

Adibidea:

Ondoko eredua idazkera estandarrean jarriko dugu:

mazr z = 1+ 229 + 23

ondoko murrizketen menpe
T+ 22— 23 2> 2
T, — 229 + D3 < —1
T1+zytaz3=4
2120, 9,25 <0

Murrizketa guztiak ez daude era egokian idatziak; desberdintzak ber-
dintza bihurtu beharko ditugu horretarako. Lehenengo murrizketan
nasaitze-aldagai bat kenduz gero murrizketa idazkera estandarrean gel-
ditzen da.

X1+ T9g— T3 — 24 =2

Bigarren murrizketan beste nasaitze-aldagai bat gehituz gero zera lor-
tzen da:

$1—25132+5333+$5:~1

Hirugarren murrizketa idazkera estandarrean emana dator:

1+t =4
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Eredu linealaren aldagaiei dagokionez, z; > 0 denez, ez-negatibotasun
murrizketa betetzen du. z, eta =3 aldagaiek, aldiz, ez dute ez-
negatibotasun murrizketa betetzen. Bete dezaten, z, aldagaia —z,
aldagaiaz eta z3 aldagaia —z3 aldagaiaz ordezkatuko ditugu. Eredu
lineala:
mar z2 = L1 — 229 — T3 + 0z4 + Oz
ondoko murrizketen menpe
L1 — Tog+ X3 — Ty = 2
1+ 229 — b3+ x5 = —1
T1—To—23 =4
Ty, Tg...25 >0
Baliabide-bektorea b > 0 egitea besterik ez zaigu falta. Bigarren mu-

rrizketa eraldatuz (murrizketa -1 balioaz biderkatuz) eredu linealaren
idazkera estandarra ondokoa dugu:

mazr z = x1 — 229 — 3 + 0z4 + Ox5

ondoko murrizketen menpe

Ty — To+ T3 —y4 =2

—Ty — 2T9 + S5 —x5 =1

Ty — Ty — 23 =4
Ty...25 >0

4.3 Soluzioak. Oinarrizko definizioak

Idazkera estandarrean dagoen ondoko eredu lineala emanik:

maxr z = CTX

0. m. m.
Ax =Db
x>0
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Ikus dezagun orain simplex metodoaren garapenean erabiltzen den zen-
bait terminoren definizioa:

1.

10.

. Definizioa: Problemarako soluzio den x bektorea, hau da, Ax

Definizioa: Ax = b murrizketak betetzen dituen x bektorea ere-
durako soluzioa dela esaten da.

=b
betetzen duena, bideragarria dela esaten da baldin eta x > 0

bada.

. Definizioa: xp oinarriko soluzioa (0O.S.) dela esaten da baldin

eta B oinarria izanik (A matrizearekiko m zutabe linealki inde-
pendente, m A matrizearen lerro-kopurua izanik) xg = B~'b
betetzen badu.

Definizioa: Oinarriko soluzio bideragarria (O.S.B.) gehienera zero
baino handiagoak diren m osagai dituena da. B oinarria erabiliz

kalkulatzen da, hau da, xg = B~'b

. Definizioa: Oinarriko soluzio bideragarri endekatua, zero baino

handiagoak diren m osagai baino gutxiago dituen oinarriko solu-
zio bideragarria da.

. Definizioa: Oinarriko soluzio bideragarriak zero baino handiagoak

diren m osagai baditu, ez-endekatua esaten zaio.

Definizioa: Soluzio bideragarri guztien multzoari bideragarritasun
eskualdea edo soluzio bideragarrien multzo ganbila esaten zaio eta
F hizkiaren bidez adierazten da.

. Definizioa: Problemarako soluzio optimoa x* bada, z* = c¢’x*

eredu linealerako balio optimoa deitzen da.

. Definizioa: Problema lineala bornegabea dela esaten da balio op-

timo finiturik ez duenean, hau da: z* — 400 edo 2* — —0

Definizioa: Problema lineal batek soluzio optimo bat baino gehi-
ago duenean aukerazko soluzio optimoak edo soluzio optimo
anizkoitzak dituela esaten da.
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Definizio hauek guztiak eredu linealaren soluzio grafikoa aztertzean
ikusi genituen. Ondorengo adibidean definizio hauetariko batzuk iku-
siko ditugu.

Adibidea:
Izan bedi ondoko eredu lineala:

mazr z = 3z, + 629 + D3+ 4x4
ondoko murrizketen menpe

201 + 8z + 23+ 24 <6

Ty + 2o+ 223 + 24 < 4

L1y Loy T3, T4 Z 0

Soluzioak algebraikoki kalkulatzeko eredua idazkera estandarrean jarri
behar da. z5 eta zg nasaitze-aldagaiak gehituz eredu linealaren idaz-
kera estandarra lortuko dugu. Matrize idazkeran ereduaren osagaiak
ondokoak dira:

c’ =(3654)

x! = (z1 T2 T3 T4 T5 T6)

281110
A=
(112101)
6
b =

e Eredu honen soluzio bideragarri bat (1 0 0 2 2 1) bektorea da,
adibidez. Bektore hau soluzioa da murrizketak betetzen dituelako
eta bideragarria da bere osagail guztiak ez-negatiboak direlako.
Hala ere, ez da oinarriko soluzioa, A matrizearen heina 2 izanik
zero baino handiagoak diren bi osagai baino gehiago dituelako.

o Oinarriko soluzio bat kalkulatu ahal izateko oinarri bat auke-
ratu behar dugu A matrizean; lehenengo bi zutabeek osatutakoa
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a

|B| # 0 denez, hau da, lerroak linealki independenteak direnez,

aukeratutakoa oinarria da, eta ondorioz, oinarriko soluzioa kal-
kula daiteke:

()0
:(i)=(2)

Baina soluzio hau ez da bideragarria, z, aldagaiak hartutako
balioa negatiboa delako.

adibidez:

l

Wr=t GO

~———
AN
L =2)
~————
I

o Oinarriko soluzio bideragarri bat kalkulatu ahal izateko, A ma-
trizean oinarri bat aukeratu beharko dugu, aurreko pausoan egin
bezala. Oinarriko soluzioaren aldagai guztiek balio ez-negatiboak
izatekotan, lortutako soluzioa bideragarria izango da. Hau honela
ez balitz, aurreko kasuan geundeke. A matrizeko a; eta a, bek-
toreek osatutako oinarria hartuz gero:

(1) (0)-(2)-(2)

Oraingoan bai lortutako oinarriko soluzioa (xg) bideragarria dela.
Dagokion helburu-funtzioaren balioa ondokoa da:

z:ch—_—(34)(2) = 14
2
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Soluzio hau bideragarria izateaz gain ez-endekatua da, soluzioaren
bi osagaiak zero baino handiagoak direlako.

d

4.4 QOinarrizko teoremak

Ebazpen grafikoan ikusi dugunez, 2 edo 3 aldagai dituzten problemen
soluzio optimoa soluzio bideragarrien multzo ganbileko mutur-puntuen
artean egon daiteke soilik.

3 aldagai baino gehiago dituzten ereduen soluzioa algebraikoki bi-
latu behar da, eta hauetan ere, soluzio optimoak mutur-puntuetan aur-
kitzen direla frogatuko duten teoremak ikusiko ditugu. Multzo ganbilen
teoriaren ondorengo emaitzak erabiltzen dira frogapen horietan:

1. Eredu lineal estandarraren soluzio bideragarrien F multzoa multzo
ganbil eta itzia da.

2. F multzo ganbileko x puntua mutur-puntua dela esaten da baldin
etax = Ax;+(1—X)xy A € (0,1) betetzen duten F-ko bi puntu
X, eta X, existitzen ez badira.

3. Multzo ganbil itxi eta bornatu bateko edozein x puntu mutur-
puntuen konbinazio lineal ganbil orokortu moduan idatz daiteke,

hau da,
g q
X:Z)\ixi, OS)\ZSI, Z/\2=1
1=1 1=1
Ondoko teoremak mutur-puntuak, hau da, oinarriko soluzio bide-

ragarriak zein diren zehazten digu, horien kalkuluan oinarritzen baita
geroago eraikiko dugun simplex metodoa.

Teorema 4.4.1 Izan bedi idazkera estandarrean emandako eredu line-
ala:
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x bektorea oinarriko soluzio bideragarria da <= mutur-puntua bada.

Frogapena:

x otnarriko soluzio bideragarria bada, gehienera jota ere zero baino
handiagoak diren m osagai ditu. Demagun lehenengo m osagaiak direla.

Orduan:
XB

Absurdura eramanez, x ez bada mutur-puntua, 3x,,x, € F' non:

x=Mx+(1=XN)xy , 0<A<l ;| x1#Xx;

Yi Yy

[zan bitez x; =] — eta Xy =

VA Z7

e y;, — mx 1 dimentsiokoa, 1 =1,2

ez, — (n—m)x 1 dimentsiokoa,:=1,2

M(LI—=X)>0 eta 2,29>0
0=Xz;+(1 =Xz, = 2, =2=0

Beraz, xp konbinazio lineal ganbil murriztu moduan idatz leza-
keten bideragarritasun-eskualdeko puntuek gehienera jota ere m osagai
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positibo dituzte (y; eta y, bektoreei dagozkienak, alegia). x,x; eta x;
soluzio direnez, ereduaren murrizketak betetzen dituzte:

xg S.B. = zpia; + zgsas + -+ Bma, = b (4.1)
X1 S.B. = y}al + yfag +---+yl'a, =b (4.2)
Xy S.B. = yaay +yia, + - +yra, =b (4.3)

(4.1)-(4.2) eta (4.1)-(4.3) eragiketak eginez honako berdintzak lortzen

dira:
(zB1 —y1)ar + (zB2 — y1)azs + -+ + (Tgm — y7")am =0

(zB1—¥y2)a1 + (B2 — y3)a2 + - + (2B — Y5 )am =0

{a;...a,} linealki independenteak direnez, aurreko bi konbinazio line-
alen eskalar guztiek zero izan behar dute, hau da,

xB,-—yi:O Yi=1...m

SCBi—yéz() Vz:lm

Beraz, x konbinazio lineal ganbil murriztu moduan idaztea posible
egingo duten bideragarritasun-eskualdeko x; eta x, 2 puntu desber-
dinik ez dago = xp puntuak mutur-puntu izan beharko du.

x mutur-puntua bada, orduan oinarriko soluzio bideragarria da.
Demagun x bektoreak zero baino handiagoak diren k osagai dituela
eta gainontzekoak 0 direla.

k
Z T;a; = b
=1

x oinarriko soluzio bideragarria dela ikusteko, nahikcada a; 1 =1...k
linealki independenteak direla frogatzea. Absurdura eramango dugu
eta {aj...a;} linealki menpekoak direla suposatuko dugu. Horrela, x
mutur-puntu ezin daitekeela izan lortuko dugu, hipotesiaren aurkakoa
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edukiz. Demagun, ba, {a; ...a;} linealki menpekoak direla. Hau hala
izanik,

k
Jda#0 non Zaiai =0
i=1

Gutxienez «; # 0 bat baduen « bektorea eta e egoki bat aukeratuz
gero, bi puntu desberdin definituko ditugu:

X1 = X + e

X9 = X — €

¢ balioaren beharra dago x; eta x, bektoreak bideragarriak (x; > 0 eta
Xy > 0) izango direla ziurtatzeko.e hau nahi adina handia edo txikia
aukeratuko dugu, a-ren arabera. a # 0 izateagatik = x; # x5. Gure
x olnarriko soluzioa beste bi x; eta x, bektore horien konbinazio lineal
moduan idaztea posible da. Begira, bestela:

X1+ 3% = 5{x +ea) + 5(x — ca) = x
X = —X —Xy = — « =X —cx)=
gt TR T g R e TR Te
Honek zera esan nahi du: x ez dela inolaz ere mutur-puntu izango. Eta,
hori gure hipotesiaren aurka doa. Beraz, {a;...a;} bektoreek linealki
independenteak izan behar dute eta teorema frogaturik gelditzen da.
a
Eredu lineal baten soluzio optimoak bideragarritasun-eskualdearen
mutur-puntu izan behar duela frogatzen du honako teorema honek:

Teorema 4.4.2 Izan bedi ondoko problema lineal estandarra (bidera-
garria eta bornatua):

maxr z = CTX

0. m. m.
Ax=Db
x>0

Helburu-funtzioaren soluzio optimoa F eskualdearen mutur-puntu batean
aurkitzen da.
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Frogapena:

Absurdura eramanez frogatuko dugu

Demagun mutur-puntu ez den x* soluzio optimoa daukagula eta
z* = ¢Tx* problemaren balio optimoa dela. Orduan zera betetzen da:

Vxe F  z=cx<clx* =2

Izan bedi {x;...x,} F-ren mutur-puntuen multzoa. Bideragarrita-
sun-eskualdeko puntu oro mutur-puntuen konbinazio lineal ganbil mo-
duan idaztea posible da. Honela,

q 4q
Z)\ixi N )\z_>_0 Z)\z-——l
1=1

=1

1l

X*
Helburu-funtzioaren balioa x* puntuan ondokoa da:

q q
¥ =clx*=cT Z X, = Z Nelx,
1=1

=1

maz (¢Tx;) > cTx; Vi =1...q betetzen denez,

g q q
25 =Y helx; < 3TN maz (e7x;) = maz (¢"x;) Y\ = max (cTx;)

1=1 =1 =1

eta horrenbestez, mutur-puntu ez den puntu batean (x*) helburu-fun-
tzioak lortutako balioa (z*), mutur-puntu optimoan lortutako balioa
baino txikiagoa da. Beraz, optimoa mutur-puntu batean aurkitzen da.

4

4.4.1 . teoremari esker zera dakigu: oinarriko soluzio bideragarri
orori bideragarritasun-eskualdeko mutur-puntu bat dagokiola eta alde-
rantziz.

4.4.2 . teoreman frogaturik gelditu da ereduaren soluzio optimoa
mutur-puntua dela (oinarriko soluzio bideragarria). Mutur-puntuen
kopuru finitua dagoenez, soluzioa lortzeko metodo iteratiboa eraikitzea
posible da. Bideragarritasun-eskualdean infinitu puntu badago ere, oi-
‘narriko soluzio bideragarrien kopurua finitua da; gehienera jota ere n
zutaberekin egin daitezkeen konbinazio guztiak ondokoak dira.

n n!

m m! (n —m)!
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Adibidea:

Izan bedi ondoko problema lineala:

mazr z = 1+ 24

ondoko murrizketen menpe
—x1 + 4z <4
T — 2o <3

Ty1,Z2 2 0

Mutur-puntuak grafikoki kalkulatuko ditugu:

x1-x2=3

-x1+4x2=4

x1

Mutur-puntuak:

0=(00), D=(30), A=(01) BZ(% T

3

)

75

Oinarriko soluzioak algebraikoki kalkulatzeko nasaitze-aldagaiak (z3
eta z4) gehitu behar dira hasierako eredu linealean.



76 4.GAIA PROGRAMAZIO LINEALA. SIMPLEX METODOA

maz z = x1 + 2z,

ondoko murrizketen menpe

—z1 +4zy 3 =4
X1 — To +$4 =3
T1...24 >0

Oinarriko soluzio bideragarrien kopuru maximoa:

(-

Horiek guztiak ez dira mutur-puntu izango, ez direlako guztiak bide-
ragarri izango. Aurreko soluzio grafikoan ikus daiteke 4 mutur-puntu
besterik ez dagoela.

Kalkula ditzagun oinarriko soluzio guztiak:

4

B = {a;, a,} oinarria bada, soluzioa B puntuari dagokio:

-1
-1 4 4 16
1 -1 3 ’
\ 3

B = {a;, a3} oinarria aukeratuz soluzioa D puntuari dagokio:

() () ()

B = {a;,a,} oinarria izanik soluzioa ez da bideragarria:

o0 ()0

-

N

N
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.

;

B = {az,a3} denean bideragarria ez den soluzioa lortzen da:
~1

4 1 4 —3
XB = B-Ib — e

-1 0 3 16

B = {ay, a4} izanik soluzioa A-ri dagokio:

-1
4 0 4 1
XB :B_lb = =
-1 1 3 4

B = {az,a,} denean soluzioa 0 puntua da:
-1

10 4 4
01 3 3

Eredu lineal baten soluzioa aurkitzeko mutur-puntuak edo oinarriko
soluzio bideragarriak besterik ez ditugu kontutan izango, puntu horien
artean baitago problemaren soluzio optimoa.

4.5 Simplex metodoa

Soluzio grafikoa aztertzean ikusi dugu problemak zein motatako solu-
zioa izan dezakeen (soluzio bakarra, anizkoitzak, bornegabea), soluzi-
orik izatekotan, noski. 2 aldagai baino gehiago dituzten problemak
ebatzi ahal izateko simplex metodoa erabili beharko dugu. Metodoak
soluzioa emateaz gain soluzio hori zer nolakoa den ere esango digu.

Har dezagun idazkera estandarrean dagoen problema lineala:

mar z = CTX

0. M. m.
Ax =b
x>0
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non
e A — m xn matrizea den.

e cl eta x — n osagaiko lerro-bektorea eta zutabe-bektorea
diren.

e b — m osagaiko zutabe-bektorea den.

Gogora, eredua idazkera estandarrean ez badago, dagokion idazkera
estandarra lortzea beti dela posible. Horretarako, dagoeneko ikusitako
aldaketak eta nasaitze-aldagaiak erabiliko ditugu.

Idazkera estandarra maximizatze eran dagoen kasurako aztertuko
dugu simplex metodoa. Minimizatze kasurako ere eraiki liteke, egoki-
tzapen batzuk besterik beharko ez liratekeelarik.

Har dezagun 2 azpimatrizetan banatutako A matrizea:

Amxn — (Bma:m/me(n—m))

e B — linealki independenteak diren m bektorez osatua, hau da,
olnarria.

e N — B-ko bektoreen menpeko diren gainontzeko n — m bektorez
osatua.

4.5.1 Definizioak, idazkerak eta teoremak

Izan bedi a; € A, a; € B. a; bektorea B oinarriko bektoreen konbi-
nazio lineal moduan idazteko ondoko idazkera erabiliko dugu:

m
a; = Yyja1 + Y2 + -+ Ymjdm = Z Yij
=1

a; € B, 1=1...m izanik.

(v )

Yaj

I

Y;

\ Ymi )
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a;-ren koordenatuak B-ren funtzioan sistema hau ebatziz lortzen dira:

a; = By;, 3B™' = |y, = B 'a;

Adibidea:

Demagun idazkera estandarrean dagoen eredu lineal hau daukagula:
mar z = 3z, + 6x9 + S35 + 4y

ondoko murrizketen menpe

2$1+8$2+CE3+$4 +x5 =6
CC1+$2+2:C3+$4 ""Q:g =4
$1...$620

Har dezagun oinarri bat:
B = {al,a4}

Oinarrikoak ez diren bektoreak, ay, a3, as, a¢ alegia, oinarriko alda-
gaien konbinazio lineal gisa idaztea posible da. a, adibidez, honela
adieraz daiteke:

8 2 1 2 1 Y12
= Y12 + Y22 -
1 1 1 1 1 Y22

-1
Y12 2 1 8 7
y2 - =
Y2 1 1 1 —6

e Problemaren hasierako murrizketak eta oinarriko soluzio bidera-
garriaren definizioa erabiliz, ondokoa daukagu:

I
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* QOinarriko soluzioa:

Ax =b
XB
(B/N)| — =D
XN
/ a11...a1m|a1m+1 AT \
A— (B/N) _ asy ... a2m|a2m+1 1 1)
\ Al -+ - Qo | Gt 1 - + - G,
I
XB
Lm
X = — =
xm—}-l
XN
s

x>0, xy=0 = Bxg + Nxy =b —
BXB:b—% XB:Bﬂlb

* Helburu-funtzioaren balioa:

Kostuen edo unitateko prezioen bektorea era berean bana
daiteke:

! = (cgic%) = (¢B1CB2 - - - CBm|CBm+1 - - - CBn)

Hortaz, eta xny = 0 denez,

XB

z=cx=(cLlch)| — | =ckxg = |z=ckxs

XN
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e Va; € A bektorerako z; = cLy; eskalarea definitzen da, y; horiek
B-ren funtzioan idatzitako a;-ren koordenatuak izanik.

m
_ T
2j = Y ChYii = cB1y1j + cBaYaj + - + CBmYm;
1=1

z; eskalarea definitzen da oinarrian ez dauden a; € A bektoreentzat
z; — ¢; balioak kalkulatu beharko direlako.

Adibidea:

79. orriko adibidearekin jarraituz, B = {a;, a4} denez aukeratutako
oinarria, teknologi koefizienteen matrizea, erabaki-aldagaien bektorea
eta helburu-funtzioaren kostu-bektorea honela idatz daitezke:

e Teknologi koefizienteen matrizea:

2 118110
1 111 2 0 1

(BIN) =

o Erabaki-aldagaien bektorea:

Lq

XB —

X = —_ = T9
XN zs3

Iy

o Kostu-bektorea:

c = (cgleny) = (34|16 500)
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Oinarriko soluzioa (B = {aj,as} oinarriarekikoa, alegia) honela
kalkulatzen da:

-1
2 1 6 2
XB = B_lb = et == Xl
11 4 2 X4

Gainontzeko aldagaiek (24, €3, z5, z6) zero balioa hartzen dute. Helburu-

funtzioaren balioa:
T 2
z=cpxpg = (34) =14
2

a, bektoreari dagokion z, eskalarea hauxe da:

T 7
z9 = cgy2 = (3 4) =-3
—6
a

Ondorengo teoremari esker, oinarriko soluzio bideragarri bat izanik
soluzio hori hobetzea posible den ala ez jakingo dugu. Eredu linealak
ebazteko erabiliko dugun simplex metodoa teorema honetan oinarritzen
da. Soluzioz soluzio (mutur-puntuz mutur-puntu) mugituko da soluzio
optimoa lortu arte.

Teorema 4.5.1 (O.S.B. baten hobekuntza) Izan bed:

mar z = CTX

0. m. m.
Ax=Db
x>0

eredu lineala idazkera estandarrean, xg = B~'b bere oinarriko soluzio

bideragarri bat (0.5.B.) eta z = cLxp helburu-funtzioaren balioa.
Baldin Ja; € A, a; € B, z; —c; < 0 izanik eta j horrentzat

dyi; > 0,e =1...m = 3 Xp beste oinarriko soluzio bideragarri bat

zeinak helburu-funtzioari balio hobea emango dion, hau da, ,/7:\2 z.



4.5. SIMPLEX METODOA 83

Frogapena:

Frogapenaren garapenean ikusiko dugu noiz eta nola hobe daitekeen
oinarriko soluzio bideragarri bat.

Izan bedi xp oinarriko soluzio bideragarri bat. Soluzio 1zateagatik
ereduaren murrizketak betetzen ditu:

Tpidy + Tpadz + - -+ Tppa, =b = ZxBiai (4.4)

=1
Dakigunez, Va; € A, a; ¢ B izanik, oinarriko bektoreen konbinazio
lineal moduan idaztea posible da (ikus 78.orria):

m
aj:Zyijai,j:m—l—l...n

1=1

a; # 0 denez Jy;; #0 i =1...m. Izan bedi y,; # 0

a; = Zyijai + Yrjayr (45)
#
yrj 7# 0 denez, a, bektorea {a;...a;...a,,} bektoreen funtzioan

idatz daiteke. 49.orriko 3.1.2 teoreman ikusi dugunez, oinarriko a, bek-
torearen ordez a; jarriz gero lortzen den

A
B= {al...aj...am}

multzoa ere oinarria da. Ikus dezagun aurreko B oinarriarekiko kalku-
latuta daukagun xp soluzioa erabiliz nola kalkula daitekeen oraingo
oinarriarekiko XAB soluzioa. Behin soluzio hori eskuartean izanik helbu-
ru-funtzioak hartuko duen z balioa kalkulatu ahal izango dugu, eta

aurreko z-rekin konparatuz hobea dela egiaztatu ahal izango dugu.
(4.5) adierazpenean a, askatuz:

(4.4) adierazpenean, a, bektorea {a; ...a; ... a,, }-ren funtzioan ida-
tzitako adierazpenaz ordezkatua izan daiteke:

m
Z Tpid; + Tpra, = b
=1

tET



84 4.GAIA PROGRAMAZIO LINEALA. SIMPLEX METODOA

m 1 m i
> Tpia; + p[—a; — ) yj—ad] =b
«1;1 Yrj @;1 Yrj

Batugaiak bilduz ondokoa lortzen da:

S Yij B
1] T
Z(ﬂf&' — —rpg,)a; + a;=b
=1 Tj Tj
i#ETr
A A

B oinarriaren funtzioan dauden m osagai lortu ditugu, eta xp oinarriko
soluzioa honakoa da:

IBr .
A Tpi— —Yij 1F£r
XB: y'r]
Tpr 1=7
Yry

(4.6)

Xp soluzioak osagai negatiborik badu ez da bideragarria izango. Bide-
ragarria izan dadin honako bi desberdintzak bete behar dira:

A . . .
L. xBi:xBi_yijz’jZO, t#£r,t=1...m

A
2. xg,= 2B > ()
Yrj

Bigarren desberdintza bete dadin, y,; # 0 eta zp, > 0 direnez,
y,; > 0 izan behar du.
Lehen desberdintza bete dadin honako kasuak izango ditugu:

e Baldin y;; < 0 bada orduan zpi, g, yr; positiboak direnez solu-
zioa bideragarria izango da:

A Yij
Tpi= g — Tp,— = 0
Yrj

e Baldin y;; = 0 bada orduan zp; positiboa denez :1:/,\92- ere bidera-
garria izango da:
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¢ Baldin y;; > 0 bada orduan

TB; I Br

1) TBi _ TB
x%i:xBi—xBryﬂz()@é >0 «— L > r

Yrj Yij Yrj Yi;  Yrj

Laburbilduz, oinarria utziko duen a, bektoreak honako irizpidea
bete behar du, lortuko dugun oinarriko soluzioa bideragarria izan dadin:

I B;

a/ L = Min{2

g Yij

Jyi; >0} (4.7)

Aldaketa honen ondorioz beste oinarri bat eraiki dugu: é Oinarri
hau eta hasierako B oinarria bektore bakar batean desberdintzen dira.
Oinarriko soluzio bideragarri bakoitza bideragarritasun-eskualdeko mu-
tur-puntu bati egokitzen zaionez, oinarri aldaketaren ondorioz proze-

sua beste mutur-puntu auzokide batera mugituko da. X5 mutur-puntu
auzokide horretan lortzen den soluzioa eta helburu-funtzioak bertan
lortzen duen balioa ondokoak dira.

A A1

Xxg=B b

A AT A
Dagoeneko frogatuta gelditu da (4.7) irizpidea betetzen duen a, bek-
torea oinarritik atera eta beste oinarri bat eraikiz gero, lor daitekeela
beste oinarriko soluzio bideragarri bat.

Baina, oraindik frogatu ez dena zera da: kalkulatu berri dugun X5
soluzioa xpg baino hobea dela. Ikus dezagun hori gertatzeko oinarri-
ratuko den a; bektoreak bete beharko duen baldintza zein den.

A 7 AN A AA A A
Z= CBiTBi= Z CBiTB; + CBrTBr=
1=1 =1
t#T

. A . .
Lortu ditugun zp; soluzioaren osagaiak ordezkatuz,

A e Yij B
2= cpi(zpi — B ) + ¢;— = (%)
= g Iri
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Baldin 1=r orduan
iy — g

CB'I‘(xBT - xBry .
)

Batugaian ¢ # r baldintza ken daiteke eta honakoa daukagu:

“ Yij By
(¥) = cpi(zpi — 2B —) + ¢ =
i=1 Yrj Yrj
Kalkuluak eginez:
A TBr T By TBr
Z= Z CBiTB:i — Z CBiYij T+ Cj =z = (27 — ¢j)
=1 Yrj i=1 rj Yrj
Hortaz, z eta Z-ren arteko aldea hau da:
2: zZ — Thr (Zj - Cj) (48)
Yrj
2>z = "‘xBT(Zj"'“CJ‘)>O <= :;Br(zj—cj)<0
Yrj rj

rp, > 0 eta y,; > 0 direnez, helburu-funtzioaren balioa hazi egiten
da(9>z) <= |z;—¢ <0

Beraz, z; — ¢; < 0 izanik, zenbat eta z; — ¢; txikiagoa izan, helburu-
funtzioaren balioa orduan eta gehiago handiagotuko da.

Oinarrian sartuko da a; bektorea, zeinak ondoko baldintza beteko
duen:

ai € N/Zk — ¢, = Min {Zj —Cj/Zj —¢; < O}

a; oinarrian sartzen bada, a, aterako da:

T . T B;
aT/IB :MZ’I’L{ .B/yik>0}
Yrk Yik

ar bada oinarrian sartzen den bektorea, 4.6 eta 4.8 formuletan j
ordez k jarri beharko dugu aldaketari egokitzeko. O
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Adibidea:
Aurreko teorema erabiliko dugu ondoko problema ebazteko:

max z = 4x1 + 59 + T3
ondoko murrizketen menpe

T+ 2o+ 13 <8

—x1 — 2z + 23 < =2

Z1,%2,T3 Z 0

Nasaitze-aldagaiak gehituz eta b > 0 eginez idazkera estandarra lor-
tuko dugu:
max z = 4z + dxq + 3

ondoko murrizketen menpe

1+ Ty + 23 +T4 =38
$1+25C2—$3 —Ts5 =2
z1...25 >0

B = {aj, a4} oinarria aukeratzen badugu, adibidez, lortzen dugun so-
luzioa bideragarria da:

wern () ()0 1)) ()

z=chxp = (40)

I
oo

6

Soluzio bideragarri hau optimoa den ala ez ikusi behar da. Horre-
tarako Va; € B bektoreen z; — ¢; balioak kalkulatu behar dira. Zero
baino txikiagorik existitzen bada, soluzioa hobetzea posible dela dio
teoremak. Oinarrian ez dauden a; bektoreen z; — ¢; balioak:
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R

2
2z — ¢y =Ly — ¢y = (4 0) ~5=[3] >0

-1

1 (0 1)( 1 -1
az = ) Y3 = =

~1 \ 1 -1 -1 2

| \
~1
23— c3 = (4 0) ( —1=[-5] < 0 Soluzioa hobe daiteke
) _

0 (0 1) /[ o -1
a5 = 7 y5 = jassst
—~1 \ 1 -1 -1 1
zs —cs = (4 0) ( - 0= < 0 — Soluzioa hobe daiteke
L)

Soluzioa hobetzeko bi aukera ditugu. Zein da oinarriratuko den
bektorea?

ak/zk—ck:min{zj—cj/zj—cj<0}:

=min {z3—c3=—-H, z5—¢s = —4} = =5

w(2)-(7)

Oinarritik irtengo den bektorea zehazteko, y; bektorea eta xp osagaiak
kontutan izango ditugu. Oinarritik irtengo da:

as oinarriratzen da.

ar/xBT:min{E&/y¢3>0}:min{g}:3

Yr3 Yi3
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a4y oinarritik irtengo da. Oinarria aldatuko da, eta berarekin batera
oinarriko soluzioa eta helburu-funtzioaren balioa:

A
B= {a1>a3}
1 1
XAB—§~1b: 2 2 8 = g
1
5 3 2 3
A 5
Z=clxp=(41) . =23 > 8

Soluzioa hobetu dela dakusagu,ba.
~1
Soluzio berria kalkulatzeko ez da beharrezkoa é kalkulatzea, orain-

goan horrela egin badugu ere. Aurreko soluzioan oinarrituz aurreko
teoremak ematen digun formularen bidez kalkula daiteke.

O

Adibidean ikusten da, oinarria aldatzearen ondorioz lortutako X/}3
soluzioa bideragarria dela eta puntu horretan helburu-funtzioak aurreko
puntuan baino balio hobea lortzen duela. Oinarriko ez diren bektoreei
dagozkien z; — ¢, balioen artean negatiborik dagoen bitartean, teorema
erabiltzen jarrai dezakegu.

Halakoren batean, oinarriko ez diren bektoreen z; — ¢; balioak zero
baino handiago edo berdinak izango dira, eta orduan izango dugu ere-
duaren soluzio bideragarri optimoa. Honako teoremari esker dakigu
hori.

Teorema 4.5.2 [zan bitez

mar z = CTX

o. m. m.
Ax =Db

x>0

v

problema lineala, xg = B~'b bere O.5.B. bat eta z = ckxp helburu-
funtzioaren balioa.

BaldinVa; € A, z;—¢; >0 = xp 0.5.B.Optimoa da.
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Teorema hau ez dugu frogatuko. Va; € A-rako z; — ¢; > 0 betetzen
denetan helburu-funtzioaren balioa ezin 1zango dugula hobetu jakitea-
rekin nahikoa dugu. Hau hala gertatzen dela dakigu, soluzio bideraga-
rri baten hobekuntzaren teoreman z eta Z arteko erlazioa honakoa dela
ikusi baitugu:

A IBr

Z=z —

Yrk

a bektorea oinarriratzen bada, z;, — ¢; balio negatiboen eraginez z
handitzea lortuko da.

(2x — cx)

4.5.2 Soluzio optimo bornegabeak

Problema linealen soluzio grafikoa ikustean esan dugunez, zenbait pro-
blema linealen soluzio optimoa ez da finitua. Horietan, helburu-funtzi-
oak hartzen duen balioa amaierarik gabe haz daiteke.

Egoera horretan egoteko bete behar diren baldintzak ondoko teore-
mak azaltzen ditu.

Teorema 4.5.3 Demagun idazkera estandarrean dagoen problema [i-
neala:

maxr z = CTX

0. m. m.
Ax =Db
x>0

Eman dezagun simplex metodoaren edozein iteraziotan zy —cx < 0 duen

ay bektorea existitzen dela. Problema linealaren soluzioa bornegabea da
baldin k horrentzat y; <0 bada Vi=1...m.

Frogapena:
[zan bedi xp oinarriko soluzio bideragarri bat. Soluzio izateagatik,
ereduaren murrizketak betetzen ditu:

Tgia; +Tpods + - + Tpmam = b

a; bektoreak sartu behar badu oinarrian eta y; bektorearen osagai guz-
tiak negatiboak badira ezin izango da oinarritik bektorerik atera, oina-
rriko soluzio bideragarri baten hobekuntzaren teoreman ikusi baitugu
irten behar duen bektoreak baldintza hori bete behar duela derrigorrez.
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Aurreko adierazpenari fay, gehitzen eta kentzen badiogu (6 > 0),
adierazpena ez da aldatzen.

tpiay + rpaz + -+ Tpma, —0ay +0a, =b

Z:z:Biai —fa, +0a, =Db (49)

1=1

a, ez dago oinarrian, baina oinarriaren funtzioan idatz daiteke.

m
aE = Zyikai
1=1

a; bektorearen adierazpen hori (4.9) ekuazioan ordezkatuz gero on-
dokoa lortuko dugu:

Y zpia; — 0 ypa; +0a, =b
1=1 1=1

m

> (zpi — Oyip)a; + ba, = b

1=1

Honela ba, zero baino handiagoak diren m osagai baino gehiago (ondo-
rioz, ez oinarrikoa) izan ditzakeen soluzioa daukagu:
(21— Oy

TRy — Hyzk

TBm — Gymk

0

+0
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Soluzio hori bideragarria dela froga daiteke, zg; eta 6 positiboak eta
yik negatiboa direlako:

zg; — By >0 Vi=1...m

8>0

Beraz, F multzokoa da.
Puntu horretan helburu-funtzioaren balioa kalkula daiteke:

= > cpi(zri — Oyir) + e =D cpizpi — 0 cpiyir + ckd =
1=1 1=1 1=1
=z—0z+0c, =2z — 0(zr — i)

A . . .
zy — ¢, < 0 denez, z oo-raino haz daiteke  oo-raino doan ahala.

Problemak ez dauka soluzio bornaturik.
O
Adibidea:

Ondoko eredu linealaren soluzio optimoa kalkulatuko dugu:

mar z = —3x, + 22,

ondoko murrizketen menpe

Ty — To S 5
2.’131 - 3:172 S 10
T1,T2 2 0
Dagokion idazkera estandarra:
maz z = —3z, + 22,
ondoko murrizketen menpe
Ty  —Xy +z3 =95

2%1 —3CC2 +l’4 = 10
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T1...24 2 0
Oinarri bat aukeratuko dugu:

B:{ag,a4}:] B—lzl

5
xg=B"'b = ( ) oinarriko soluzio bideragarria da
10

Hobekuntzaren teorema erabiliko dugu. z; — ¢; balicak kalkulatuko
ditugu, oinarrira daitekeen bektorerik ba al den ikusteko.

-1 ! T !
e a, >y, =B a; = 721:CBY1:(00) 5 =0
2

Zl—C1:3

-1 1
oaz%yz—B‘lag_( ),22:c£y2:(00)( ):O
-3 —3

Z9 — Cp = —2
Egiazta daiteke oinarriko diren bektoreen z; —¢; balioak zero direla.

1

. a3—»y3:Bla3:(
0

) ,Z3IC£}’3:O

Z3—C3:0

0

[ ] a4—)y'4:Bhla4:(
1

) ,Z4:C£y4:0

24 —Cq4 =0

dz; —¢; <0, min {z; —¢;j/z; —¢; <0} = =2 =23 — ¢y
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Hortaz, ay oinarrira sartuko da.

a, bektorearen koordenatu guztiak negatiboak dira. FEzin izango
dugu, ba, oinarritik bektorerik atera. Lortutako soluzioa bornegabea
‘da. Aurreko teoremako baldintzak betetzen direla ikusten da. Tkus
dezagun soluzio grafikoa:

. max

x1

/

t x1-x2=5

4.5.3 Soluzio optimo anizkoitzak

Helburu-funtzioari balio optimoa ematen dion aldagai multzoa bakarra
ez bada aukerazko soluzio optimoak edo soluzio optimo anizkoitzak
daudela esaten da. Soluzio anizkoitz hauek, edozein soluzio bezala, es-
kualde bornatu edo bornegabean aurki daitezke ondoko teoremek era-
kusten dutenez.
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Teorema 4.5.4 Demagun idazkera estandarrean dagoen problema [li-
neala:

Izan bedi z; —c; >0 Vaj € A. Baldin Jay € A, ay € B, zp — ¢, =0
eta k horrentzat Jy;, >0 2=1...m = problema linealak soluzio
optimo anizkoitzak ditu eta une horretako oinarria optimoa da.

Frogapena:
Izan bedi xg oinarriko soluzio bideragarria.
Va,€ A, a; ¢ B, z; —c¢; > 0 orduan xp optimoa da.
dz, —c; = 0 — a;, oinarrian sar daiteke. Oinarritik a, aterako dugu:
ZBr B

= min {2 )y > 0}
Yrk Yik

a,/

. . N . . A
B oinarritik a, atera eta aj sartuz beste B oinarri bat eta dagokion xp

0O.5.B. lortzen ditugu. Helburu-funtzioaren balioa orain ondokoa da:

A ZBr

2= Z —
Yrk

(zr —cx)=2—-0=2

Beraz, X/}; ere optimoa da, helburu-funtzioak aurreko xp soluzio opti-
moarekin lortutako balio optimo berbera lortzen duelako.
]

Froga daiteke xp eta X soluzioen konbinazio ganbil guztiak soluzio
bideragarri optimo direla (ez oinarrikoak). Hori frogatzen du hurrengo
teoremak soluzio-kopuru finiturako.

Teorema 4.5.5 lzan bitez x1...x, O0.5.B.Optimoak = Xi...X,-ren
konbinazio lineal ganbil orokortu guztiak S.B.O.(ez oinarriko) dira.
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Frogapena:
P P
IzanbediX:Z,uixi , s >0, Vo, Z,u,»:l

=1 =1
x soluzioa, bideragarria eta optimoa dela frogatu behar da.

1. x soluzioa da. Vi = 1...p x; soluzio dira, beraz Ax; = b, hau
da, murrizketak betetzen dituzte.

P p P
Ax = A(Z WiX;) = ZpiAxi = bZ/Li =b — soluzioa da.
=1

1=1 =1

2. x bideragarria da. Ve =1...p x; > 0, bideragarriak dira.

p
X:ZNiXi7 ; >0 Ve=1...m izanikk = x>0 — X
1=1

bideragarria da.

3. X optimoa da. x; 0.S.B.O. direnez, z* =clx; Vi =1...p

p p p
cI'x = CTZMXZ- = Z uiCTXi =z Z“i = z* — optimoa da.
1=1 =1 1=1
Ol

Aurreko bi teoremen baldintzetan (4.5.4 eta 4.5.5 teoremetan) lor-
tzen diren soluzioetako aldagaiak bornatuak dira baina bornegabeko
aldagaidun soluzio optimoak ere egon daitezke. Horretarako bete be-
har diren baldintzak ondoko teoreman aipatzen dira.

Teorema 4.5.6 [zan bitez

maxr 2 = CTX

0. m. m.
Ax=Db
x>0

problema lineala, xg = B™'b  0.S.B.0. bat, z = ckxp helburu-
funtziorako balio optimoa, hau da, z; —c; >0, Va; € A, a; € B.

Baldinday € A, ay € B zr—cr=0etay;; <0 Ve=1...m =
aldagai bornegabeko soluzio optimo anizkoitzak daude.



4.5. SIMPLEX METODOA 97

Frogapena:
ay bektorearen y;; osagaien artean positiborik ez dagoenez, m + 1
osagai ez-negatiboz osatutako honelako soluzioa eraiki daiteke:

/ 1 — Ok —Yik
TRy — 0yax ( I B1 \ —Y2k
TB2
TBm — 0Ymk : —Ymk
X= 0 = | 2p, [+0] 0
0
0 1
0
0 0

> 0 da eta edozein balio har dezake. Helburu-funtzioaren balioa
ondokoa da: .

z2=z—0(z —cp) =z

2z — ¢ = 0 denez, 2= 2. Beraz, X puntuak @-ren bidez adierazten
dituen soluzio guztiak optimoak dira. Soluzio hauek 4.5.3 teoremakoen

modura eraikitzen dira, kasu honetan z, — ¢, = 0 izanik.
O

4.5.4 Haslerako oinarria

Idazkera estandarrean daukagun eredu lineal baten soluzio optimoa
lortzeko oinarriko soluzio bideragarri batetik abiatuko gara. Lehen so-
luzio hori kalkulatzea oso erraza da lehen oinarritzat oinarri kanonikoa
hartzen bada. Geroago ikusiko dugu, kalkulu horiek egin daitezkeela
B~! kalkulatu gabe. Behin hasierako soluzio bat lortu dugula, ho-
bekuntzaren teorema erabiliko dugu eta hasierako soluzio hori hobetu
egingo dugu, optimaltasun baldintzak beteko diren arte.

Lehen oinarri kanonikoa eraikitzerakoan honako bi kasuekin egin
dezakegu topo:
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1. NASAITZE-ALDAGAIEZ OSATURIKO LEHEN OINA-

RRIA.

Hasierako problema idazkera kanonikoan badago, eta b > 0 bada,
zera daukagu:

mar z = CTX

0. m. m.
Ax <b

x>0

Vv

Idazkera estandarrean jartzeko y nasaitze-aldagaien bektorea gehi-
tuko diegu murrizketei:

maxr z — CTX

Ax+y=Db
x,y=>0

Nasaitze-aldagaien y bektoreari oinarri kanonikoa dagokio. Lehen
oinarritzat B=I hartuz gero, B™' = I, ondoko kalkuluak egin
daitezke:

xg=B'b=1Ib=[b]>0

Beraz, soluzioa bideragarria da.

oVajEA B—laj:yj = Y; =13,

e B oinarria nasaitze-bektorez osaturik egoteagatik ¢f = 0
eta z; = cLy; = 0 betetzen dira. Hortaz, z; — ¢; = |—c;| da
Vaj €A

L ZZC%XB:OXB:@

Ikusten denez, B~! kalkulatzeko beharrik ez dugu izango, eta

hasierako oinarriari dagozkion kalkuluak ereduaren parametro di-
ra.



4.5. SIMPLEX METODOA 99
Adibidea:

Har dezagun honako eredu lineala:

max z = 2x1 + 322

ondoko murrizketen menpe
Jzy + 29 <2
21— 29 <3

Z1,T9 2 O

Nasaitze-aldagaiak gehitu ondoren, eredua idazkera estandarrean
honakoa da:

max z = 2xy + 3x9

ondoko murrizketen menpe

31+ 2z +w3 =9
Zy — T2 +24 =3
T1...-Ty4 20

Lehen oinarri gisa B = I = {as, a4} hartuta zera lortzen da:

o) )-()

e Va, € A, zera lortzen da:
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(1\ 1) R
*3.3: — y3:B_1 =
0 ) \_o 0

*a:(o\ o) (o)

— y4=B‘1 -
L) \ 1)\
T

e cL = 07 izanik zera lortzen da:

(3
*alezl—clzcgyl—q:OT )—2:—2

(1
*a2—>22——02:c£y2—c2:0T )—‘3:—‘3

*a3~—>z3—03:c£y3—c3:0T —0=0

*ag — 24—‘04:C£Y4—C4:0T

2
oz:chB:OT( ):0
3

Argi gelditzen da problemak ematen dizkigun datuekin hobekun-
tzaren teorema erabiltzen has gaitezkeela B~! kalkulatzeko beha-
rrik izan gabe.

2. ALDAGAI ARTIFIZTALAK LEHEN OINARRIAN

Ereduaren murrizketen artean = edo > erako murrizketarik

baldin badago, nasaitze-aldagaiez osatutako oinarri kanonikorik

ezin izango da lortu. Hori konpontzeko aldagai artifizial izena
- hartzen duten aldagaiak erabiltzen dira.
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Adibidea:

Demagun ondorengo eredu lineala:

maz z = 3xy + x4

ondoko murrizketen menpe
1+ 29 <3
1+ 2x9 > 2

$17$2ZO

Idazkera estandarrean jartzeko nasaitze-aldagai bana gehitu eta
kenduko diegu murrizketen ezker aldeei, hurrenez hurren.

max z = 3z, + o

ondoko murrizketen menpe

1+ 22 +T3 =3

r1 + 2z, —T4 =2

331....73420

Lehen oinarritzat B = {a3, a4} aukeratuko bagenu, hasierako

kalkuluak:

e Oinarriko soluzioa:

1 0
B = B_l =
0 —1
1 0 3 3
XB = =
0 —1 2 -2

Bideragarria ez den hasierako soluzioa lortuko genukeela da-
kusagu.

Bigarren murrizketan aldagai artifizial bat gehituko dugu.
Honela geldituko zaizkigu murrizketak:
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1+ 29 +x3 =3
71 + 229 —Z4twy =2

w; > 0 aldagai artifizialari esker, lehen oinarria B = {a3, a,, }
oinarri kanonikoa da eta lortuko dugun lehen soluzioa oina-
rriko soluzio bideragarria (O.S.B.) da:

3 T3

2 w1

Hori soluzioa bada, baina ez hasierako problemarena, aldagai
artifiziala w; = 2 > (0 delako. Aldagai artifiziala positiboa
(eta ez zero) izateak, hasierako zy + 229 — 4 = 2 murrizketa
ez betetzea eragiten du.

Guri, noski, hasierako problemaren (aldagai artifizialak sar-
tu aurretik geneukan problemaren) soluzioak interesatzen
zaizkigu. Horretarako, w; = 0 izango duten soluzioak lortu
nahi ditugu. Horietara iristeko helburu-funtzioa zenbaki han-
di batez zigortuko dugu. Kalkuluak eskuz egiteko nahikoa
da finkatu gabeko —M zenbaki negatibo handi batez zigor-
tzea. Balio negatibo handi horri esker, aldagai artifiziala oi-
narrian mantentzea kostu handikoa izango da, eta berehala
aldagai artifiziala oinarritik irtengo dela ikusiko dugu. Behin
aldagai artifiziala oinarriko ez denean, dauzkagun soluzioak
hasierako problemaren soluzio ere izango dira beti; bestela,
hasierako problemak ez du soluziorik izango.

max z = 3z, + x9y — Mw,
ondoko murrizketen menpe

1+ 29 Fx3 =3

T1 + 229 —z4tw =2

Ty ...T4,U 20
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eVa,c A, y;=B'a;, = y,=a,.

o z; — ¢; kalkulatzeko ¢§ = (0 — M) dela kontutan izan
beharko dugu.

1
*a—-—aq=(0 —-M) —-3=-M -3

1
1)
*22——62:(0 —M) —].:_QM—].
2
1
*2'3——C3:(0 —M) O :0
0
*24-C4:(0 —M)k { =M
0
*zwl—cw2:(0 "—M)( )+M:O
1

Aldagai artifizialek oinarria uzten dutenean ez dira berriz oinarriratuko,
helburu-funtzioa zigortuta dagoelako. Une horretatik aurrera lortzen
diren soluzioak hasierako problemaren soluzio ere badira.

4.5.5 Simplex metodoaren taula

Demagun idazkera kanonikoan dagoen eredu lineal baten A matrizea m
x n neurrikoa dela, eta idazkera estandarra izateko m nasaitze-aldagai
sartzen direla.

Simplex metodoaren edozein iteraziotako informazioa era honetako
taula batean jasotzen da:
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HASIERAKO ALDAGAIAK ALDAGAI LAGUNTZAILEAK

1 ... Tn Tnt1 ... Tnt+m
O.B. z1 —C1 RN Zn — Cn Zn41l — Cn4l Znt+m — Cnt+m 2
cp1 | Ap Y11 . Yin Y1,n4+1 e Y1,n+m T B1
cBm | Bm Ymi Ymn Ym,n+1 e Ym,n+m TBm

e Taulatik kanpo x;...z,.,, eredu linealeko aldagai guztiak dauz-
kagu, nasaitze-aldagaiak eta aldagai artifizialak barne (baldin ba-
daude, noski). z ...z, hasierako aldagaiak dira eta ;41 . .. Znym
gehitu ditugunak.

o Taulatik kanpo baita, zutabe bat osatuz, ¢ bektorearen oinarriko
osagaiak daude: cpy...cpn,.

e Taulako azken zutabean une horretako oinarriko soluzio bidera-
garriaren osagaiak daude: zpy...Tpnm

e Lehen lerroan z; — ¢; balioak idazten dira. Balio adierazle izena
hartzen dute, eta lerroa lerro adierazlea da. Lerro horretako azken
balioa, z, helburu-funtzioaren balioa da.

e Lehen zutabean une horretan oinarria osatzen duten bektoreak

daude (O.B.): ag;...apmn.

e Gainontzeko zutabeetan eredu linealeko bektore guztien koorde-
natuak jasotzen dira, uneko oinarriaren funtzioan.

Adibidea:

99. orriko adibideko ereduari dagokion simplex metodoaren lehen
taula eraikiko dugu. Dagoeneko badaukagu ereduaren idazkera es-
tandarra, eta B = {as,as} = [ oinarriari dagozkion kalkuluak ere
baditugu.

Guztiarekin, simplex metodoaren lehen taula hauxe da:
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Ojlag| 3 1] 1 0]2
Otag 1 -170 173

O
Oro har, simplex metodoaren taula honela idatz daiteke:

1 g ... Ty Tpt+1 Tpt2 - Tntm
cLB1A -7 cLB! cLxg
CB1 | 4B1
CB2 apo B_IA B_l XB
CBm | 4Bm

Lehenengo taulan identitate matrizea zegoen zutabeetan aurkitzen
da B~', simplex metodoaren edozein iteraziotan gaudela ere. Lehen
oinarria nasaitze-aldagaiez osaturik bazegoen, orduan goiko taulan adi-
erazitako lekuan agertuko da. Bestela, zutabeen kokapena identifikatu
egin beharko da.

Ondoko adibidean ikusiko dugunez, aldagai artifizialak behar i1za-
tekotan taula berdin osatzen da.-

Adibidea:

Har dezagun 101. orriko adibidea eta begira dagokion simplex taula:

I L2 I3 T4 Wy
M3 2M-1{ 0 M 0|-2M
0| a3 1 1 1 0 0 3
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Identitate-matrizea x3 eta w; bektoreei dagozkien zutabeek osatzen
dute oraingoan. Zutabe horietan egongo da B! iterazio guztietan.
O

4.6 Simplex algoritmoa

Demagun idazkera estandarrean dagoen eredu lineala daukagula, eta
beharrezko aldagaiak gehitu dizkiogula lehen oinarria B = [ identitatea
izateko. Honakoak dira simplex metodoan jarraitu beharreko urratsak:

1. urratsa: Hasierako taula eraiki.
2. urratsa:

e BaldinVa; € A, a; ¢ B z; —¢; > 0 — 3. urratsera joan.

e Baldin Jz; — ¢; < 0 = Soluzioa hobe daiteke. 4. urratsera
joan.

3. urratsa:

e Baldin oinarrian aldagai artifizialik ez badago, orduan dau-
kagun soluzioa optimoa da.

* Baldin Ja, € A, a;, ¢ B zeinarentzat z, — ¢, = 0
den, eta k horrentzat Jy;; > 0 2 = 1...m, orduan
problemak soluzio optimo anizkoitzak ditu. Joan 5.
urratsera.

* Baldin da, € A, a, ¢ B zeinarentzat zp — ¢, = 0 eta
k horrentzat y;, < 0 Vi = 1...m orduan problemak
soluzio optimo anizkoitzak ditu. Soluzioaren alda-
gairen bat bornegabea da. Amaitu.

* Bestela xg da soluzio optimo bakarra. Amaitu.

e Bestela, problemak ez dauka soluziorik. Amaitu.
4. urratsa:

e Baldin z; — ¢; < 0 balioren batetarako, bere y; bektore-
aren osagai guztiak zero baino txikiago edo berdinak badira,
orduan soluzioa bornegabea da. Amaitu.
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e Bestela, 5. urratsera joan.

5. urratsa: Oinarrira sartuko den a; bektorea eta oinarritik irtengo
den a, bektorea aukeratuko ditugu.

e Oinarrira sartuko den a; bektorea:
2 — ¢y = Min {z; — ¢j/z; — ¢; < 0}

Oinarrira sartzen den a; bektorearen koordenatuak y, bek-
torekoak dira. Zutabe hau pibot-zutabea da.

e Oinarritik irtengo den a, bektoreak hau beteko du:

B = Min {$Bz/y2k > 0}
Yrk Yik

Oinarriratzen den a; bektoreak eta oinarritik irtetzen den a, bek-
toreak y,. elementua finkatzen dute. Hau pibot-a da eta lerroa
ptbot-lerroa da. Joan 6. urratsera.

6. urratsa: Hurrengo taula kalkulatu:

o Lehen zutabean oinarri eguneratua osatzen duten bektoreak
idatzi.

e Taulako r lerroa kalkulatzeko aurreko taulako r lerroa (pibot-
lerroa) pibot-az zatituko dugu.

o Gainontzeko ¢ lerroak (¢ # r) lortzeko zenbait biderkatzaile
erabiliko dugu. Biderkatzaile hauek soluzioaren hobekun-
tzaren teorematik eratortzen dira, frogapenik ikusiko ez ba-
dugu ere. Lerro bakoitzarentzat biderkatzaile bat kalku-
latuko dugu.

Y1k

Yrk
ok

Yrk

* 1. lerrorako biderkatzailea —

* 9. lerrorako biderkatzailea —

Ymk
Yrk

*

m. lerrorako biderkatzailea —
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Biderkatzaile horiek lortzeko pibot-zutabeko y;; balioak era-
biltzen dira. ¢ lerro berri bakoitza kalkulatzeko, aurreko
taulako ¢ lerroari zera kendu behar zaio: pibot-lerroa, lerro-
ari dagokion biderkatzaileaz biderkatuta. Lerro adierazlea
ere berdin kalkulatzen da. 2. urratsera joan

Taula eguneratuaren zutabeak lortzeko egiten diren kalkulu guzti
hauek hobekuntzaren teoreman frogatutakoak dira. Ikus dezagun, adi-
bide baten bidez, simplex algoritmoa nola erabiltzen den.

Adibidea:

Programazio linealeko ondoko problema ebatziko dugu simplex me-
todoa erabiliz:

mazt z = Txy + 429 + 623 + dxy
ondoko murrizketen menpe

221 + 29+ 223+ 24 <10

201 — 9+ 4x3 + 224 < 26

321 + 29 — 2253 + 34 < 45

£C1, 2132, 5133, T4 Z O
Idazkera estandarrean:
max z = 1Ty + 4xy + 623 + x4

ondoko murrizketen menpe

221 + 29 + 223 + x4 +25 =10

2361 — T2 + 4:5(33 + 23}4 —}-2176 = 26
3y + 9 — 223 + x4 +x7, =45

z1...27 >0

Hona hemen simplex metodoa erabiliz lortutako kalkulu guztiak.
Oinarriratzen den bektorea eta oinarritik irtetzen dena gezi baten bidez
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adieraziak daude, eta pibot balioa lauki batez inguratua dator, metodo-
aren urratsen jarraipena errazagoa izan dadin. Gainera, eskubialdean
lerroen biderkatzaileak idatzi ditugu.

Jarraitutako pauso guztiak taulen ondoren zehaztuak datoz pausoz-
pauso.

1 Ty T3 T4 Ts Tg Iy Biderk.
7l -4 -6 500 0 00 ~7
as 12 1l 1 0 010 «
ag| 2 -1 4 20 0 1 01/26 1
a; | 3 1 2 31 0 0 145 2
0 -1 1 =2l I 0 0|3 -3
a | 1 1 1 s 0 0] 5 «
ag| 0 -2 2 11 1 0/l16 2
ar| 0 —1 -5 S1-2 0 130 3
3 1 4 0 5 0 0150
a | 2 1 2 1l 1 0 o0/10
as| 2 -3 0 0 2 1 0] 6
ar | -3 2 -8 0| -3 0 1115

1. iterazioa

Taula hasieratu. Ondoren, oinarritik irtengo den eta oinarriratuko
den bektoreak finkatuko ditugu:

e Oinarriratu? Min {-7,-4,-6,-5}=-7 — a; bektorea sartuko da

o Irten? Min {3, 2, £}=Min {5,13,15}=5 — a5 bektorea irtengo
da

e Pibot balioa 2 da
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e Pibot-lerroren eguneraketa: Lerro bera pibot balicaz zatitu bes-
2 1 2 1 1 0o 0 10

terik ez da egin behar. Honela, =, 2, =, 5, 3, 5, 5, 3
balioak lortzen dira.
e Gainontzeko lerroen eguneraketa:

* Lerro adierazlea. Biderkatzailea: —1

(—7,—4,—6,—5,0,0,0,0)—(—;)(2,1,2,1,1,0,0,10):
1 3 7
"(07"5 71 7—'5’5 7030 335)

* 2. lerroa. Biderkatzailea: 1
(2,-1,4,2,0,1,0,26)—1(2,1,2,1,1 ,0,0,10);
=(0,-2,2,1,-1,1,0,16)

* 3. lerroa. Biderkatzailea: %

3
(3,1,-2,3,0,0,1,45)-(2,1,2,1,1,0,0,10) =

1 3 3

-, -5, -, —=.,0,1,30

2 ? M 2 7 2 9 9 9 )

2. iterazioa

Bigarren taula: 3z; —¢; < 0; 23 — ¢y, 24 — ¢4 = soluzioa ez da

optimoa.

e Oinarriratu? Min {-1,-2} = -2 — a, bektorea

o Irten? Min {2,168 32} = Min {10,16,20} = 10 — a; bektorea
77173

e Pibot balioa: %

e Pibot-lerroaren kalkuluak:

1 11
,5,1 -,0,0,5=(2,1,2,1,1,0,0,10)

2 (1 -
(1515503
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o (Gainontzeko lerroenak:

* Lerro adierazlea. Biderkatzailea: —3

(0,5 1251 520,0,39)43 (1,5, 1,5,5,0,0,5) =
=(3,1,4,0,5,0,0,50)
* 2. lerroa. Biderkatzailea: 2
(0,-2.2.1,-1,1,0,16)=201,~.1,~ L 0,0,5=
2 2 2

=(-2,-3,0,0,-2,1,0,6)

* 3. lerroa. Biderkatzailea: 3

1 3 3 1 1 1
= 522 —3(1,=.,1,=,=,0,0,5) =
(07 27 5727 27071730) 3(1727172727 7 Y )
—(=3,-2,-8,0,-3,0,1,15)

Une honetan z; — ¢; balio guztiak positiboak dira. Simplex metodoa
amaitu da. Lortu dugun soluzioa optimoa da, z; = 75 = 3 = 0 eta
z4 = 10 alegia, eta helburu-funtzioak lortuko duen balioa maximoa da
(z =50). O.5.B.0O. bakarra da, z; —¢; >0 Va,; ¢ B delako.

|

Lehenengo B = [ oinarria sortzeko nasaitze-aldagaiak erabili di-
tugu. Horrekin nahikoa ez balitz, aldagai artifizialak erabiliko geni-
tuzke, eta soluzio optimoa ondoko bi metodoetariko baten bidez kalku-
latuko genuke: zigortze-metodoa edo bi faseetako metodoa.

4.7 Zigortze-metodoa

Hasierako oinarri kanonikoa eraikitzeko, nasaitze-aldagaiak gehitzeaz
gain aldagai artifizialak gehitzeko beharra somatzen dugunean erabiliko
dugu metodo hau. Behar adina aldagai artifizial gehituko dugu, lehen
oinarriko soluzioa (xp) zuzenean lortuko dugularik.

Murrizketetan aldagai artifizialak gehitzeak hasierako problemaren
formulaketa aldatzen digu, eta ondorioz, lortutako soluzio optimoan
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aldagai artifizialik baldin badago, soluzio hori ez da gure hasierako pro-
blemaren soluzio izango, ez dituelako murrizketak beteko. Hori gerta
ez dakigun, sartu berri ditugun aldagai artifizialek soluzioan zero balioa
hartzea behar-beharrezkoa izango da, orduan bakarrik izango baita ha-
sierako problemaren soluzio.

Hori lortzeko helburu-funtzioa zigortu egiten da. Honen ondoren
simplex metodoaren urratsak jarraitu behar dira. Aldagai artifizialak
oinarrian dauden bitartean helburu-funtzioak oso balio txarrak hartuko
ditu. Honek aldagai artifizialak oinarritik kanporatuak izatea eragi-
ten du, zero balioa hartuko dutelarik; behin aldagai artifizial guztiak
oinarritik kanpo ditugunean, lortuko ditugun soluzioak hasierako pro-
blemarenak ere izango dira. Baina, aldagai artifizial horietarikoren bat
oinarritik kanporatzea lortuko ez bagenu, hasierako problemak ez luke
soluziorik izango.

Hau guztia dagoeneko aipatu dugu aldagai artifizialez osaturiko
lehen oinarria aztertzerakoan (ikus 100. orria). Hala ere, prozesu osoa
garatuko dugu zenbait adibideren bidez.

Adibidea:

Ondoko problema lineala ebatziko dugu zigortze-metodoa erabiliz:

maxr z = —dx1 + 6z + Tzs
ondoko murrizketen menpe

227 + 10zy — 623 > 30

g:cl — 3xy + 523 < 10

221 + 2x9 + 223 = 5

T, %9, 73 2> 0

Dagokion forma estandarra, B=I lortzeko aldagai artifizialak gehi-
tuz:

max z = —Hx1 + 619 + T2z — Mwy, — Mw,

ondoko murrizketen menpe
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21 + 1029 — 623 —xy +wy =30
Sy — 32y + 513 +5 =10
251,'1 -+ 2512'2 + 21’3 +wy = 5)

X1 ...Ts, Wy, wy > 0

Bi aldagai artifizial behar izan ditugu. Helburu-funtzioa zigortzeko
erabilitako M balioa positiboa da. Zigortze-metodoa erabiliko dugu
problema ebazteko, aldagai artifizialak sartu behar izan ditugulako.
Lerro adierazlea kalkulatzean kontutan izan behar da oinarrian aldagai
artifizialak egoteagatik cg = (—M 0 — M) dela.

1 i) 3 Tg Ty Wy W2
-4M+5 -12M-6] 4M-7 (M 0 0 0| -35M
M | ay; 2 10 61-1 0 1 0 30
0| as 3 -3 510 1 0 0 10
M | ay2 2 210 0 0 1 h oo~
8M+11 0 16M-1|M 0 0 5M+3 |-5M+15
M | ay: -8 0 6] -1 0 1 5 5
0] as = 0 810 1 0 3 5
6| a 1 1 10 0 0 : 3

Azken taulan z; —¢; > 0 Va; € A betetzen denez, simplex me-
todoaren iterazioak bukatu dira. Problemak ez du soluziorik oinarrian
aldagai artifizial bat gelditu zaigulako.

(N

Adibidea:

Ebatz dezagun beste eredu lineal hau:
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maz z = 3x] — DTy
ondoko murrizketen menpe
1 <4
T < B
day + 2x49 > 20

L1, L2 2 0
Nasaitze-aldagaiak gehitu ondoren ondokoa lortzen dugu:
max z = 31 — Dxo

ondoko murrizketen menpe

xq +x3 =4
) +$4 =39
43’}1 +2$2 —xy = 20

T1,Tg...25 > 0

Aldagai artifizial bat sartuko dugu hirugarren murrizketan identitate
matrizea osatzeko:

mazr z = 3zy — Dy — Mw,
ondoko murrizketen menpe
I +CL’3 =4

) +x4 =

4y +2x9 —zs+w; =20
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Zigortze-metodoa erabiliz:

Z1 Z2 z3 Ty Ts wy
-3-4M|  5-2M 0 0 M 0 -20M
0| as 0 10 0 0 4
0| as 0 1 0 1 0 0 5
M | ay: 4 2 0 0 -1 1 20
0 -2M+45] [3+4M 0 M 0 |-4M+12
3| a 1 0 1 0 0 0 4
0 | a4 0 1 0 1 0 5
M lay | O 40 -1 1 4
0 0 13 0 5 M-% 2
31 a 1 0 1 0 0 0 4
0| a4 0 0 2 1 3 -3 3
5 | ay 0 1 2 0 -1 1 2

Va, € A z; —c¢; > 0 betetzen denez, metodoa amaitu da. Oina- |
rrian aldagai artifiziala ez dagoenez lortu dugun soluzioa optimoa da
hasierako ereduarentzat ere.

e xp=| 3 | O.5B.0. da.
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9 2

- — T 4
e X = = = =

xs3 0 T 2

T4 3

Adibidea:

Ebatz dezagun beste eredu lineal bat:

MaT 2 = T, — 3%2

ondoko murrizketen menpe
1+ 29 > 2
Ay + 292> 6

Ty,%2 2 0
[dazkera estandarra lortu ondoren B = [ lortzeko aldagai arti-
fizialen beharra somatzen dugu. Beraz, zigortze-metodoa erabili be-
harko dugu problema ebazteko. Eredua:
mazx z = 1 — 3y — Mw; — Mw,
ondoko murrizketen menpe
1+ —x3 4w =2

4z1 + 24 —T4 +w; =6

Ty...T4,W1, W2 _>_0
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Simplex metodoaren pausoak:

zq 9 3 Ty w1 Wo
SM-1 -2MH43 [ M M 0 0 -8M

ay, | 1 1 -1 0 1 0 2
aw2 1 0 -1 0 1 6

0 AMERIM GM-i 0 gMiil3-¥
Aw1 0 -1 zlf 1 _}I %
aj 1 : 0 —1 0 ! 3

0 0 L ~4 M-8 M4i ~2
o0 N P |
a | R S SRR S

0 4 -1 0 M+1 M 2
ay 0 3 -4 1 4 -1 2
a 1 1 -1 0 1 0 2

z3—c3 <0 —  soluzioa hobe daiteke as oinarriratuz.

yis < 0 2 =1,2 = Oinarritik ezin dezakegu bektorerik atera.
Soluzioa bornegabea da.

O

4.8 Bi faseetako metodoa

Metodo hau ere, zigortze-metodoaren antzera, lehenengo oinarri kano-
nikoa lortzeko aldagai artifizialak erabili behar direnean erabiltzen da.
Hauek dira metodoaren bi faseak:

1. Lehen fasean hasierako problemaren murrizketak erabiltzen dira,
baina hasierako problemaren helburu-funtzioa hartu beharrean
beste bat eraikitzen da; aldagai artifizial guztien arteko batura
minimizatzen duena da fase honetan erabiltzen den helburu-fun-
tzioa. Soluzioa lortzeko simplex metodoa erabiltzen da.
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e Baldin eraiki berri den helburu-funtzioaren balio optimoa
zero baino handiagoa bada, orduan hasierako problemak ez
dauka soluziorik.

o Bestela, soluzioa existitzen da eta berau lortzeko bigarren

fasean jarraitzen da.

2. Fase honetan optimizatzen den helburu-funtzioa jatorrizko pro-
blemarena da. Lehen fasean lortutako taula optimoan lerro adi-
erazlea besterik ez da aldatzen. Lerro adierazlea kalkulatu on-
doren simplex metodoaren urratsekin jarraitzen da optimaltasun
baldintzak lortu arte.

Azkenean, metodo honen eta zigortze-metodoaren helburua berbera
dela ikusten da; lehenengo B=I oinarria lortzea, alegia.

Adibidea:

Bi faseetako metodoa erabiliz ondoko problema lineala ebatziko
dugu:

max z = 2x1 + 3x9 — dx3
ondoko murrizketen menpe

201 + 229 + 225 = 14

=2z + dSxe — 23 < —10

T1,T2,T3 2 0

Idazkera estandarrari beharrezko aldagai artifizialak gehitu ondoren
hauxe da lortzen den eredua:

maz z = 2x1 + 319 — O3
ondoko murrizketen menpe

22131 + 21132 + 2373 +w1 =14
25(71 — 5$2 -+ T3 —T4 +’LU2 =10

T1...T4,W1, Wy ZO
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Kasu honetan ez dugu helburu-funtzioa zigortzen bi faseetako metodoa
erabiliko baitugu. Has gaitezen.
1. fasea: Helburu-funtzioa:
min (w; + wy)

Simplex algoritmoa erabiltzeko helburuak maximizatze moduan
egon behar du.
maz (—w; — wy)

Beraz, daukagun eredu lineala honakoa da:
mar z = —w; — Wwq

ondoko murrizketen menpe

2561 + 2552 + 22133 +’L01 =14
25131 — 5372 + T3 —T4 +’U)2 =10

Kalkuluak eginez:

Z1 Lo X3z Ty W1 Wy

4y 3 3| 1 0 0]-24
dlag,| 2 2 20 0 1 0f14
1| ays 5 1| -1 0 1|10 «
0 -7, -1| -1 0 2| -4
1law| 0 1] 1 1 1| 4 «
0 a 1 -2 -1 0 1| 5
0 0 0| 0 1 1| 0
Ol @ 0 L Hl 33 h) e
0l a| 1 0 & & L]
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Lehen faserako optimoa lortu da eta w = 0 da. Beraz, hasierako
problemarentzako soluzioa existitzen da. Jarrai dezagun aurrera.

2. fasea: Helburu-funtziotzat hasierakoa hartzen da orain.
mazr z = 2z + 3xy — dxa

Helburu-funtzioa aldatzeak lerro-adierazlean besterik ez du era-
giten. Kalkuluak eginez,

[0 )

e 21— ¢, =(3 2) —2=0
\1
1)

e 2z, — ¢y, = (3 2) —-3=0

0)

® 23——63_——(3 2)

.a—q:@2)k%)—0:$

Ty Tg T3z Ty

0o o 2] ]
3lag| 0 1 1| | 2
ola, [ 1 0 8|-L| %
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zj—c; >0 denez Va, € A a; ¢ B 0.5.B.O.:

4

X = 7

45

7
Bigarren fasea, eta honekin bi faseetako metodoa, amaitutzat

eman daiteke. z; — ¢; negatiborik balego simplex metodoa erabi-
liko genuke optimoa lortu arte.

4.9 Simplex berrikusiaren metodoa

Tamaina txikiko problemak eskuz ebazteko egokia da simplex metodoa.
Aldiz, problema handi xamarra denean konputagailuaren laguntza ezin-
bestekoa gertatuko zaigu. Algoritmoa konputagailuan ahalik eta era-
ginkorrena izan dadin konputagailu programek simplex berrikusiaren
metodoa izena duen simplex metodoaren egokitzapena erabiltzen dute.
Horretaz gain, zigortze-metodoa erabiltzen denean M zenbakia finkatu
behar da.

Simplex metodoaren iterazio bakoitzean oinarria aldatu eta beste
taula bat kalkulatzen dela ikusi dugu. Kalkulu horietariko zenbait
ez da beharrezko beste oinarri bat finkatzeko. Simplex berrikusiaren
metodoan kalkuluak minimora murrizten dira, algoritmoa ahalik eta
eraginkorrena izan dadin.

Izan bedi

mar z = CTX

0. m. m.
Ax =b
x>0

eredu lineala. B oinarria izanik, negatiboa izango den
— el p-1,. _ A
z; —¢; = cgB a; —¢;

balioren bat existitzen al den begiratu behar dugu.
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Simplex berrikusiaren metodoak ez ditu y; bektore guztiak aldatzen
eta gordetzen beste taula bat kalkulatzen duen bakoitzean; horren or-
dez, A matrizeko a; bektoreekin egiten du lan, pausoero beharrezko y;
zutabeak besterik ez kalkulatzeko.

cL B! kalkulatzen da, oinarriarekiko aldatzen delako.

1. Baldin z; — ¢; = ¢kB'a; —¢; > 0 Vj — soluzio optimoa
daukagu.

2. Gainontzeko kasuetan, simplex metodoaren irizpideak jarraituz
k finkatu eta z; sarrera aldagaitzat hartzen da. Orduan, B~ 'a;
pibot-zutabea da eta B~'b une horretako soluzioa. Bi zutabe
horiekin, simplex metodoan egiten den bezala, oinarritik irten
beharko duen a, bektorea aukeratzen da.

A
3. B7! oinarria lortzeko beharrezko kalkuluak egin eta 1. pausora
itzuli.

Adibidea:

Har dezagun simplex metodoa azaltzeko erabilitako eredu lineala
idazkera estandarrean (108.orria ikus):

max z = 12y + 4x9 + 623 + Sy

ondoko murrizketen menpe

22y + 2+ 223 + 14 x5 =10
2.771 — 29 + 4:2133 + 2$4 +Zg = 26
3.771 + Lo — 25[73 + 3.734 +z7; = 45

‘551...33720

100 1 00
B=|01 0 cg=000 B'=|010
001 001

cIB1=(0 0 0)
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® 21 —C = C%B“lal —C =

(00

® Z9) — Co :ch—la@ — Cyp = (O 0

® 23— (C3 = ch‘lag-c;), = (O 0

o 2y —cy=cEBlag—¢c, = (0 0

min {—7,—4,—6,—-5} = —7

e Pibot-zutabea: y, = B~la; =

123
2
0Ol 2| -7=-7
\3
1
0)] -1 | —4=-4
L)
2
0) 4 | —6=—6
—2
1
O2]-5=-5
3
—  a; olnarriratuko da
1 00 2 2
010 2 =1 2

(o]
o
—_
W
w

1 00 10 10
e Soluzioa: xg =B 'b=] 0 1 0 26 | = 26
0 0 1 45 45
10 26 45 :
min {—2—, 5 ?} =mun {5,13,15} =5 —  aj irtetzen da

Oinarria orain: B = {a;,ag,ar}.
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e Pibota: 2

e Biderkatzaileak: 1, %

Orain arteko B oinarritik B! kalkulatzeko betiko moduan jokatuko

dugu. Pibot-lerroa pibotaz zatitu: 1. Besteak biderkatzailea erabiliz

kalkulatu: 0 —1-1 = —1 eta 0 — % -1 = —%. Honela, oinarriko
lehen zutabea, irten berri den as-ari dagokiona, eguneraturik daukagu.
Gainontzeko biak bere horretan mantentzen dira, oinarriko direlako.

Lo
B1l'=| 110
-2 01

® 23— C3 :CgB_lag—Cg :(

] 24—c4:c£B_1a4—c4:(% 0 0)

NI
o
e}
~—
|
S N
l
(@]
1
—_
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1
oz5—05:c£B“1a5—c5:(%00) 0 :-;—
0
min {~£, —§} = 3 — a4 oinarriratuko da
27 2 2
Irtengo den bektorea zein da?
200 10 5
exp=B"'b=] -110/[]|2 |=] 16
—201 45 30
00 1 x
e Pibot-zutabea: B~lay,=| —1 1 0 2 1=11
391\ 3 3
. .5 16 30 , :
min {1, T -} =min {10,16,20} =10 — a; irtengo da
2 2
B = {ay, a6, a7}
e Pibota:
e Biderkatzaileak: 1 : % =2, % : % =3
Lehen egin bezala, B~! eguneratzeko kalkuluak:
1 1 1 3 1
5.5—1, —1-2-==-2, —§~3-§——3
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B ={as,a5,a;} — cg=(500)

100
ckB'=500|-210]=(500
-3 0 1
([ 2
021—61:(3%8_1&1—01:(5 0 O) 2 —7=3
\3
[
e zy—c=chBlag—c;=(500)] -1 |—4=1
\ 1
[2)
¢ z3—c3=c5Blaz—c3=(500)| 4 | —-6=4
\2
1)
025—c5:c§B“1a5—c5:(5 0 0) 0 —0=5
0)
Guztiak dira positibo. Soluzio optimoa:
1 00 10 10 T4
xg=B"'b=| 2 1 0|2 [=| 6 =] 2
-3 0 1 45 15 Ty

Pauso guzti hauek aurrean ikusitako simplex taulan jarraituz gero, al-
ferrikako kalkulu asko alde batera utzi dugula ikusten da. Problemak
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zenbat eta aldagai gehiago izan, kalkulu aurrezkia orduan eta nabar-

menagoa da.
O

4.10 Zenbait ohar

Problema lineala tamaina handikoa izateagatik konputagailu bidez ebaz
tea erabakitzen dugunean, ondokoak kontutan izatea komeni da:

1. Biribiltze-erroreen arazoa: Kalkuluak eskuz egin eta zatikiak
erabiltzean ez dugu arazo honekin topo egiten. Baina, konputa-
gailuek zatikiak zehaztasun aritmetiko finituaz darabiltzatenez,
simplex metodoaren bidez lortutako taula optimotik aterako du-
gun oinarriko soluzio bideragarri optimoak problemaren murriz-
ketak ez betetzea edo beteta ere soluzioa optimo ez izatea gerta

daiteke. Hori biribiltze-erroreen pilaketagatik gertatzen da. Al-
dizka

BXB——b

errorea ebaluatuz gertakizun hau detekta daiteke. Errorea esan-
garria bada konpondua izan daiteke honela: zuzenean B~! kalku-
latu, taularen erroreak zuzendu eta hortik aurrera jarraitu.

2. Murrizketa erredundanteen agerpena: Egoera hau detek-
tatzeko metodoak badira baina konputagarritasunaren ikuspun-
tutik begiratuta, soluzio optimoan aldagai artifizialak agertzen
badira honek murrizketa erredundanteak egon daitezkeela esan
nahi duela kontutan izatea zuhurragoa izan daiteke.

Simplex metodoa erabiltzen hasteko aldagai artifizialak erabiltzen
direnean, behin taulan optimaltasun baldintzak betetzen direnean
taula horretan aldagai artifizialik ez dagoela ikusten badugu, or-
duan hasierako problemak badu soluziorik. Ikus ditzagun orain
taula optimoan aldagai artifizialak agertzen direneko 3 kasu.
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4.GATIA PROGRAMAZIO LINEALA. SIMPLEX METODOA

Oinarrian balio positiboa hartzen duen aldagai artifizialik agertzen

bada gertatzen da hau. Demagun eredu lineal hau

ondoko murrizketen menpe

mazx z = 1 + 2T9 + 3

Ttz +23=095
6x, + 229 + dx3 = 2

3

9

1

—bay — 53y — 225 < 5

2

2

2

T1,L2,x3 Z O

Datozen taulatan optimaltasun baldintzak lortu arte beharrezko

diren simplex metodoaren kalkuluak agertzen dira.

[

|
oo

N[

T T2 3 ry W w2
-TM -1 -3M-2 —6M—-1{0 0 0 —7M
Aw1 1 1 1 o 1 0 5
aw2 [6] 2 5 0o o 1 2
a4 -5 -3 -3 1 0 0 :
0 tM-% gm-ilo o IMii|-Ymi}
o B : R
ay 1 2 0 o0 x x
a | 0 ! = 2 RS v
2M + 5 0 iM+4 |0 0 M —4M + 2
aw1 -2 0 -1 0o 1 -1 4
ap 3 1 5 0 0 L 1
ay -1 0 -2 1 0 2 2

Azken taula honetan z; —¢; > 0 Va; € A betetzen denez, taula
optimoa da. Aldagai artifiziala w, =4 > 0 denez, problemak ez
du soluziorik.

a
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Adibidea: Ekuazio erredundanteak

Har dezagun honako eredu lineala.

Wy, W2

maxr z = T + 229 — T3

ondoko murrizketen menpe
233'1-—332—!-533: 12

— I +2SE2 +SC3 = 10

$1+$2+2$3:22

L1,T2,23 2 O

eta ws aldagai artifizialak gehitu ondoren hauek dira

optimaltasun baldintzak bete arte behar izan ditugun simplex

metodoaren hiru iterazioak.

zq zo z3 w1 w2 w3
—2M -1 -2M -2 —4M+1| 0 0 0 —44M
Ay 2 -1 1 1 0 0 12
awz ~1 2 0 1 0 10
Awa 1 1 2 0 0 1 22
—6M 6M — 4 0 0 4M -1 0 | —-4M —10

au1 -3 0 1 —1 0 2
as -1 2 1 0 1 0 10
aw3 3 -3 0 0 -2 1 2

0 -2 0 M 2M-1 0 -10
aj 1 -1 0 3 -3 0 z
2|0 R
aw3 0 0 0 -1 ~1 1 0

0 0 3 $ 2 0 93—8
a; 1 0 1 z : 0 &
ap 0 1 1 i Z 0 L
Aw3 0 0 0 -1 -1 1 0

ws aldagal artifiziala oinarrian dago eta zero balioa dauka. ws
aldagaiaren ordez ezin dezakegu ez z1, ez 14 eta ez x3 sartu, hala
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eginez gero pibot balioak zero balioa hartuko lukeelako. Hiruga-
rren lerroko elementu guztiak, ys;, ys2 eta ys3 zero dira.

Kasu honetan ekuazio erredundanteren bat daukagu. Eredua
aztertuz konturatuko gara hirugarren murrizketa beste bi mu-
rrizketen batura dela. Hirugarren murrizketa kenduz gero eredu
linealak badu soluziorik.

O
Adibidea: Soluzio endekatua

Demagun eredu lineal hau.
mar z = Ty + 9 + 313
ondoko murrizketen menpe
z1+dra+ 23 < T
Ty — Ty +23>H
%551—25732+$3Z5
Ty...23 >0

x4 nasaitze-aldagaia eta w; eta w; aldagai artifizialak gehituz
gero hauek dira zigortze-metodoaren taulak.

z1 T2 3 T4 wy w2
-SM-1 3M -1 -2M -3} 0 0 0 | —10M
ay 1 5 1 1 0 0 7
auw1 1 -1 0 1 0 5
aw2 5 -2 1 0 0 1 5
IM+2 M-4 0 0 2M+3 0 | 15
ay 0 6 0 1 -1 0 2
a3 1 -1 1 0 1 0 5
aw3 -1 -1 0 0 -1 1 0

ws aldagai artifiziala oinarrian dago eta zero balioa dauka. Hala
ere, ez gaude murrizketa erredundanteen kasuan, oraingo hone-
tan hirugarren lerroko balioak(hasierako ereduaren aldagaiei da-
gozkien zutabeetakoak) ez direlako zero. Problemarako soluzio
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optimo endekatua aurkitzea posible da. Horretarako pibotea au-
keratu behar dugu; —3 edo —1 izan daitezke. Pibot negatibo
hauek ez dute oinarriaren bideragarritasunaren gain inolako era-

ginik izango, aldagai artifizialaren balioa zero delako.

—1 balioa hartuko dugu pibot baliotzat. Hori dela eta, a
oinarrian sartuko da eta a,; oinarritik irtengo da.

40 0|0 7+M —4+M|15
Olag{—=3 0 0|1 -7 6 2
3lag| 2 0 1|0 2 -1 |5
lia,| 2 1 00 1 —1 |0

B = {ay, a3, a,} oinarria optimoa da problemarako, eta xg solu-
zio optimo endekatua da.

O

3. Ziklatzearen arazoa: Oinarriratzeko bektore bat baino gehiago
aukeratua izan badaiteke (z; — ¢; balio negatibo berbera izatea-
gatik), bektore horietariko edozein aukeratu ahal izango dugu,

simplex metodoaren iterazio-kopuruan inolako eraginik izango ez
duelarik.

Tamalez ez da gauza bera gertatzen oinarriko irteera bektoreekin.
Irteera bektorea aukeratzerakoan, irizpidea betetzen duen bektore
bat baino gehiago egotekotan, inoiz soluzio optimora eramango ez
gintuzken ziklatzean harrapatuak aurki gintezke bektore egokia
aukeratuko ez bagenu. Hori gerta daiteke soluzioa endekatua
denean eta enpatea zeroan gertatzen denean. Badira ziklatze
hori gerta ez dadin erabil daitezkeen erregelak, erregela lexiko-
grafikoak eta Bland-en erregela, adibidez. Horiei esker, oinarritik
irtengo den aldagaia aukeratzen jakingo dugu inolako arazorik
eragin gabe.

4. Kasu praktiko askotan, erabaki-aldagaien goi-bornea edota behe-
bornea izatea gerta liteke. Borne horiek murrizketa moduan ez
jartzeko simplex metodoa egoki daiteke.
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5. Simplex metodoaren eraginkortasun konputazionala, balio opti-

moa lortzeko behar den denboraren eta iterazio-kopuruaren ara-
bera neurtzen da. Aldagai-kopuruak eta murrizketa-kopuruak du-
ten eragina aztertzeko asko dira burutu diren ikerlanak eta lortu-
tako emaitzek diotenez eraginkortasuna murrizketa-kopuruarekiko
aldagai-kopuruarekiko baino askoz ere sentikorragoa da. Espe-
rientziaz ikusi da metodoak algoritmoaren m eta * pauso artean
konbergitzen duela, nahiz eta pauso-kopuru hori gainditzen duten
problemak existitu.

. Azken gaian problema linealak ebazteko erabiltzen diren bi soft-

ware pakete aztertzen dira: QSB+ eta LINDO. Programa horiek
erabiltzen dituzten metodoak eta ematen dituzten soluzioak az-
tertzen dira bertan.

4.11 Ariketak

1. Demagun ondoko eredu lineala:

max z = 3r + 229 + 23
ondoko murrizketen menpe

Ty — Tg + 23 < 2

221 +xo + 423 <6

x1,ZT9,23 > 0

Oinarriko soluzio bideragarri baten hobekuntzaren teorema erabi-
liz soluzio optimoa lor ezazu.

2. Simplex metodoa erabiliz ondoko eredu linealaren soluzioa lor

€zazu:

min z = —2x1 + X9 — T3
ondoko murrizketen menpe

T, — Tq9+ 223 > —4

221 — 3xy + 423 <5

1,29 2> 0

Z3 : ez-murriztua
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3. Izan bedi ondoko eredu lineala:

mazr z = x1 + 24
ondoko murrizketen menpe
1+ 229 <3
Ty +x9 21
Ty — Ty <2

2y, T9 > 0

(a) Lor ezazu ereduaren idazkera estandarra.

(b) Problema grafikoki ebatz ezazu. Bideragarritasun-eskualdeko
mutur-puntu guztiak zehazta itzazu.

(c) Simplex metodoa erabiliz ebatz ezazu problema.

(d) Aurreko bi puntuetan lortutako soluzioak aldera itzazu, oi-
narriko soluzio optimoa zein mutur-punturi dagokion ikus-
teko.

4. Honako eredu lineala emanik:

max 2 = Ty + Tg
ondoko murrizketen menpe
Ty — 29 < 1
x4+ 29 <6
i) S 3)

xy,29 > 0
Soluzio optimoa kalkula ezazu. Aukerazko optimorik ba al dago?
5. Zigortze-metodoa erabiliz ondorengo problemak ebatz itzazu:
(a)

min z = 31y — 2T9 — T3
ondoko murrizketen menpe

1+ 29 —a3=4
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T+ 2% — 23 > 2
*$1+$2+2$3§6
$1§0

Z2,Z3 _>_ 0

maz z = Ty — &g
ondoko murrizketen menpe

1+ 325 > 2

—z1 — 229 <3

Ty — 3T9 = 2

L1, T Z O

maz z = 21 + 32,
ondoko murrizketen menpe
1 — 229 <3
Ty +xe 27
221 + 325 <1

$17l‘220

6. Bi faseetako metodoa erabiliz ondorengo problemen soluzioa lor
ezazu:

(a)
min z = 30z + 25z,

ondoko murrizketen menpe
x, +4xy > 12
3z, + 229 > 10
S5y + 3z, > 20

Z1, 22 2 0
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4.1 .Taula: Ordu-kopuruak

Produktua | Eskulana Leunketa Kalitate-Kontrola
P 4 1 0.25
P, 3 1 0.25
P 3 0.5 0.2
(b)
mar z = —8x, — 6xy — 6253

ondoko murrizketen menpe
221 +4z9 + 423 > 8
—4xr; — 529 — 23 < —6
31+ 3z9 + 423 > 4

xl...:z:;;ZO

7. Lantegi batek 3 motatako produktuak ekoizten ditu: Pi, P, Ps.
Produktu-unitate bakoitza ekoizteko hiru urrats eman behar dira:

eskulana, leunketa eta kalitate-kontrola. Urrats bakoitzean pro-
duktu bakoitzak behar dituen ordu-kopuruak 4.1 .taulakoak dira.

Asteko eskulanerako ordu erabilgarrien kopurua 100-ekoa da, le-
unketarako 75-ekoa eta kalitate-kontrolerako 150-ekoa.

Eskari-arrazoiak direla eta, ekoiztutako P, produktuaren unitate-
kopuruak beste bi produktuen kopuruak elkarrekin jarrita adi-
nakoa izan beharko du.

Ekoiztutako produktu-unitateko lortzen diren irabaziak 14, 10 eta
8-koak dira, hurrenez hurren.
(a) Eredu lineala formula ezazu.

(b) Soluzio optimoa kalkula ezazu metodorik egokiena erabiliz.






5.Gaila
DUALTASUNA

Egitura lineal bat izanik, dagokion egitura duala ematea beti da posible.
Problema linealaren eta dagokion problema dualaren arteko erlazioak
oso garrantzitsuak dira, bai teorikoki eta baita praktikoki ere. Geroago
ikusiko dugunez, eredu lineala ebaztean, ebazten duguna primala zein
duala izanik ere, bietarako soluzioa ematea beti da posible. Hori dela
eta, bietariko zein ebaztea komeni zaigun erabaki beharko dugu kasu
bakoitzean, bietatik errazena ebazteko. |
Hauek dira dualtasunak eskaintzen dizkigun aukerak:

1. Problema linealak duen aldagai-kopurua murrizketa-kopurua bai-
no txikiagoa denean, problema linealaren ebazpena erraz daiteke.
Eredu lineala ebazterakoan, zenbat eta murrizketa gehiago izan
ebazpena lortzea orduan eta luzeagoa gertatzen denez, horre-
lakoetan problema duala ebaztea komenigarria izan daiteke.

2. Programazio linealeko problemen interpretazio ekonomikoa egin
daiteke dualtasunari esker.

3. Ereduaren parametroen aldaketak aztertzeko beharrezkoa da du-
altasunaren propietateak erabiliz eratorritako simplex dual delako
metodoa erabiltzea.

Problema primalaren eta dagokion dualaren arteko erlazioa hobekiago
ulertzeko adibide bat aztertuko dugu.
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5.1 .Taula;
PRODUKTUAK LEHENGAIEN
LEHENGAIA [1 2 3 4 | ERABILGARRITASUNA
A 2 3 15 4 300
B 2 4 3 1 500
D 51 2 1 250
IRABAZIA [4 3 6 2

5.1 Sarrera adibidea

Lantegi batean 4 produktu desberdin sortzen dira: 1,2,3 eta 4. Pro-
duktu horiek lantzeko 3 lehengai mota desberdin behar dira: A, B
eta D. 5.1 .taulan datoz produktu unitate bakoitza sortua izateko be-
har diren lehengaien unitate-kopuruak, lehengaien erabilgarritasuna eta
produktuek sortutako irabaziak.

Eredu lineal baten bidez idatziko dugu problema, eta zera ezagutu
nahi da: irabazia maximoa izan dadin sortu beharko den j produk-
tuaren unitate-kopurua (j = 1,2,3,4). Kopuru hori z; aldagaietan
jasotzen da.

mazr z = 4z + 329 + 623 + 224
ondoko murrizketen menpe

221 + 3z, + 1.923 + 4z, < 300

221 +4x9 + 323 + x4 < 500

Sxq + 9 + 223 + 24 < 250

z; >0 3g=1...4

Demagun badela lantegi horrekin norgehiagoka ari den beste lantegi
bat, eta bigarren honek b, = 300, b, = 500 eta b3 = 250 lehen-
gaiak erosi nahi dizkiola. Lehengai hauek lortzea zerbait kostatuko
zaio: yi,ys eta ys, hurrenez hurren, eta lehengai horiek ahalik eta kos-
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turik txikienean lortzea da bere helburua.
min G = 300y; + 500y, + 250ys

Baina, gauza bat garbi dago: lehen lantegiak ez dizkio lehengaiak bi-
garrenari edozein preziotara salduko; lehengaiak erabiltzearen truke lor-
tzen duena baino gutxiagogatik ez dizkio salduko.

1 produktua sortzeko lehen lantegiak 2 unitate A lehengai, 2 unitate
B lehengai eta 5 unitate D lehengai behar ditu. Lehengai horiek biga-
rren lantegiari salduko balizkio, eta bakoitzagatik yy,y, eta ys lortuko
balu, hurrenez hurren, 2y, + 2y, + 5y; irabaziko luke. Honela lortutako
irabazia, lehengaiak erabiliz 1 produktua sortzean lortutakoa, 4 alegia,
baino handiagoa edo berdina bada, lehengaiak 2. lantegiari saltzeak
mereziko du.

2y1 + 2y, + dyz 2 4
Hori problema dualaren lehen murrizketa da. 2,3 eta 4 produktuen
ekoizpenarekin ere interpretazio berberari jarraituz ondorengo eredu
duala lortzen da:
min G = 300y, + 500y, + 250y
ondoko murrizketen menpe
2yy + 2y; +5ys > 4
3y1 + 4y +yz3 = 3
1.5y + 3y2 + 2y3 > 6
4y1 + yz + 2y3 > 2
Y1,:Y2,ys = 0
]

Ikusiko dugunez, bi problemen (primalaren eta dualaren) helburu-
funtzioaren balio optimoa berbera da.

5.2 Problema duala

5.2.1 Definizioak

Definizioa 5.2.1 (Maximizatze-idazkera simetrikoa) FEredu line-
ala maximizatze-idazkera simetrikoan dagoela esaten da baldin eta:
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o Helburu-funtzioa mazimizatze erakoa bada
o Murrizketa guztiak < erakoak badira

o FErabaki-aldagai guztiak ez-negatiboak badira

Adibidea:

Ondoko problema maximizatze-idazkera simetrikoan idatzi nahi da:

mazr z = £y, — 3Ty + T3

ondoko murrizketen menpe
Ty + g+ 3 > 2
-1+ 229 —23 <3
1 — To+ 223 = —1

T1,T2, T3 Z 0
Maximizatze-idazkera simetrikoas:

mar z = Ty — 3Ty + T3

ondoko murrizketen menpe
—T — Ty — Ty < —2
—x1 4+ 229 — 23 < 3
Ty — To + 223 < —1
—x1+ 29 — 223 <1

T1,T9,x3 > 0

a

Definizioa 5.2.2 (Minimizatze-idazkera simetrikoa) Fredu line-
ala minimizatze-idazkera simetrikoan dagoela esaten da baldin eta:

o Helburu-funtzioa minimizatze erakoa bada

o Murrizketak > erakoak badira

o [Lrabaki-aldagaiak ez-negatiboak badira
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Eredu lineal guztiak idatz daitezke komeni den idazkera simetri-
koan.

Adibidea:
Izan bedi ondorengo eredu lineala:

min z = I, — Iy

ondoko murrizketen menpe
dxy + 229 <1
Xy — 2x9 > 3

T1, %y 2 0
Dagokion minimizatze-idazkera simetrikoa:

min z = 1 — Ty

ondoko murrizketen menpe
=3z — 29 > —1
T, — 2T9 > 3

Ly,T2 Z O

5.2.2 Primal-dual arteko erlazioa

Demagun maximizatze-idazkera simetrikoan dagoen eredu lineala dau-
kagula:

Eredu honi primala deituko diogu. Ondorengo problema minimizatze-
idazkera simetrikoan dago eta aurrekoaren duala dela esaten da:
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min G = bly

0. M. m.
ATy > ¢
y=20

Erlazio horren esanahia hobe ulertzeko aldera itzazu eredu primal
eta duala sarrera adibidean ikusitakoekin.

Adibidea:

Ondoko eredu primalaren duala kalkulatuko dugu:

max z = 2x, — T+ 313
ondoko murrizketen menpe

T — 2o+ 23<2

31 — 29+ 2253 <1

r;>05=1...3

Dagokion duala:

min G = 2y1 + o
ondoko murrizketen menpe
Y1+ 3y, = 2
—y1—y2 = —1
y1 + 2y, >3
Y1,¥2 2 0

O

Hemendik aurrerako frogapenetan primala maximizatze-idazkera si-
metrikoan dagoela suposatuko badugu ere, horrek ez du esan nahi eredu
primalak beti maximizatze-idazkeran egon beharko duenik. Edozein
eredu lineal daukagula, primal izena emango diogu, eta propietate ba-
tzuk erabiliz primal horri dagokion duala kalkulatuko dugu, oro har.
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5.2.3 Eredu primalaren eta dagokion dualaren osa-
gaien azalpena

¢ A m x n matrizea bada, eredu primalak m murrizketa eta n
erabaki-aldagai du. Eredu dualak, aldiz, n murrizketa eta m

erabaki-aldagai izango du, bere teknologi koefizienteen matrizea
AT izateagatik.

e b bektorea:

— FEredu primalean baliabide-bektorea da

— Eredu dualean, aldiz, kostu-bektorea edo prezio-bektorea
e c bektorea:

— Kostu-bektorea da eredu primalean

— Baliabide-bektorea da eredu dualean

Primal-dual erlazio simetrikoan ondokoak ikus daitezke:

e Primalaren murrizketak < erakoak dira, eta dualaren aldagaiak
> 0 dira. Primalaren murrizketa-kopurua eta dualaren erabaki-
aldagaien kopurua kopuru berbera dira.

e Primalaren aldagaiak > 0 dira eta dualaren murrizketak > era-
koak. Dualak duen murrizketa-kopurua eta primalak duen era-
baki-aldagaien kopurua berbera da.

5.2.4 Dualtasuna: kasu orokorra

Problema praktiko gehienetan, murrizketak <, = edo > modukoak
dira. Horrelako problemen duala kalkulatzeko ereduaren idazkera si-
metrikoa idatz daiteke eta ondoren aurreko primal-dual erlazioa erabi-
li. Hala ere, idazkera simetrikoa idatzi beharrik izan gabe ere erabil
daitezke 5.2 taulako erlazioak.

5.2 taulako zenbait erlazio frogatuko dugu. Gainontzekoak antzera
frogatuak izan daitezke. Eredu primalaren helburu-funtzioa minimi-
zatze modukoa bada duala maximizatze modukoa izango da geroago
teorema batetan frogatuko dugunez. Era horretako eredu primal baten
duala lortzeko 5.2 taula eskubialdetik ezkerraldera irakurri beharko da.
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5.2 Taula:

PRIMAL-DUAL ERLAZIOAK

max

¢ murrizketa < b,
¢ murrizketa = b;
¢ murrizketa > b;
¢ aldagaia > 0

¢ aldagaia ez-murriztua

min

1 aldagaia > 0

¢ aldagaia murriztugabea
¢ aldagaia < 0

¢ murrizketa > ¢;

1 murrizketa = ¢;

1111911

¢ aldagaia < 0 ¢ murrizketa < ¢

e Demagun ondoko eredu lineala

dagokion duala

Hori frogatzeko primal-dual arteko erlazioa erabiliko dugu.
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maz z = clx mazr z = c1x
o.m.m. 0.m.m.
<~
Ax>Db —Ax < -b
x>0 x>0

Bigarren eredua dagoeneko maximizatze idazkera simetrikoan dago.
Bere duala

min G = —bTy
0. m. m.
ATy > T
y=>0
y = —y aldagai aldaketa eginez,
maz G =bly

ATy 2 CT
y<0
Hau da, problema primalaren murrizketak > modukoak badira,

dualaren y aldagaiak zero baino txikiagoak edo berdinak izango
dira.

e Demagun problema primal hau

maxr z = CTX

0. m. m.
Ax=Db
x>0
Dagokion duala
min G =bly
0. M. m.
ATy > ¢

y : ez-murriztua
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Oraingoan primal-dual arteko erlazioa erabiltzeko, aurretik pro-
blema primalaren idazkera simetrikoa idatziz, zera daukagu

mar z = CTX

0. m. m.
Ax <b
—Ax < —b
x>0

Aurreko idazkera lortzen da, Ax = b ondoko bietan banatuz:
Ax < b, Ax > Db

Har dezagun

u

A%

bektorea, non u eta v bektoreek m osagai dituzten. Dagokion
eredu duala honakoa da.

7MnG_®T—b5(u)

ondoko murrizketen menpe

mT_Aﬁ(u)zc

Beste modu batera idatzirik:

min G = bl (u—v)

0. m. m.
ATu—-v)>c
u,v>0
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y = u— v aldagai aldaketa eginez

min G =bly
0. M. m.
ATy > ¢

y : ez-murriztua

y aldagaia murriztugabea da, bi aldagai positiboren arteko ken-

keta delako.

Dualtasunaren azken forma honetan zera ikusten da: Primalaren

murrizketak = modukoak badira, dualaren aldagaiak ez daudela
zeinuz murriztuak.

Era berean froga daitezke 5.2 taulan agertzen diren erlazio guz-
tiak.

Adibidea:

Demagun ondoko eredu primala:

mar z =1 — 4x9 — T3

ondoko murrizketen menpe
X1+ x9—x3 >4
2x1 + 3x9 — by < 2
201 — 9+ 223 = 6
1 <0z >0
x3 : ez-murriztua

Taulako erlazioak erabiliz gero, datorren duala lortzen da:

min G = 4y + 2yy + 6ys
ondoko murrizketen menpe

Y1+ 2ys + 2y3 < 1

y1 +3y2 —ys > —4

—y1 — dyz + 2ys = —1

y$1 <0y, >0

Y3 : ez-murriztua
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5.3 Dualtasunari buruzko teoremak

Datozen teoremei esker, problema primalaren eta dualaren arteko er-
lazioak eta baita beren soluzioen arteko erlazioak ezagutuko ditugu.
Guztietan primal-dual idazkera simetrikoa erabiltzen da:

PRIMAL DUAL
maz z = clx |min G =bly
o.m.m. o.m.m.

Ax <b ATy > ¢
x>0 y=>0

Teorema 5.3.1 Problema dualaren duala problema primala da.

Frogapena:
Demagun honako eredu lineala daukagula:

maxr z = CTX

O. Im. In.
Ax <b
x>0

Dagokion duala:
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Primal-dual erlazio simetrikoak erabiliz bigarren problema honen duala
kalkulatzeko, problema maximizatze-idazkera simetrikoan jarriko dugu:

—maz (—G) = —bly
0. m. m.

—ATy < —¢

y=20

Dagokion duala kalkulatzeko primal-dual erlazio simetrikoa erabi-

liko dugu:

—min (—z) = —c'x
0. m. m.

—Ax > —b

x>0

Beste era batera idatziz:

Beraz, dualaren duala primala dela dakusagu.
(I

Teorema 5.3.2 (Dualtasun ahularena) Demagun x etay problema
primalaren eta dualaren soluzio bideragarri (S.B.) bana direla, hurrenez
hurren. Zera betetzen da:

z=clx<bly=0G
Frogapena:

x : primalaren S.B. = Ax<b, x>0 (5.1)
y : dualaren S.B. = ATy >c,y>0
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(5.1) desberdintza yT > 0 bektoreaz eta (5.2) desberdintza x* > 0
bektoreaz biderkatzean, ondokoa lortzen da:
yiAx < y'b = bly
XTATy > xTe = Tx
Matrize-eragiketak eginez x? ATy = yTAx betetzen denez zera
daukagu:
z = cx < yiAx < by = @

Primalari eta dualari dagozkien soluzio posibleen (x,y) bikote guzti-
etarako helburu-funtzio primalaren balioa beti da helburu-funtzio du-
alaren balioa baino txikiago edo berdina.

|

Aurreko teorematik zera ondoriozta daiteke: problema primalaren
balio optimoa (maximoa) problema dualaren balio optimoaren (mini-
moa) behe-bornea dela. Era berean, problema dualaren minimoa pro-
blema primalaren maximoaren goi-bornea da.

Korolarioa 5.3.1 Baldin x* ela y* soluzio bideragarriek cTx* = bTy*
betetzen badute, orduan x* eta y* problema primalaren eta dualaren
soluzio optimo dira, hurrenez hurren.

Frogapena:
Dualtasun ahularen teoremak dioenez, edozein (x,y) soluzio biko-
terentzat zera betetzen da

cI'x < bly

Dualaren y* soluzioa hartuz gero, c’x < bTy* betetzen da. Daki-
gunez, ¢! x* = bTy* betetzen da.

cIx <cTx* = x* problema primalaren soluzio optimoa da.

Era berean,
bTy* — CTX* < bTy

bTy* <bly =y dualaren soluzio optimoa da.
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Korolarioa 5.3.2 Problema primala bideragarria eta bornegabea bada,
dualak ez du soluziorik.

Edozein (x,y) soluzio bikotek ¢?x < bTy betetzen duela kontutan
izanik, baldin primalaren helburua bornaturik ez badago orduan ez da
dualarentzat y soluziorik existitzen, zeina problema primalaren goi-
borne izango den.

Korolarioa 5.3.3 Baldin problema duala bideragarria eta bornegabea
bada, orduan duala bideraezina da.

Korolario hau aurrekoaren antzera interpretatzen da.
Adibidea:

Demagun eredu lineal bat eta dagokion duala dauzkagula. Prima-

lak soluzio bornegabea duela eta bere dualak soluziorik ez duela ikus
daiteke.

maz z = 3x1 + 2z | min G = 2y, — 4y,
0. M. m. 0. m. m.
—2z1 + x5 < 2 —2y; — 2y, >3
201 + 29 2> 4 Y1 — Y2 = 2
z1,22 2 0 y1,y2 > 0

Primalaren soluzio bornegabea:
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A

-2x14x2=2

x1

2x1+x2=4 7

max

Dualak ez du solﬁziorik:
B

y2

-2y1-2y2=3 yl-y2=2

yl

[

Baldin primala (duala) bideraezina bada, orduan duala (primala)
bideraezina edo bornegabea izan daiteke. Frogapena ez da erraza, baina
aurreko adibidean primala dual gisa hartzen badugu duala bornegabea
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dela ikusten da. Aldi berean primala eta duala bideraezinak izan
daitezke.

Teorema 5.3.3 (Dualtasunaren funtsezko printzipioa) Baldin
problema primalaren x* soluzio optimo bat existitzen bada, orduan pro-
blema dualaren y* soluzio optimo bat existitzen da. Era berean, bal-
din problema dualaren y* soluzio optimo bat existitzen bada, orduan
problema primalaren x* soluzio optimo bat existitzen da. Gainera, bt
kasuetan z* =clx* =bly = G* betetzen da.

Adibidea:

Demagun ondoko problemak ditugula (primal-dual simetrikoak):

max z = 2x1 + 3x, | mun G = 2y; + 3yg + Sys
0. m. m. 0. m. m.
T+ 23 <2 Y1+ 2y2 +ys = 2
20 —29 <3 y1— Y2 +3y3 = 3
T3+ 323 <9 Y1,Y2,Ys 2> 0
21,29 >0

Edozein soluzio bikotek 2z < (' betetzen du. Adibidez, har deza-
gun x? = (1 1) problema primalaren soluzio bideragarri bat, zeinetan
helburu-funtzioak z = 5 balioa hartzen duen. Bestalde, problema du-
alaren soluzio bideragarri bat den y? = (1 1 1) hartuko dugu, eta
soluzio honetan helburu-funtzio dualak hartzen duen balica G = 10
dela ikusten da. z < G betetzen da.

Har ditzagun orain problemen soluzio optimoak. x*7 = (0.5 1.5)
eta y*T = (1.5 0 0.5). Soluzio optimo izateagatik z* = G* = 5.5
betetzen da.

O

Teorema 5.3.4 B oinarria programazio linealeko eredu baten oinarri
optimoa baldin bada, orduan y*T = ¢ B! eredu dualaren soluzio opti-
moa da. Helburu-funtzio primalak eta dualak balio berbera hartzen dute.

Z*:G*
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Frogapena:
Demagun problema primalapdaukagula. Nasaitze-aldagaien bek-
torea, xy,, gehituz gero, ondokoak dira murrizketak:
Ax + ]Xh =b
X, Xp Z 0

Baldin B problema primalaren oinarri optimoa bada eta x5 B oinarri
horri dagokion soluzioaren osagaiak, orduan z; — ¢; > 0 betetzen da.

Z; = cgyj = ch“laj
zi>e¢ V) = cgB'A>c
Beste era batera idatzita:
ATelB ' > ¢

cL B~ bektoreak murrizketa dualak betetzen dituela ikusten da. Beraz,
dualaren soluzioa da eta y* izendatuko dugu.

y* — CgB—l

Hasierako B oinarria nasaitze-aldagaiez osatuta dagoen kasurako
zera daukagu:

cgB™' > ¢
[ matrizea nasaitze-aldagaiez osaturik dagoenez, c¢; = 0 betetzen da.
Beraz,
cgB 'l =ctB' >0
betetzen da; y* = cL B~ bektorearen osagai guztiak ez-negatiboak
dira. Helburu-funtzioaren balioa:

Pa— CEX*B = ch‘lb = bT(ch_l)T — by =G

Frogaturik gelditzen da helburu-funtzioen balio optimoak berdinak di-

rela.
O

Jarraian aztertuko dugun osagarrizko nasaitasunaren teorema deri-
tzonean, primalaren soluzio optimotik abiatuz dualaren soluzio optimoa
nola kalkula daitekeen ikusiko dugu.
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Teorema 5.3.5 (Osagarrizko nasaitasuna) [zan bitez X* eta y* pro-
blema primalaren eta dualaren bt soluzio bideragarri, hurrenez hurren.
Soluzio horiek optimoak dira baldin eta sotlik baldin

X*T(ATy* . C) 1 y*T(b _ AX*) -0

Teorema hau ez dugu frogatuko, baina dioena aztertuko dugu, ber-
tatik aterako dugun zenbait ondorio lagungarri gertatuko baitzaigu.
Izan bitez problema primala eta bere duala:

maz z =clx | min G =bly
0. m. m. 0. m. m.
Ax <b Aly > ¢
x>0 y>0

Murrizketak beste era batera idatziz gero:

b—-Ax>0
Ay —c¢>0

Bestalde, bai problema primalaren eta bai problema dualaren soluzio
optimoek, ez-negatibotasun murrizketa bete behar dutenez, x* eta y*
soluzioek x* > 0 eta y* > 0 betetzen dutela dakigu.

Guztiarekin,

X*T(ATy* . C)

>0
yI(b - Ax*) >0

Aurreko teoremak zera betetzen dela ziurtatzen du.

X*T(ATy* _ C) + y*T(b . AX*) =0

Bi batugaiak positibo direnez eta batura zero denez, batugaiek zero
izan behar dute:
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X*T(ATy* —¢c)=0
yT(b - Ax™) =0

Hemendik zenbait ondorio interesgarritara iritsiko gara. Ondorio
hauei esker, ekuazio sistema bat eraikiz eta ebatsiz dagokion dualaren
soluzioa kalkulatuko dugu. Hauexek dira, ba, ondorioak:

1. Aldagai primal bat hertsiki positibo bada, dualaren dagokion mu-
rrizketa berdintasunez beteko da.

x*T > 0 izanik X*T(ATy* —¢)=0 bete dadin =
ATy* —¢ =0, hau da, ATy* =c

2. Primalaren murrizketa bat ez bada berdintasunez betetzen, da-
gokion aldagai dualak zero balioa hartzen du.

AX"<b = b—-Ax">0
yI(b - Ax*) =0 izateko = y7T=0

Eredu duala denean ebatzi duguna, hauek izango dira ondorioztatuko
ditugunak.

1. Aldagai duala hertsiki positibo bada, dagokion murrizketa pri-
mala berdintasunez betetzen da.

y*T >0 izanik, yT(b— Ax*) =0 izateko =
b—-Ax*=0, hauda, Ax"=Db

2. Dualaren murrizketa bat ez bada berdintasunez betetzen, dago-
kion aldagail primala zero izango da.

Aly* —¢ >0 bada, x(ATy" —c)=0 izateko =

x*T = 0 izan behar du
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Adibidea:
Demagun ondoko problema primala:

mazr z = 3x1 + 9 — 223
ondoko murrizketen menpe
1+ 20+ 33 <9
201 — 29 + 323 < 4
T1, Ty, 23 > 0
L2 2 0) da eta balio optimoa z* = 9.
Dagokion problema dualaren soluzio optimoa kalkulatuko dugu. Ho-
rretarako ez daukagu zertan eredu duala hasieratik ebatzi beharrik.
Nahikoa da osagarrizko nasaitasunetik eratorritako ondorioak erabil-
tzea. Nasaitze-aldagaiak gehitu ondoren hauxe da problema primala:

Bere soluzio optimoa x* = (

max z = 3x; + T9 — 223

ondoko murrizketen menpe

Ty 4 229 + 23 +z4 =
22?1 — T9+ 3333 ‘x5 = 4
11”6520

Duala nasaitze-aldagaiekin:
min G = byy + 4y,

ondoko murrizketen menpe

Y1+ 2y2 —ys3 =3
2Yy1 — Y2 —Y4 =1
Y1 + 3y —ys = —2
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Osagarrizko nasaitasunaren teorematik eratorritako ondorioak
erabiliz:
° x1:%>0 = y; + 2y, = 3, hau da, y3 =0
e z3=2>0 = 2y —y,=1,hauda, y, =0

e z3 = 0 = Ezin da esan problema dualaren 3. murrizketa
berdintasunez edo desberdintasunez betetzen den. Beraz, nasaitze-
aldagaia gehitu behar zaio.

Y1+ 3y —ys = —2

e z, =0 = Problema primalaren lehen murrizketa berdintasunez
betetzen da. Orduan, ezin da esan y; positiboa den edo zero den.

e z; = 0 = Aurrekoaren arrazoi beragatik ezin da esan y, positi-
boa den edo zero den.

Eredu dualaren soluzioa kaikulatzeko ondoko sistema ebatzi behar da.

Y1+ 2y, =3
21 —ys = 1
Y1+ 3y2 —ys = —2

Soluzioa:
yTi=(py)=011),G =9

Ikus daitekeenez, eredu dualaren lehen bi murrizketak berdintasunez

betetzen dira eta hirugarrena ez. ys = 6 da.
a

5.4 Soluzio dual optimoa taulan

Ikus dezagun, simplex metodoaren bidez problema primala ebaztean,
inplizituki dagokion problema duala ebazten ari garela. Soluzio dual
optimoa primalaren taula optimotik lor daiteke, osagarrizko nasaita-
sunaren teorema erabiltzeko beharrik izan gabe.
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Lehen ikusi dugunez, y*! = ¢4 B! eredu dualaren soluzioa da.
Suposa dezagun [, identitate-matrizea A matrizearen azpimatrizea
dela. Hau betetzen dela dakigu nasaitze-aldagaiak edota aldagai arti-
fizialak sartzen ditugulako. Taula optimoan hasierako taulako identi-
tate-matrizearen zutabeei dagozkien elementuek B~! matrizea osatzen
dute. Hori ikustea oso erraza da; ez ahaztu, taula bakoitzeko zutabe-
bektoreak une horretako oinarriarekiko koordenatuak direla. Zutabe
horietan, B oinarria optimoa izan edo ez izan, zera beteko da beti:

B~ =B
Zutabe horiei dagozkien lerro adierazleko elementuak ondokoak dira:
Zj — ¢ :ch_laj—cj' a; €1/

Osagai guztiak batera kalkulatzen badira ondoko bektorea lortzen

da:
kB ' —c;=ckB —¢;

Beraz, y*T = c£ B! lortzeko, aurreko bektoreari c; batu besterik
ez da egin behar.

e [ matrizea nasaitze-aldagaiez osaturik baldin badago, ¢; = 0 da.

o Bestela, aldagai artifizialak baldin badaude, bektore horrek —M
balioak 1zango ditu.

0
Adibidea:

157. orriko adibideko problema lineala har dezagun.

maz z = 3z, + 9 — 223
ondoko murrizketen menpe

Ty + 213+ 23<5

21 — 9 + 3z3 < 4

T1,22,23 2 O
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Hasierako taula:

-3 —1 2]0 0]0
a,| 1 2 1)1 0[5
as| 2 -1 3]0 14

Simplex metodoa erabiliz lortutako soluzio optimoaren taula:

00 6|1 119
afo 1 -]z -t
afio 1lro2e

Hasierako taulan ikusten da B = {a4,as} lehenengo oinarria, iden-
titatea hain zuzen ere, nasaitze-aldagaiez osaturik dagoela, oinarri op-
timoan 4. eta 5. zutabeei dagokien matrizea B~! dela eta zutabe
horretan dauden (24 — ¢4,25 — ¢5) = ch_lf — ¢ dualaren soluzioa
direla c; bektorea batuz gero. Hala ere, kasu honetan ¢; = 0 da, eta

ondorioz y*T = ¢L B! = (1 1) da dualaren soluzio optimoa.
O

Oro har, eredu guztiak ez dira primal-dual simetriko izango, aurreko
adibidean gertatu bezala. Horrelakoetan, lehen oinarriko diren aldagai
artifizialek helburu-funtzioa zigortzen dute, eta ¢ bektorearen osagai
horiek kontutan izan beharko ditugu dualaren soluzioa kalkulatzeko.

Adibidea:

Demagun ondoko eredua:

min 2z = 1 + 22,
ondoko murrizketen menpe
4y + 329 <12
Ty + 329 26
201 + x4 > 4

z1,T2 > 0
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Simplex metodoa erabiltzen hasteko, beharrezko gertatzen zaigu 2 alda-
gai artifizial (w; eta w;) eta nasaitze-aldagaiak gehitzea. Lehen oinarria
B =1 = {a3,a,;,a,,} da, eta ebatziko dugun eredua hauxe izango da:

maz (—z) = —x1 — 229 — Mwy — Mw

ondoko murrizketen menpe

4331 + 3332 +x3 =12
z1 + 3z, — T4 +wq =6
2:131 -+ o —Ts —,—UJQ =4

$1...w220

Beharrezkoak diren simplex metodoaren bi iterazioak taulakoak dira.

Cp 1 z2 T3 T4 Ty w1 wo
-3M+1 -4M+2 | O M M 0 0 -10M
0 ap 4 3 1 0 0 0 0 12
M | ap 1 0 1 0 1 0 6
-M | awe 2 1 0 0 -1 0 1 4
-SM+ 3 0 0 -3M+%2 M iM-Z 0 -2M-4
0| a3 3 0 1 1 0 -1 0 6
2 | a % 1 0 —% 0 %- 0 2
M | ays E—l 0 0 3 -1 -3 1 2
0 o o 3 i M-} m-i| -Z
o |0 o v s E
2 a 0 1 0 -'gi g_ % _% %
tla ] 0o Jo ¥ % -t % :

e Problema primalaren soluzioa:
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e Dualaren soluzioa: Hasierako taulan 3., 6. eta 7. zutabeek (oi-
narriko bektoreei dagozkienek) osatzen dute identitatea. Taula
optimoan lerro adierazleko zutabe horietan bilatu behar da du-
alaren soluzio optimoa.

* 23—C3:CBB_133““0:O

o e = B e, — M = M}
¥ Zwy — Cys = cpBlayy — M = M — %
Beraz,
3 1 3 1
(v, 92,02) = (0, M — 2, M — 2) + (0, =M, = M) = (0, — =, —)

Kalkulatu berri ditugun aldagai dualen zeinua egokia den begiratu
behar da. Kontutan izan behar da y; eta y, eredu dualaren erabaki-
aldagaiak direla, eta ondorioz, soluzio izateko ez-negatibotasun mu-
rrizketa bete behar dutela. y; eta y, aldagaiek balio negatiboak har-
tuko balituzte, emaitza ez litzateke zuzena izango, ez luketelako ez-
negatibotasun baldintza beteko. Hau gertatzen da, helburu-funtzioa
minimizatze izatetik maximizatze izatera pasa dugulako, eta honek
aldagai dualen zeinuan eragina dauka.

Kasu honetan, dualaren soluzioa y, =0, y, = %, Yz = é da.
O

5.5 Dualtasunaren interpretazio ekonomi-
koa

Eredu linealaren soluzio optimoak baliabide eskasen esleipen optimoa
ematen digu. Aldagai dualen balio optimoek, geroago ikusiko dugunez,
sistemaren baliabideen erabilgarritasuna edo kantitatea, b alegia, al-
datzea komeni den ala ez esaten digu.

Problema primala eta dagokion duala emanik ondokoa betetzen da:

y*T — CgB—l
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B~ problema primalari dagokion B oinarri optimoaren alderantzizkoa
da, eta y* bektorea problema dualaren soluzio optimoa.
Berdintza hori z; — ¢; balioak kalkulatzeko erabil daiteke.

_TIn-1, KT
zj—c;=cgB T a; —¢c; =y a; — ¢

5.5.1 Itzal-prezioak

Demagun eredu lineala eta dagokion B oinarri optimoa ditugula, eta
baliabideen b bektorean zenbait aldaketa txiki gertatu dela, hau da,
baliabide-bektorea b + Ab izatera pasatzen dela. Ab txikia denez,
B~1(b+ Ab) positibo mantentzen dela suposatuko dugu. Guztiarekin,
ondoko aldaketak gertatzen dira:

e Soluzio primal optimoa:
A
xp= B~ !(b+ Ab) = x5 + B~'Ab

B7'(b 4+ Ab) > 0 mantentzen dela esan dugunez, soluzio egune-
ratua bideragarria da.

e Lerro adierazlean:
_Tp-l, _ A
zj—cj=cgB T aj—¢; Vaj €4

ez da aldatuko, b bektoreak jasandako aldaketak ez duelako bere
gain inolako eraginik. Hau honela izanik, y* soluzio dual optimoa
ez da aldatzen.

e Helburu-funtzio dualaren balioan:
G=yT(b + Ab) = yTb + yTAb = G+ y*TAb = = + y*TAb

Helburu-funtzio primalaren balioa ere aldatu egingo da, z = G
betetzen baita.

Guzti honetatik zera ondoriozta daiteke: baliabide-bektorearen al-
daketak ez duela soluzio dualaren osagaien gain inolako eraginik izango
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baldin B oinarriak optimo izaten jarraitzen badu; bai ordea soluzio pri-
malaren osagaien gain. Helburu-funtzio dualaren balioa aldatu egiten
da, y*T Ab bezain beste, hau da, baliabide-bektorearen aldaketaren eta
aldagai dualen araberakoa da.

Adibidez, baldin Ab; = 1 bada eta gainontzeko baliabideak bere

horretan mantentzen badira, zera lortzen da:

0 )

y*TAb: (1. ym) | 1 | =w

\ 0/
hots, helburu-funtzioaren balioa zenbat handituko den aldagai dual op-
timoen balioek ematen dute.

y; honek (¢ = 1...m) zera neurtzen du: z baliabidea unitate bat
gehituz gero helburua zenbat handituko den. Hori dela eta, y; balio
dualari ¢ baliabidearen itzal-prezioa deitzen zaio.

Horrenbestez, problema dualaren soluzio optimoa ezagutzean ere-
duaren baliabideak handitzea komeni zaigun jakingo dugu, honen ara-
bera handituko edo txikituko baita helburu-funtzio primalaren balio
optimoa.

Azter dezagun helburu-funtzio duala:

G=0by +bys+ -+ bpynm

b,y; batugai bakoitzak zera adierazten du: b; unitate ¢ baliabide izateak
izango duen eragina helburu-funtzioan.

Adibidea:

Har dezagun 159. orriko adibidea. b; = 5 eta by = 4 baliabideen
itzal-prezioak y; = 1 eta ys = 1 direla ikusten da taula optimoan.
Zer esan nahi du horrek?

e b, = 5 izatetik b; + Ab; = 6 izatera pasatzen badugu, helburu-
funtzioaren balioa y; unitate gehituko dela: z* = G* = 9+
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alegia, ondokoa betetzen den artean:

xg =B '(b+Ab)>0

Bideragarria al da aldaketa egin ondoren lortzen den soluzioa?

()

\
Soluzioa bideragarria da. Egiazta dezagun benetan helburu-fun-
tzioaren balio optimoa 2* = G* = 9+ y; = 10 dela:

G G
[N I

8
G* =2 =cpxp = (1 3)( g ):10

e by-rentzat interpretazioa bera izango da. Baliabide hau 4 izatetik
5 1zatera handitzen badugu eta

Xp = B_l(b—I—Ab) >0
betetzen bada, orduan y, = 1 da baliabide honi dagokion itzal-

prezioa. by baliabidearen kopurua handitzeak helburuaren balio-
aren handitzea eragingo du.

= Ot
R U=
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Adibidea:

Azter dezagun orain 160. orriko adibidea. Dualaren soluzioa hau

dela esan dugu:
3 1

y1 =0, 342:57 y3=g
Baldin 4, baliabidea b, baliabidea eta b3 baliabidea, bakoitza unitate
bat gehituta ere bideragarritasun primala mantenduko balitz, b; bali-
abidearen itzal-prezioa y; (¢ = 1...3) izango litzateke.
Kasu honetan b; baliabidea b, = 12 izatetik b, + Ab; = 13 1zatera
aldatzen bada, soluzio optimoa aldatu egiten dela ikusten da, beti ere
taulan optimaltasuna galdu gabe.

NS
xp=B7'(b+Ab)=10 2 -1 61=1 %[>0
o -t 1)) s
Hala ere, helburu-funtzioaren balioa ez da aldatuko:
37
i 16 6 22
= =0 -2 —1 g l=——=—
? = cp%p = i 5 5 5
)
5

Zergatik ez da helburu-funtzioaren balioa hobeagotu? Itzal-prezioaren
balioa y, = 0 delako. Hori hobeto ulertzeko, begira dezagun ea eredu-
aren lehen murrizketan zer gertatzen den.

Lehen murrizketa (421 4 3z < 12) aldaketa egin aurretik geneukan

soluzio optimorako egiaztatuz gero, (x* = (¢ 2)), zera dakusagu:

55
6 8

4--+3- - <12
5+ S

Ez da berdintasunez betetzen. Honek zera esan nahi du: b; baliabidea
(by = 12) kopuru handiegian dagoela. Beraz, aldaketa egin aurretik
dagoeneko baliabidea soberan baldin bageneukan, oraindik ere gehiago
handiagotzeak ez digu inolako hobekuntzarik ekarriko.
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Gainontzeko bi baliabideetarako ere modu berean egiten da inter-
pretazio ekonomikoa.
O

5.5.2 Aldagai primalen kostu ekonomikoa

Baldin koefiziente teknologikoen matrizeko a;; bakoitzak j jarduera-
unitate bakoitzak eskatzen duen 7 baliabidearen unitate-kopurua adie-
razten badu orduan m

Z Ai5Y

=1

batukariak z; (5 = 1...n) jardueraren kostu ekonomikoa zenbatzen
du itzal-prezioekiko ebaluatuta.
Ondokoan ikus daiteke primalaren eta dualaren arteko erlazioa:

Zj
G113 Q12 - Gy1; o Gy <b —
Ga1 Qg2 - Qg -~ gy <b, —
Am1 Ama " Qpy 0 OQpp S bm - Um

z;-ren unitateko irabazia ¢; izanik (j = 1...n), problema dualaren
murrizketa bakoitzak zera ematen digu:

m
Z ai;Yi = C;
=1

kostu ekonomikoaren eta irabaziaren arteko erlazioa. Sarrera adibidean
(138. orrian), aztertu dugu erlazio hori. Osagarrizko nasaitasunaren
teoremaren ondorioetan (156. orrian) ikusi dugunez,

m
> aiYi > ¢
=1

dualaren murrizketa bat ez bada berdintasunez betetzen, hau da, kostu
ekonomikoa ¢; baino handiagoa denean dagokion z; aldagai primala
z; = 0 izango da, oinarriko izango ez delarik.
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5.5.3 Simplex metodoaren interpretazioa

Simplex metodoak erabiltzen dituen erregelak ekonomikoki interpreta
daitezke.

Hasierako z; aldagai bat oinarrikoa ez bada, hau da, j jarduera
burutzen ari ez bada, j jarduera hori burutzearen unitateko kostu
ekonomikoa ondokoa da:

m
Z QY
1=1

Kostu ekonomikoak ondoko desberdintzak bete ditzake:

AV
o
~

m

R
Z a;Y; =y a4
=1

Interpretazio ekonomikoaren sarreran ikusi dugunez, yTa; = z; bete-
tzen da, hau da, z; — ¢; = y’a; — ¢;. Simplex metodoaren edozein
iteraziotan, z; aldagaiarentzat ondokoak gerta daitezke:

e Baldin Za,'}-yz- < ¢; hau da, z; — ¢; < 0 = baliabideak era pro-
=1

betxugarriagoan erabiliak izango dira z; jarduera hasten bada.

m
e Baldin > a;;y; > ¢; = baliabideak era errentagarrienean erabil-
1=1
tzen dira. z; jarduera hasteak ez du merezi.

m
e Baldin Z a;;y; = ¢; = x; oinarrian dago
1=1

Laburbilduz, simplex metodoak egiten duena zera da: oinarriko ez
diren aldagai guztiak aztertzen ditu, baliabideen erabilpenaren handi-
agotzea ekar dezaketen ala ez ikusteko. Aldagaia oinarrira sartzean
gertatzen da hori. Hobetzea posible ez bada, daukagun esleipena opti-
moa da.
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5.6 Simplex dual metodoa

Simplex metodoaren erabilpenean ikusi dugu soluzio bideragarri batetik
hasten garela, behar izanez gero aldagai artifizialak erabiliko ditugu-
larik. Algoritmoaren hurrengo pausoetan problema primalaren solu-
zioaren bideragarritasuna ez da galtzen, hau da, mutur-puntu batetik
beste batera goazela ziurtatzen digu metodoak, azkenean mutur-puntu
optimoan bukatuko dugun arte. Hau z; —¢; > 0 Va; € A betetzean
gertatuko da.

Lerro adierazlean z; — ¢; > 0 Va; € A baldintza betetzen dela
esatea eta problema dualerako soluzioa bideragarria dela esatea guztiz
baliokideak dira. Begira bestela:

zi—c; >0 Va; € Al<=z; —c¢; =cgB'a; —¢; >0 Va; € A<=

= yla;—c¢; >0 Va,c A<= yTA—c> 0= |ATy > ¢

Aurreko baliokidetasunetatik zera ondorioztatzen da:

1. Soluzioa da. z; —¢; > 0 Va; € A betetzen denean problema
dualaren murrizketak betetzen dira .

2. Bideragarria da. Taula optimoan z; — ¢; balioak positiboak dira,
hots, bideragarritasun duala dago.

Eredu lineal bat ebazterakoan, problema primalarentzat eta duala-
rentzat aldi berean bideragarri izango den soluzioa aurkitu nahi dugu,
orduan bakarrik izango baita soluzioa optimo. Primalarentzat bidera-
garri den soluziotik hasten gara eta z; — ¢; > 0 lortzean dualarentzat
ere soluzioa bideragarria dela dakigu.

Aurreko gaian eraiki dugun simplex metodoari simplex primala dei-
tuko diogu eta orain ikusiko dugunari simplex duala.

Simplex primal metodoa problema primalarentzat bideragarria den
oinarri batetik hasten da, eta aldi berean dualarentzat ere bideragarri
izango den batean amaitzen. Simplex dual metodoa aldiz, dualaren-
tzat bideragarri den oinarri batetik hasten da, eta metodoaren zenbait
pausoren ondoren, problema primalarentzat ere bideragarri izango den
oinarri bat lortuko dugu.
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Guztiarekin, zera ikus dezakegu: eredu baten soluzioa lortzean, da-
gokion dualaren soluzioa ere taula berberak ematen digunez, soluzioak
lortzeko ez zaigula ajolako problema primalari dagokion soluzio bide-
ragarri batetik edo dualari dagokion batetik hastea.

Hau abantaila handia da, simplex dual metodoaren pausoak sim-
plex primal metodoaren berberak direlako, une bakoitzean egokien ger-
tatuko zaigun metodoa erabiltzea komeniko zaigularik.

5.6.1 Simplex dual metodoaren urratsak

Metodo hau helburu-funtzioa maximizatze-idazkeran dagoen kasuan
erabiltzeko dago eraikia. Hau hala ez den kasuetan ereduari beha-
rrezko aldaketak egin beharko dizkiogu metodoaren urratsak jarraitzen
hasi baino lehen. Metodoaren urratsak ondoren datozenak dira:

1. Hasierako taulan Va; € A-rako z; — ¢; > 0 bete behar da bidera-
garritasun duala izan dadin.

2. Bideragarritasun primalari dagokionez, ondorengo bi kasuetan
egon gintezke:

e Baldin z5; > 0 Ve =1...m, orduan taula hori optimoa da,
bideragarritasun primala ere badaukagulako. Amaitu.

e Baldin dzp; < 0, orduan soluzioa hobe daiteke.
3. Oinarria aldatuko da. Oinarritik irtengo den bektorea:
a,/xg, = Min {zp;/xp; < 0}
r pibot-lerroa da. Oinarrian sartuko den bektorea:

Z — Ck Zj— €4

ay/ = Maz { _

Yrk yr_]

/yrj < 0}

Baldin #y,; negatiborik, orduan ezingo dugu piboterik izan, oi-
narritik ezin izango dugulako bektorerik atera. Horrelakoetan
problemak ez du soluziorik. Duala bornegabea da eta primala
bideraezina. Amaitu.
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4. Oinarrizko matrize-eragiketen bidez a; zutabea e, bektore bi-
hurtzen da, y,, pibota izanik. 2. urratsera itzuli, eta urratsak
jarraitu optimaltasun baldintzak bete arte.

Adibidea:
Demagun ondorengo eredu lineala ebatzi nahi dugula:

min z = 3z + 229
ondoko murrizketen menpe
1+ 229 > 3
—2x1 29 > 2
Ty +4xy > 7

1,29 >0

Hasteko, bai simplex primal metodoa eta bai simplex dual metodoa
erabili ahal izateko, helburu-funtzioa maximizatze eran jarri beharko
dugu:

maz (—z) = —3x1 — 22,

Murrizketek 3 nasaitze-aldagai eskatzen dituzte, eta hala eta guztiz ere,
ez dugu identitate-matrizea lortzen. Berau lortzeko 3 aldagai artifizial
sartu beharko ditugu eta orduan izango dugu eredua simplex primal
metodoa erabiltzen hasteko prest.

Kasu honetan, problema primalarentzako bideragarri den soluzio
batetik problema ebazten hastea baino hobe genuke problema duala-
rentzako bideragarri den soluzio batetik hastea: helburu-funtzioaren
koefiziente guztiak negatiboak izateagatik, lehen taulan bideragarrita-
sun duala daukagu zuzenean. Murrizketa guztiak (-1)-az biderkatuko
ditugu, eta optimizatu beharko dugun eredua honako hau izango da:

maz (—z) = =3z, — 2z,

ondoko murrizketen menpe

—T1 — 2132 S -3
2.771 — Z9 S —2
—T — 4£C2 _<_ -

L1, L2 2 0
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T3, T4 eta 5 nasaitze-aldagaiak gehitu ondoren lortuko dugun hasierako
taula hauxe da:

3 2[00 0] 0
az|—1 —2[1 0 0]-3
as| 2 —1]0 1 0|-2
as | —1 [4]{0 0 1]-7

Hasierako taula honetan ez dago bideragarritasun primalik,
-3
Xp = -9 % 0

betetzen delako. Bai ordea bideragarritasun duala Va, € A z;—c; 2 0
betetzen delako. Hemendik abiatuz 2 bideragarritasunak (primala eta
duala) beteko dituen eta ondorioz optimoa izango den soluziora iristea
posible da simplex dual algoritmoa erabiliz.

Simplex dual metodoa erabiliz problema ebatziko dugu.

g, = min {zp;/zp; < 0} =min {-3,-2, -7} = =7

as oinarritik irtetzen da. Oinarriratzen da:

ak/

Zk—Ck_max{g 2}_22—02“ 1
N 17— )

Y22 2

Yik

Pibota = —4

Simplex primal metodoan egiten diren kalkulu berberak eginez on-
dorengo taula lortzen da:

s0jo0 U|-7 |2
Olag|—-2 01 0 —11 2 2
Olas| 2 0|0 1 |—3||—-2 «
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Bideragarritasun duala badago, baina ez primala zeren eta dzp; < 0.

® Ipy = — = a4 olnarritik irtetzen da.

1
4
e a; sartzen da, yo; < 0 betetzen duen bakarra delako.

e Pibota: —1. Pibot lerroa: bigarrena.

Taula eguneratua:

7010 2 0|—4
Ojlag|—=5 0 -2 0| 1
Olas | =9 00 —4 1| 1

—2la;|—-2 1|0 =1 0} 2

Taula honetan bideragarritasun primala eta duala dauzkagu. Hor-
taz, optimoa da.
[

5.7 Murrizketa artifizialaren metodoa

Askotan, aldi berean bideragarritasun duala duen eta bideragarritasun
primala ez duen hasierako taula bat aurkitzea zaila gertatzen da. Ho-
nek simplex dual metodoaren erabilpena murriztu egiten du. Arazoa
konpontzen duten metodoak garatu dira. Horietariko bat murrizketa
artifizialaren metodoa da.

Metodo hau, aldi berean z;—c¢; negatibo bat edo gehiago eta zp; < 0
bat edo gehiago duten problematan, hau da, ez bideragarritasun pri-
malik eta ez bideragarritasun dualik ez duten problematan erabilgarria
da. N aldagai dual negatiboen multzoa bada, problemari ondoko mu-
rrizketa artifiziala gehitzen zaio:

JEN
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M balioa taulan agertu litekeen beste edozein baliorekin konparatuz
oso balio handia da. Murrizketa artifizialari nasaitze-aldagai bat gehitu
eta hasierako taulan sartzen da.

Hasiera batean, z; — c; negatiboen artetik txikiena duen aldagaia
hartzen da sarrera-aldagai izateko, eta irteera-aldagaia murrizketa ar-
tifizialari gehitutako nasaitze-aldagaia izango da. Prozesu honek balio-
adierazle guztiak ez-negatiboak izatea eragingo du, ondoren simplex
dual metodoa erabiltzea posible gertatzen delarik.

Metodo honen bidez lor daitezkeen emaitzak ondokoak dira.

1. Soluzio optimoa lortu da baldin murrizketa artifizialaren nasaitze-
aldagaia azken oinarrian balio positiboz agertzen bada.

2. Problemak ez dauka soluziorik pibote posiblerik ez badago, hau
da, zp; < 0 bat edo gehiago baldin badago baina dagozkien y,;
balio guztiak ez-negatiboak badira (duala bornegabea da eta pri-
mala bideraezina).

3. Murrizketa artifizialaren nasaitze-aldagala azken oinarrian zero
balioaz agertzen bada edo azken oinarrian agertzen ez bada pro-
blema bornegabea izan daiteke edo bestela, aukeratutako M balioa
ez da nahiko handia.

Ondorengo adibideetan murrizketa artifizialaren metodoa erabili on-
doren gerta daitezkeen kasuak ikusiko ditugu.

Adibidea:

Har dezagun ondoko eredu lineala:

max z = x1 + 62,
ondoko murrizketen menpe

1+ 229 <20
1 1
$1+§3722—

2

Z1,T2 Z O

2. murrizketa (-1) balioaz biderkatu eta z3 eta x4 nasaitze-aldagaiak
gehituko ditugu:
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max z = 21 + 629

ondoko murrizketen menpe

T + 25C2 +$3 = 20
—T1 — 3T +try =—;3
T1...24 >0

Hasierako taula:

Ty Tz X3 T4

az| 1 2|1 0] 20
as | -1 —i{ 0 1]-1L
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Taula honetan ez dago ez bideragarritasun primalik ez eta bideraga-
rritasun dualik ere. Ezin gaitezke ez simplex primal metodoa (aldagai

artifizialik gehitu gabe) ez eta simplex dual metodoa

erabiltzen hasi.

Bai ordea murrizketa artifizialaren metodoa. Horretarako hasierako
taula eraikitzeko murrizketa artifiziala gehituko diogu ereduari:

$1+$2 S 100

M erabili ordez oraingo honetan 100 balioa erabiltzea erabaki dugu,

balio hau, taulako gainontzeko balioekin konparatuz,
delarik. Hasierako taula:

Ty T2 T3 T4 Tj

-1 6L 0 0 0| 0 -
as| 1 211 0 0] 20
a, -1 —210 1 0f-% —
as | 1 0 0 11100 «

nahiko handia

[N

[N
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T, aldagaia oinarriratuko da, z9 — ¢y = —6 delako negatiboen
artetik txikiena. Oinarritik x5 aldagaia irtengo da, murrizketa arti-
fizialari dagokion nasaitze-aldagaia, hain zuzen ere. Pibota 1 balioa
da. Eragiketak egin ondoren, ondoko taulara iristen gara:

Ty Tg T3 Ty s

5 0 0 0 6] 600
az | -1 0] 1 0 -21-180
as I 110 0 1 100

Taula honetan bideragarritasun duala badagoenez, simplex dual me-
todoa erabiltzen has gaitezke.

Xy T2 T3 T4 ITs

5 0| 0 0 6/ 600 -3

az | -1 0] 1 0 180

a|-} ol 0 1 | ® |-l

a| 1 1 0 0 1] 100 —3
2 0| 3 0 0| 60

as | & 0l-=% 0 1| 90

ay —% 0 i 1 %

a,| L 11 1 0 of 10

Bideragarritasun primala eta duala izatea lortu dugu eta murrizketa
artifizialaren nasaitze-aldagaia, 5, oinarrian dago. Daukagun soluzioa
optimoa da: z7 =0, z5 =10, z* = 60.

O

Ondorengo adibidean problema primala bornegabea eta dagokion
duala bideraezina den kasua ikusten da.
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Adibidea:

Demagun eredu lineal hau daukagula.

max z = —4x; + dz4

ondoko murrizketen menpe
201 + 229 > 4
1 — 29 >3

Z1,Z2 Z O

Nasaitze-aldagaiak eta murrizketa artifiziala gehituz, honela gelditzen
zaigu.

max z = —4x1 + dx9

ondoko murrizketen menpe

—2.171 - 25[32 +ZC3 = —4
—I + i) +354 = -3
T2 +xs =M

Z1...25 2 0

Murrizketa artifizialaren metodoa erabiliz taula optimoa lortuko
dugu. lkusten denez, zenbat eta balio handiagoa aukeratu M balio-
arentzat, orduan eta handiagoak izango dira xp bektorearen balioak.
Primala bornegabea da eta duala bideraezina.
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1 Lo T3 T4 Ty

4 -5/ 0 0 0 0
az| -2 -2 1 0 0 —4
as | —1 1{ 0 1 0 -3
as | 0 0 0 1 M
4 0/ 0 0 5 5M
az| -2 0 1 0 2|—4+2M
ay 00 1 —-1| -3-M
a,| 0 1/ 0 0 1 M
0 0/ 0 4 1| M-12
az| 0 0] 1 =2 4| 4M 42
aa| 1 0]/ 0 -1 1| 3+M
a,| 0 1] 0 0 1 M
g
Adibidea:

Ikus dezagun duala bornegabea eta primala bideraezina den kasua.

max z = 2Ty + Ty

ondoko murrizketen menpe
1+ 2y < 2
—3xy + 29 >3

T1,Ty _>_ 0



5.7. MURRIZKETA ARTIFIZIALAREN METODOA

Murrizketa artifizialaren metodoa erabiliz.
max z = 2x1 + 2,

ondoko murrizketen menpe

T+ Ty -+ =2

333'1 — X9 424 = -3

1+ o +rs =M
T1...Z5 2 0

Simplex metodoaren urratsak:

1 g X3 T4 Ty

-2 —1| 0 0 0 0
as| 1 1| 1 0 0 2
as| 3 —-1] 0 1 0} -3
as 10 0o 1| M

0o 1t 0o o 2| 2M
as| 0 0| 1 0 -1| 2-M
as| 0 0 1 -3{-3-3M
a; 1 1 0 0 1 M

0O 0f 0 § 5| BB
as| 0 0 1 0 2-M
ay 0 1 0 -% % §1L2—M—
a| 1 0 0 § ;| X2

0o ol % 4 o] ¥
as| 0 0|-1 0 M -2
a| 0 1| 28 -1 0 2
al 1 0| % + o0 =%

179
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a; aldagaiak oinarria utzi behar du baina ez dago pibote posiblerik.
Hortaz, duala bornegabea da eta primala bideraezina. Grafikoki egiazta
daiteke, nahi izanez gero.

(I

5.8 Ariketak
1. Ondoko problemen dualak kalkula itzazu:

(a)
maz z = 3z, + dxg — 43
ondoko murrizketen menpe
201 — L9 — T3 < 2
z1 +4x9 — 323 > —4
2¢1 + 29 + 223 = 2

T1,%2,T3 __>_ O

min z = —I, — Tg + 223
ondoko murrizketen menpe

Ty — 29+ 23 =15

221 — 3xq + 223 <6

z1 : murriztugabea

20, 23<0

mar z = T, — 29 + T3
ondoko murrizketen menpe
1+ Dxg — 23 < 2
201 — 19+ 423 < 6
21 <0, 29 20

r3 : murriztugabea
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2. Har dezagun aurreko ariketako lehen eredua.

(a) Helburu-funtzio dualaren balio optimoarentzako behe-borne
bat eta problema primalaren balio optimoaren goi-borne bat
kalkula 1tzazu.

(b) Problema primala ebatzi eta taulatik dualaren soluzioa lortu.
3. Ebatz ezazu ondorengo problema simplex dual metodoa erabiliz:

mar z = —I; — Ty — T3
ondoko murrizketen menpe

1+ 220 + 223 25

—~21 — 329 +4x3 > 7

r; >0 9=1,2,3

4. Demagun ondoko eredu lineala:

max 2 = —x1 + 4o
ondoko murrizketen menpe
T1 — 3T
221 4 3z, <
—x1 4 929y <3
T +4zy <2
by — 32, <7

T1,T9 2> 0

VANVAN
SN

e

(a) Dagokion duala kalkula ezazu.

(b) Bai primalaren eta bai dualaren soluzioak aurki itzazu hori-
etariko sinpleena ebatziz.

(¢) Soluzioek osagarrizko nasaitasunaren teorema betetzen du-
tela egiazta ezazu.

(d) Primalaren eta dualaren itzal-prezioak kalkula itzazu. Zein
da itzal-prezio hauen esanahia?
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5. Har dezagun eredu lineal hau:

max z = 4xy — TTq9 + 23
ondoko murrizketen menpe

1+ 229 — 223 <6

—T1+ 3T + 23 =3

201+ 3x9 — 23> 5

z; >0 j7=1...3

(a) Ebatz ezazu murrizketa artifizialaren metodoa erabiliz.

(b) Dualaren soluzioa lor ezazu.

6. Ondorengo eredu linealen adibideak idatz itzazu:

(a) Primala bornegabea da eta duala bideraezina.
(b) Duala bornegabea da eta primala bideraezina.

(c) Primala bideraezina da eta baita duala ere.

7. Demagun honako eredu lineala:

min z = T+ 2x9 + 3

ondoko murrizketen menpe
—T1— 29 + 023 < 14
221+ 329 — 23> 6

L1, T2, X3 2 0
Bere soluzio optimoa x = (3 0 0) da.

(a) Osagarrizko nasaitasunaren teorema erabiliz dualaren solu-
z10a lor ezazu.

(b) Metodorik egokiena (simplex primal edo duala) erabiliz pro-
blema ebatz ezazu. Taulako soluzio duala aurreko puntuan
lortutakoarekin aldera ezazu.

(c) Aldagai dualen interpretazio ekonomikoa egin ezazu.



6.Gaia

SENTIKORTASUN-
ANALISIA

Behin programazio linealeko problema ebatzia izan denean, gerta liteke
ereduaren b, ¢ eta A parametroek aldaketaren bat jasatea. Kontu-
tan izan parametro horiek denboran zehar aldakorrak izan daitezkeela.
Edota aldaketarik ez gertatuta ere, beharbada aldatuz gero zer gerta-
tuko litzatekeen aurretik jakitea interesatuko zaigu. Aldaketa gertatu
ondoreneko problemaren soluzioa lortzeko ez dago zertan berriro ere
problema hasieratik ebatzi beharrik; nahikoa da sentikortasun-anali-
sirako metodoak erabiltzea. Hauek, aldaketa gertatu aurreko eredu-
aren soluzio optimotik hasten dira eta iterazio-kopuru garrantzitsua
aurrezten dute.

Ereduaren parametroetan gertatutako aldaketek soluzio optimoan
zer nolako eragina sortzen duten aztertzea sentikortasun-analisia edo
postoptimaltasun analisia deitzen da.

6.1 Aldaketa diskretuak

Eredu linealeko ¢,b eta A parametroetan gerta daitezkeen aldaketa
diskretuak eta baita murrizketa-kopuruaren aldaketa eta aldagai-kopu-
ruaren aldaketa aztertzen dira analisi honetan.

Aldaketa horien esanahia ulertzeko adibide bat aztertuko dugu;
baliabide-esleipenaren problema. Problema hau izango da aldaketa
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6.1 .Taula:

GASOLINAK | ESENTZIA-
ESENTZIAK | A B D KOPURUA

1 4 2 1 40
2 2 3 1 30
IRABAZIA |1 2 2

guztien eragina aztertzeko erabiliko duguna gai osoan zehar.
Adibidea:

Demagun 3 gasolina mota desberdin ekoitzi nahi direla: A, B eta
D. Horretarako, 2 esentzia mota erabiliko dira: 1 eta 2. Gasolina mota
bakoitza ekoizteko behar den esentzia bakoitzeko kopurua, esentzien
erabilgarritasuna eta ekoitzitako gasolina-unitate bakoitzagatik lortu-
tako irabazia 6.1 .taulakoak dira.

Problema ebazteko eraikitako eredu lineala, behin beharrezko na-
saitze-aldagaiak (x4, z5) gehituak izan direnean, ondokoa da:

max z = 1+ 239 + 223

ondoko murrizketen menpe

4331 —+ 2$2 —|‘ 3 +$4 = 40
221 + 329 + 5 +x5 =30

Dagokion simplex metodoaren taula optimoa hau da:
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3 4 01 0 260
a2 -1 0} 1 -1]10
a; | 2 3 1] 0 1730

Soluzio optimoa z; = 0,29 = 0 eta z3 = 30 da, eta lortu ahal
izango dugun irabazi handiena z* = 60-koa da.. Nola lortuko dugu
irabazi maximoa? D gasolina 30 unitate ekoitziz 25 = 30. Hau da
baliabide-esleipen optimoa.

O

Zer lortzen dugu ereduaren parametroen aldaketa diskretuak azter-
tzerakoan? Ba, b baliabide-kopurua aldatuko bagenu, honek soluzio
optimoan izango lukeen eragina ezagutzea lortuko genuke sentikorta-
sun-analisiaren bidez. Gauza bera c¢ prezio-bektorean gertatutako al-
daketekin eta A-ko elementuen aldaketarekin, gasolinen konposizioan
gerta litezkeenekin alegia,

Adibidea:

Har dezagun aurreko adibidea, eta ikus dezagun zer nolako aldake-
tak gerta daitezkeen:

1. Interesgarri gerta liteke baliabide-kopuruak 40 eta 30 izan ordez
50 eta 20 balira, lehen lortutako emaitza nola aldatuko litzatekeen
ezagutzea; edota irabazien bektorea (1, 2, 2) izatetik (1, 1, 1)
izatera pasako balitz. Edo, lehenengo gasolinaren konposizioa

4 3
aldatzen bada, hau da, a; bektorea ( 1zatetik izatera
2 3

pasatzen bada.

2. Aldaketa horietaz gain, honelakoak ere azter genitzake: E gaso-
lina mota desberdin bat ekoizten has liteke lantegia. Demagun 1
eta 2 esentzien 1 eta 2 unitate behar direla horretarako, hurrenez
hurren, gasolina horrekin lortuko den irabazia 2-koa izango de-
larik. E gasolina berria ekoizten hasteak soluzio optimoaren gain
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eraginik izango al luke? Begira, oraingo honetan eredu linealari
aldagai berri bat gehitzen ari gatzaizkiola.

3. Fta, A, B eta D gasolinak ekoizteko beste esentzia desberdin
bat erabiltzen hasiko bagina orain artekoez gain? 3. esentzia
adibidez? Aldaketa honek ereduaren murrizketa-kopuruaren gain
du eragina.

Aldaketa guzti horiek eta beste zenbait adibideen bidez aztertuko
ditugu.

Aldaketa horiek guztiak banan-bana gerta daitezke, baina baita 2
edo gehiago batera ere. Guk banakako aldaketak bakarrik aztertuko
ditugu gai honetan; besteak analisi berberari jarraituz egin daitezke.

a

Demagun idazkera kanonikoan dagoen problema lineala daukagula

eta b > 0 dela. Dagozkion hasierako taula eta taula optimoa ondokoak
dira:

e Hasierako taula:

Hasierako aldagaiak Nasaitze-aldagaiak

T1...2x :L"n+1...$n+m

—C 0 0
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e Taula optimoa, B oinarri optimoa izanik:

Hasierako-aldagaiak Nasaitze-aldagaiak

£1 —C1...2p — Cp Zp+l — Cp41 -+ - Znd+m — Cnim

CpB'A—-C CpB~! CLXp

Sentikortasun-analisia taula optimoaren erabileran oinarritzen da.
Taula horretako B~! matrizea erabiltzen da baliabideen b bektorean
edo ereduaren murrizketa-kopuruan aldaketaren bat egin ondoren bi-
deragarritasun primala galdu den ala ez aztertzeko. Taula bera erabi-
liko dugu baita ¢ bektorean, koefiziente teknolojikoen A matrizean edo
problemaren aldagai-kopuruan aldaketaren bat burutu ondoren bide-
ragarritasun duala galdu den edo ez egiaztatzeko. Azter dezagun, ba,
orain aldaketa guzti hauen eragina.

6.1.1 b bektorearen aldaketak

Demagun idazkera estandarrean dagoen hasierako problema ondokoa

dela:

mar z = CTX

0. M. m.
Ax =Db
x>0

Demagun, baita, dagokion taula optimoa ezaguna zaigula.
Baldin b bektorea diskretuki aldatu eta b+ Ab balioa hartzen badu,

Ab bektorea m osagaiko bektorea izanik, ebatzi behar den problema
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orain honako hau da:

maxr z = CTX

0. m. m.
Ax=b + Ab
x>0

Esan dugunez, parametroetan aldaketaren bat gertatzen denean, al-
daketa gertatu aurretik geneukan ereduari dagokion taula optimoa har-
tuko dugu sentikortasun-analisia egiten hasteko. Izan bedi B soluzio
optimo horri dagokion oinarria. Aldaketa egin aurretik geneukan pro-
blemaren soluzioa eta helburu-funtzioaren balio optimoa:

XB:B——leO

z = CEXB

Aldaketa gertatzean, hau da, b-ren ordez b + Ab jartzean, soluzio
eguneratua hau izango da:

Xp= B~'(b + Ab)

e Baldin x> 0, hau da, B~'(b+ Ab) > 0 = B oinarria
optimoa da baita aldaketa egin ondoreneko problemarako ere, eta

A : .
X p soluzio optimoa da.

e Baldin B~'(b+ Ab) #0 = bideragarritasun primala galdu
da; bideragarritasuna berrezartzeko simplex dual metodoa erabili
beharko da. Horri esker, aldaketa egin ondoreneko problemaren
soluzio optimoa lortuko dugu.

Simplex dual metodoa erabiltzen hasteko aldaketa egin aurretik

. AL
geneukan taula optimoa hartuko dugu, xg-ren ordez xp jarriaz.

Adibidea:

1. Demagun baliabide-bektorean aldaketa bat gertatu dela.
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40
30

e Orain arteko baliabide-bektorea: b =

o Aldaketa gertatu ondorenekoa: b + Ab =
20

Baliabide-bektore horri dagokion eredu linealaren soluzio optimea
kalkulatuko dugu.

A 1 —1 ) { 50 30
xp= B (b + Ab) = = >0
0 1 20 20

Bideragarritasun primala ez da galdu; B oinarriak optimo izaten
jarraitzen du. Soluzioaren osagaiak eta helburu-funtzioaren balio
optimoa dira aldatu diren taulako balio bakarrak:

30

Taula optimoa:

3 4 00 240

(SN}

-1 0]1 —-1130
3 110 1120

ay

o

az

Honek zera esan nahi du: soluzio optimoa eta helburu-funtzioak
lortuko duen balio optimoa aldatu badira ere (orain D gasolina
20 unitate ekoitziko dira eta irabazia 40 -koa izango da) oinarrti
optimoak berbera izaten jarraitzen duela (D gasolina ekoizteari
ekingo diogula).

Guzti hori ondorioztatzeko ez dago zertan problema hasieratik
ebatzi beharrik. Aldaketa egin awrreko taula optimoa hartu eta
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egindako azterketa egitea nahikoa da baliabide-esleipen optimoa
lortzeko.

2. Azter dezagun beste aldaketa hau:

20
b+ Ab =
60
—40
=0 2) = 120
60

Bideragarritasun primala galdu egin da. Simplex dual metodoa
erabili beharko dugu bideragarritasuna berreskuratzeko.

3 4 0| 0 201120 —2
a| 2 —1 0| 1 40 —
as| 2 3 1| 0 1] 60 ~1
T2 0 2 0] 40
as [—2 1 0|—1 1| 40
az| 4 2 1| 1 0] 20

e Soluzio optimoa: z; =0, 2z, =0, z3 = 20

e Irabazi handiena: 40koa.
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6.1.2 c bektorean gertatutako aldaketak

Demagun hasierako problema

mar z = CTX

0. m. m.
Ax =b
x>0

dela eta dagokion soluzio optimoa ezaguna dela. Demagun c-ren balioa
aldatu eta ¢+ Ac balioa hartzen duela, Ac bektorea n osagaikoa izanik.
Ebatzi beharko den problema ondorengoa da:

maz z = (¢ + Ac)'x
0. m. m.

Ax=Db

x>0

Abiapuntutzat hasierako problemaren soluzio optimoa hartuz gero,
c bektorean gertatutako edozein aldaketak z;, — ¢; balioen gain eragina
duela ikusten da. Balio horietakoren bat negatibo bihurtuko balitz, bi-
deragarritasun duala galduko litzateke. Aldaketa gertatu ondorenerako

balioak:
P—C = ¢y B 'a;— cAj = (cg+Acg)Bla; — (¢; + Acg;)

e Baldin z/*\;, — cAjZ 0 Vaj€ A = B oinarriak oinarri optimo
izaten jarraitzen du, xp 0.S.B.0. eta 2* = (cg + Acp) x5

e Baldin 3 z/*\j — c/\j< 0 = une horretako taula ez da optimoa,
eta bideragarritasun duala berreskuratzeko simplex algoritmoa

erabili beharko da.

Horren esanahia hobeki ulertzeko ikus dezagun gure adibidearen
bitartez ¢ bektorearen aldaketa hau:

Gasolina mota baten ekoizpenak sortutako irabazia aldatu dela
(gutxiagotu) suposatzen ari gara. Oinarrian dagoen gasolina mo-
taren batek sortutako irabazia oso txikia bihurtzen bada, agian
gasolina hori ekoizten jarraitzeak errentagarri izateari utziko dio.



192 6.GAIA SENTIKORTASUN-ANALISIA
Adibidea:

Jarrai dezagun problema berberarekin. Dagokion taula optimoa
ezaguna da. Azter ditzagun c prezio-bektorerako ondorengo aldaketak:

1. Baldin (c+Ac)T =(1 1 1)

. 2
ozl—cl—(O 1)( ) =2—-1=1
2

A _1
o 2y — C=(0 1) —1=3-1=2
3

A AN A
® 23 — C3=24 — 4= 0

A _1
025—c5—(0 1) -0=1
1

Ez da bideragarritasun duala galdu zAJ — é\J guztiak positiboak
direlako. Beraz, soluzioen bektore optimoa ez da aldatzen. D
gasolina oinarrian dago, eta ekoizten jarraituko dugu berak sor-
tutako irabazia 2-tik 1-era jeitsi bada ere. Orain arteko kopuru
berbera ekoizten jarraituko dugu gainera.

10
XBp =
30

Baina z balioa bai aldatzen dela, c-ren oinarriko osagaiak aldatu

egin direlako:
10
=(0 1) =30
30

D gasohnak sortutako irabazia (cz3 = 2 — c3 + Acg = 1) erdira

jaistean, irabazia ere erdira jaitsi dela (z* = 60 —>z = 30) ikusten

da.
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2
o« 5 —G6=1(0 %) —4=-1
2
A A 3 -1 5
.22”"02—<0 5) ] —225

VAN A A A . . .
® 23 — 3=z, — cy,— 0 oinarrikoak direlako.

—1
s H-G=0 9| =

I

Bideragarritasun duala galdu dela dakusagu. Soluzio optimoa
lortzeko simplex metodoa erabili beharko da.

-1, 3 0] 0 2160 —
ay ~1 0] 1 —1[10 «
a; 2 3 1| 0 1/30 1
0 2 0 I 1150
a, 1—% 0 %—% !
asl 0 4 1]-1 2|20

Soluzio optimoa: z; =5, x3 = 20 — 5 unitate A gasolina eta 20
unitate D gasolina ekoiztean lortzen da irabazi handiena: z* = 50.

Oraingo honetan, D gasolinaren irabaziaren jaitsierak eta A gasoli-
nak sortutako irabaziaren igoerak A gasolina ekoiztea errentagarri
1zatea eragin du.



194 6.GAIA SENTIKORTASUN-ANALISIA

6.1.3 a; bektorearen aldaketa j oinarrikoa ez de-
nean

A-ko a;; teknologi koefiziente bat edo gehiagoren aldaketa aztertuko
dugu, baina a; oinarrikoa ez denean bakarrik. Aldaketa oinarrikoa den
aldagai batean gertatuz gero, problema hasieratik ebaztea gomendatzen
da, B! aldatzean taula osoa aldatuko litzatekeelako.

Baldin a; € A a; ¢ B bektorea aldatu eta a; + Aa; balioa hartzen
badu,

max z = CTX

O. m. m.
Ax =Db
x>0

problemaren taula optimoan ondoko aldaketak gertatzen dira:

1. Oinarri optimoaren funtzioan dauden a; bektorearen y;-ko osa-
gaiak aldatu eta lortzen diren balioak B optimoaren funtzioan

N A . . .
dauden a;-ren y;-ko osagaiak izango dira.

2. z; — ¢; balioa ere aldatzen da:

A ~-1 A
Z5; —C5 = CBB a; —Cj

A A
Zj —C; = Cp y] ——Cj

Aldaketa horiek kontutan hartuz ondokoak gerta daitezke:

e Baldin zAj —c; 2> 0 bada, orduan B oinarriak optimo izaten ja-
rraitzen du, xg O.S.B.Optimoa eta z helburu-funtzioaren balio
optimoa 1zango direlarik.

e Baldin é\j —c; < 0 bada, orduan bideragarritasun duala galtzen
da eta simplex metodoa erabili behar da berau berreskuratzeko.
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Adibidea:

Har dezagun problema eta ikus dezagun bi aldaketek sortutako e-
ragina.

1. Oinarrikoa ez den bektore bat da aldatuko duguna:

4 3
a; = —  a;+ Aa; =

Bideragarritasun duala galtzen ez dela egiazta daiteke.

A I -1 3 0
yi= B a1 + Aay) = ( ) ( ) i ( )
0 1 3 3

) (0
z1 —cp = (0 2)

—1=6-1=5>0
3

Beraz, taula optimoa:

5 4 00 2]60
a, |0 -1 0}1 —1110
az |3 3 1|0 130

Hau da, A gasolinaren konposaketaren aldaketa honek ez du al-
daketa aurretik lortutako baliabide-esleipen optimoaren gain ino-
lako eraginik sortu.

2. Demagun beste aldaketa hau:



196 6.GAIA SENTIKORTASUN-ANALISIA

Aldaketa honek z; — ¢y balioaren gain eragina dauka, y; bektorea
aldatu egiten delako:

] —1 3 2.8
};\1: B_l(al + Aa;) = =
0 1 0.2 0.2

2.8
24— =(0 2) ~1=04—1=-0.6
0.2

Bideragarritasun duala galdu da. Simplex metodoa erabiliz,

T To z3 L4 L5
—0.6 | 4 0 0 2 60 - 08
ay ~1 0 1 -1 10 «
as 0.2 301 0 1 30 o2
0 38 0] 02 18|62.143
ay 1 —035 0| 035 —0.35| 3.57
as 0 307 1]-007 1.07| 293

a; bektorearen koefizienteak aldatzea lehenengo gasolinaren kali-
tatea aldatzea da eta, soluzio optimoan ikusten denez gasolina hori
ekoiztea errentagarri bihurtu zaigu.

t

6.1.4 Aldagai berriak gehitzea

z; aldagai berriak gehitzean, z; — ¢; balio berriak eta y; zutabe berriak
sortzen dira. Aldagai berriei dagozkien c; prezio eta a; bektoreak eza-
gunak izanik, balio berriak honela kalkulatzen dira:

 — . — _1  — .
z; —¢; = cgBa; — ¢

y; = B™'a;
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e Baldin z; —¢; > 0 badira = z; aldagal berriak ez zaizkigu
oinarriratuko. Hortaz, daukagun oinarriak optimo izaten jarrai-
tzen du.

e Baina, dz; —¢; <0 = a; bektoreak oinarrian sartu behar du,
eta simplex metodoa erabili beharko da optimaltasuna lortzen
den arte.

Adibidea:

Gure probleman oinarrituz, demagun problemari aldagai berri bat
eransten diogula, hau da, E gasolina mota desberdin bat ekoizten hasi
nahi dugula. Bi kasu gerta daitezke.

1. Sartu berri den aldagaia soluzio optimoan oinarriko bihurtzen ez
bada, ez soluzio bektorea ezta helburu-funtzioaren balioa ere ez
dira aldatuko. Adibidez, =4 aldagaia sartuko bagenu, non

1
a = ) C4:2
2
1 -1 (1 ~1
}’4:3_34: -
0 1 2 2
—c=02] |-2=14-2=2
2

Taula optimoa:

Tq ) T3 Ty Ty g

4 0 2,0 2|60

(%)

o
o
—t
O
o
—t

30

as
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Bideragarritasun duala ez da galdu eta soluzio optimoa ez da
aldatu. Baliabide-esleipenak aldaketa egin aurreko berbera izaten
jarraitzen du.

x4 aldagai berria denez, nasaitze-aldagaiak x5 eta xg izendatzen

ditugu.

Sartu berri dugun aldagaia oinarriko bihurtzen bada, bere ekoiz-
pena komenigarria (errentagarria) dela esan nahi du. Hau, bide-
ragarritasun duala galtzean gertatzen da. Adibidez, z, aldagai
berri hau sartuko dugu:

Kalkuluak eginez:

e (Y (2 [
A S AU AR
o« 24— = (0 2)(1)—3:2~3:—1

1

Ondoko taula lortzen da:

3 4 0 —1]1] 0 260 -1

as| 2 -1 0 1 —1]10 «

a;| 2 3 1 1 0 130 1
5 3 0 0] 1 170

a, | 2 —1 0 1| 1 -1]10

as| 0 4 1 0l—-1 220
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Taula optimo honek dioenez, z; = x5 = 0 dira, D gasolina z3 = 20
unitate ekoizten da eta E gasolina berria x4 = 10 unitate, irabazi
handiena (z* = 70) lortzeko.

d

6.1.5 Murrizketa berriak gehitzea

Behin eredu lineala ebatzi dugunean, gerta liteke eredu linealari mu-
rrizketaren bat gehitu beharra izatea. Horrelakoetan ere aldaketa egin
aurretik geneukan taula optimoa erabiliko dugu murrizketa gehitu on-
doreneko eredu linealaren soluzio optimoa lortzeko. Demagun

n
E aij:cj
5=1

AV

by 1=m+1..m+k

moduko k (k > 0) murrizketa gehitu nahi dizkiogula hasierako proble-
mari. Bi kasutan egon gintezke:

1. Hasierako problemari dagokion xp soluzio optimoak murrizketa
berriak betetzea = xp problema berriaren soluzio optimoa ere

bada.

2. Baldin hasierako problemaren soluzio optimoak (xp) sartu berri
ditugun murrizketetariko bat beteko ez balu, murrizketak taula
optimoan sartu beharko genituzke. Horren ondorioz bideragarri-
tasun primala galdu dela ikusten badugu, simplex dual metodoa
erabili beharko da bideragarritasuna berreskuratzeko.

Azter ditzagun bi kasu horiek adibideen bidez.
Adibidea:

Demagun A, B eta D gasolinak ekoizteko 3. motako esentzia berria
ere erabili nahi dugula. Azter ditzagun datozen bi aldaketak:

1. Demagun murrizketa hau sartu nahi dugula:

$1+$2+$3§50
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3. motako esentzia berri honen erabilgarritasuna 50-ekoa dela esa-
ten zaigu bertan. Oraingoan, murrizketa sartu aurretik geneukan
soluzio optimoak betetzen du murrizketa berri hau:

Ty 10
XB = =
I3 30

1+ 2,+23<50 = 04043050

Bideragarritasun primala ez da galdu eta soluzio optimoa berbera

1 0
X9 = 0
I3 30

D gasolina ekoizten jarraituko dugu, orain D gasolina ekoizteko 3.
esentzia ere erabiliko dugularik. Irabazi optimoa ez da aldatuko.

. Demagun ereduari z; + x4 + 23 < 20 murrizketa gehitzen diogula.

Orain arteko soluzio optimoak betetzen al du murrizketa hau?
1 =0,29 =0,25 = 30

0+ 0-+30 £ 20

Ez. Beraz, murrizketa taulari erantsi behar zaio. Nasaitze-aldagai
bat behar dugu, z¢, desberdintza berdintza bihurtzeko. Taulako
3. lerroan sartuko dugu.

1 X9 X3 T4 X5 Tg

3 4 0010 2 0]60
as| 2 -1 0] 1 -1 0110
az| 2 3 110 1 0130

a1 1 110 0 1720
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Oinarrikoa den az bektorea ez dago oinarriarekiko ondo adierazia.
Konpontzeko 3. lerroari 2.-a kenduko diogu. Horren ondorioz
bideragarritasun primalik ez duen taula lortzen da, eta simplex
dual metodoa erabiliz bideragarritasun hori berreskuratuko dugu.

1 9 I3 T4 s Te

3 4, 010 2 0] 60 —2
a,| 2 -1 0] 1 -1 0] 10 L
az| 2 3 110 1 0| 30 —2
ag | —1 0] 0 —1 1]|-10 «

1 0 0] 0 0 2| 40
a;| 2 0 0] 1 —% —2| 15
as| £ 0 1l o0 - 2| 15
as % 1 0] 0 % —% 5

Taulan bideragarritasun primala eta duala lortu direnez optimoa
da. B eta D gasolinak ekoitziz lortzen da irabazi handiena.

O

6.2 Programazio parametrikoa

Programazio parametrikoak ereduaren parametroetan gertaturiko al-
daketa jarraiak aztertzen ditu. Aldaketa jarrai horiek parametro baten
funtzioan gertatzen dira. Aldaketa jarraiak ezin daitezke ez aldagai-
kopuruan ez eta murrizketa-kopuruan gerta. Koefizienteen matrizean
aldaketa jarraiak gertatzea posible da, baina hau ez da maiz gertatzen
eta ez gara hor sartuko. Aztertuko ditugun bi aldaketa jarrai bakarrak
c prezio-bektorean gertatutakoak eta b baliabide-bektorean gertatu-
takoak 1zango dira.
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6.2.1 Prezio-bektorean gertatutako aldaketa ja-
rraiak

Demagun idazkera estandarrean dagoen eredu lineala daukagula:

maxr z = CTX

0. m. m.
Ax =b
x>0

Dagokion eredu parametrikoa ondokoa da:

maz z = (¢ + 0o)Tx

O. 1Im. m.

non o osagai ezagunak dituen bektorea den eta 6 parametro bat den.
Pr